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Tabla 1.6 ҒА 


Magnitud 


¡VERSION ENTRE L 


Longitud 


Superficie 


Volumen 


Velocidad 


Aceleración 


Masa 

Momento segundo de superficie 
Fuerza 

Carga distribuida 

Presión o esfuerzo 


Momento (flector, de una fuerza o un par) 
Trabajo o energía 
Potencia 


lin? =16,39(10%) mm? 
105 =0,02832 m? 


0,3048 m/s 
1mi/h =1.609 km/h 
1іп./82 = 0,0254 m/s? 
1ft/s? = 0,3048 m/s? 
1slug = 14,59 kg 
lin. = 0,4162(108) тт“ 
11Ь =4448 N 
11b/ft = 14,59 N/m 
1 psi = 6,895 kPa 
1 Кві =6,895 MPa 


1 ft-lb =1356N -m 
1ft-lb =1,356] 
1ft-1b/s. =1,356 W 
1hp =7457W 


0,76 fÈ 
1,02(10:6) in? 
5,31 #8 


1N =0,2248 lb 
1kN/m =68,54 lb/ft 
1 kPa =0,1450 psi 


1 MPa = 145,0 psi 
1М-т =0,7376 ft «lb 


11 =0,7376 ft- lb 
1W =0,7376 ft -Ib/s 
1kW =1,341 hp 


“Рага el litro de usan los símbolos L y 1. Como 71" puede confundirse con el número "1", eHNational Institute of Standards and Technology 
recomienda para los Estados Unidos el símbolo "L" (v. NIST special publication 811, sept.1991). 


Constante de Gravitación Universal 
С = 6,673 (10-1) т? / (kg - s?) = 3,439 (1078) ftt / (Ib + s*) 
Sol 
Masa 1,990(10%)kg, 1,364(10%) Ib - s?/ft 
Radio medio 696 000 km 432 000 mi 
Tierra 
Masa 5.976(10%) kg 4,095(10%) Ib - s? / ft 
Radio medio 6370 km 3960 mi 
Periodo de rotación 23.93 h 
Luna 
Masa 7,350(10%)kg 5,037(102) Ib + «2/8 
Radio medio 1740 кт 1080 mi 
Distancia media a la Tierra (entre centros) 384 000 km 239.000 mi 
Excentricidad (e) 0,055 
Sistema Solar 
Distancia media al Sol Diámetro medio Masa 
Planeta LA? e (relativo a la Tierra) (relativa a la Tierra) 
Mercurio 0387 0,206 0,380 0,05 
Venus 0723 0,007 0,975 0,81 
La Tierra 1,000 0,017 1,000 1,00 
Marte 1524 0,093 0,532 0,0 
Júpiter 5,203 0,048 1,27 3178 
Saturno 9539 0,056 9,49 95,2 


* La Unidad Astronómica (17. А.) es igual a la distancia media de la Tierra al Sol = 149,6 (10°) km = 92,96(10%) mi. 


La utilización de cuatro colores (cuatricromías) en las ilustraciones hace que éstas sean más coloridas y agradables a la vista, pero 
además hace que la información contenida en ellas sea más fácil de entender. Por ejemplo, las fuerzas y los momentos pueden dis- 
tinguirse fácilmente del resto de la información del dibujo porque siempre se indican con una flecha roja grande. Análogamente, 
los vectores de posición siempre se indican con una flecha azul de tamaño medio; los vectores velocidad y aceleración, mediante 
una flecha verde normal; y los vectores unitarios con una flecha negra pequeña. Los ejes de coordenadas y las acotaciones de las 
dimensiones (lineales y angulares) se dibujan con líneas negras finas. Esto permite que aún queden muchos colores para describir 
las diferentes partes de los objetos, 


м 
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RÓLOGO 


Nuestro propósito al escribir este texto de Dinámica, junto a su compañero de 
Estática, ha sido presentar una visión nueva del tema y proporcionar un orden 
de presentación más lógico de la materia. Creemos que nuestro orden de pre- 
sentación dará a los estudiantes una mejor comprensión del tema y les prepa- 
rará mejor para abordar cursos superiores y para su posterior vida profesional. 


INTRODUCCIÓN 


Este libro está dirigido a los programas que se desarrollan en los cursos de ca- 
rreras técnicas. Se da a los estudiantes un tratamiento extenso, claro, práctico 
y comprensible de la teoría que normalmente se presenta en los cursos de in- 
troducción a la Mecánica. Se pone de manifiesto la aplicación de los principios 
de la Dinámica a la solución de problemas prácticos de ingeniería. Este texto 
puede utilizarse también como libro de referencia para los técnicos que se de- 
dican a la ingeniería aeroespacial, de automoción, civil, mecánica, de minas y 
del petróleo. 

En el texto se hace un amplio uso de los temas de Matemática y de Física de 
los cursos previos. Los estudiantes que inicien un curso de Dinámica que uti- 
lice este libro deben tener un conocimiento práctico de la introducción al Cál- 
culo diferencial e integral y al Álgebra vectorial, y haber seguido o estar 
matriculados en un curso de Ecuaciones diferenciales. 

Los métodos vectoriales no siempre simplifican la solución de los proble- 
mas bidimensionales de Dinámica. En cambio, en el caso de problemas tridi- 
mensionales, el Álgebra vectorial proporciona un método sistemático que 
frecuentemente elimina los errores que pudieran aparecer con un enfoque me- 
nos sistemático. En este libro, se utilizará el Álgebra vectorial siempre que dé 
la solución eficaz del problema. Cuando el Álgebra vectorial no ofrezca venta- 
ја. se utilizará un método escalar. Se anima a los estudiantes a que desarrollen 
su capacidad de elección de las herramientas más adecuadas para la solución 
del problema que les ocupe. 
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ORGANIZACIÓN 


Este texto se aparta de la organización tradicional de tratar primeramente to- 
dos los aspectos de la Dinámica del punto y después tratar los de la Dinámica 
del cuerpo rígido. A la descripción de la Cinemática del punto (cap. 13) sigue 
inmediatamente la descripción de la Cinemática del cuerpo rígido (cap. 14). En 
un curso que trate la Cinemática del punto y la del cuerpo rígido, creemos que 
es más lógico y eficaz tratar de golpe toda la Cinemática. 

Análogamente, al método de Fuerza-Masa-Aceleración (segunda ley de 
Newton) para la resolución de problemas de Cinética del punto material (cap. 
15) sigue inmediatamente el método de Fuerza- Masa-Aceleración para la re- 
solución de problemas de Cinética del cuerpo rígido (cap. 16). Con este enfo- 
que, el estudiante aprende primero un método para resolver problemas de Ci- 
nética y lo aplica consecuentemente a una amplia variedad de problemas. 
Estos cuatro capítulos constituyen una introducción completa, aun cuando 
breve, a la Dinámica del punto material y del cuerpo rígido. 

Los cuatro capítulos siguientes presentan dos métodos alternativos para re- 
solver ciertos tipos de problemas. Primeramente, se utliza el método trabajo- 
energía para la resolución de problemas de Cinética del punto material (cap. 
17) y del cuerpo rígido (cap. 18). A continuación, se utiliza el método impulso- 
cantidad de movimiento para resolver problemas de Cinética del punto mate- 
rial (cap. 19) y del cuerpo rígido (cap. 20). Ninguno de estos métodos vale para 
resolver todo tipo de problemas, No obstante, cuando se puedan aplicar estos 
métodos particulares, suelen dar la solución de manera más sencilla que con el 
método Fuerza-Masa-Aceleración. 

El último capítulo (cap. 21) presenta una introducción al estudio de las vi- 
braciones mecánicas. En este capítulo, se utilizan los principios de la Cinética 
para tratar un tipo particular de problemas en los que interviene el movimien- 
to vibratorio u oscilatorio. El capítulo se ha introducido para aquellos profeso- 
res que crean que un curso de introducción a la Mecánica queda incompleto si 
no se hace, al menos, mención a las vibraciones. 

Como el estudio de la Cinética del punto material del capítulo 15 по depen- 
de del de la Cinemática del cuerpo rígido del capítulo 14 y, análogamente, el 
estudio del método trabajo- energía del punto material en el capítulo 17 no de- 
pende del del cuerpo rígido de los capítulos 14 6 16, se puede impartir un curso 
de la manera tradicional, siguiendo los capítulos en el orden siguiente: 13, 15, 
17, 19, 14, 16, 18, 20, 21. 


CARACTERÍSTICAS 


Énfasis en los aspectos técnicos 


En todo el libro se hace resaltar el significado técnico del tema junto a los mé- 
todos matemáticos de análisis. Se han introducido muchos ejemplos ilustrati- 
vos en el cuerpo principal del texto, en lugares en los que la ilustración 
inmediata del método refuerce su presentación. Los estudiantes suelen intere- 
sarse más en un tema cuando pueden ver y apreciar su valor al avanzar en él. 

Creemos que los estudiantes pueden progresar en un curso de Mecánica 
sólo a través de la comprensión de los principios físicos y matemáticos conjun- 
tamente y no mediante la simple memorización de fórmulas y la subsiguiente 
sustitución de datos que les permitan obtener soluciones de problemas senci- 


llos. Es más, creemos que es preferible enseñar unos pocos principios funda- 
mentales para resolver problemas que enseñar un gran número de casos parti- 
Culares y trucos. Por tanto, el texto pretende desarrollar en el estudiante su ca- 
pacidad para analizar un problema dado de manera sencilla y lógica y aplicar 
unos pocos principios fundamentales, bien comprendidos, a su resolución. 

Se ha realizado un concienzudo esfuerzo para presentar la materia de ma- 
nera sencilla y directa, teniendo siempre presente el punto de vista del estu- 
diante. 


Tratamiento de la Cinemática antes que la Cinética 


El proceso natural de aprendizaje comienza con situaciones sencillas y pasa 
luego a otras más complicadas. Este libro está estructurado de manera que 
cada principio se aplica primeramente a un punto, luego a un sistema de pun- 
tos, luego a un cuerpo rígido sometido a un sistema de fuerzas coplanarias y 
por último al caso general de un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas tri- 
dimensional. 

La Cinemática (estudio del movimiento sin atender a las causas que lo ori- 
ginan) del punto y del cuerpo rígido se desarrolla con todo cuidado ya que el 
dominio de esta materia es esencial para el tratamiento de la Cinética (estudio 
de la relación entre el movimiento y las fuerzas que lo originan) del punto y del 
cuerpo rígido. 

A continuación, se desarrollan para su utilización en una gran variedad de 
problemas los tres métodos comunes para la resolución de problemas de Ciné- 
tica, cuales son, (1) fuerza, masa y aceleración; (2) trabajo y energía; (3) impulso 
y cantidad de movimiento. Estos métodos se desarrollan uno tras otro y se apli- 
can primero a un punto, luego a un sistema de puntos, luego a cuerpos rígidos 
en movimiento plano y por último a casos tridimensionales cualesquiera. El 
dominio del método fuerza, masa y aceleración proporciona un medio para re- 
solver todos los problemas de Dinámica. Los otros dos métodos sólo propor- 
cionan un método más eficaz para la resolución de ciertos problemas. 

Creemos que este enfoque da la organización lógica y conveniente de la ma- 
teria objeto de un curso de introducción a la Dinámica. La Cinemática se trata 
por completo antes de estudiar la Cinética. Ésta se desarrolla totalmente, utili- 
zando las leyes de Newton, antes de presentar al estudiante los métodos traba- 
jo-energía e impulso-cantidad de movimiento. De esta manera, se evita intro- 
ducir al estudiante a dichos métodos de manera desarticulada. 

Además, en los distintos apartados principales de este libro, la materia pro- 
gresa desde los conceptos de Mecánica del punto ya conocidos (en un curso 
previo de Física) a los conceptos menos conocidos de la mecánica del cuerpo 
rígido bidimensional y llegando luego a los conceptos más complejos del mo- 
vimiento del cuerpo rígido tridimensional. De esta manera, los temas más 
atractivos quedan distribuidos de manera más uniforme a lo largo del semestre, 

Otras obras organizan la materia en cuatro categorías: (1) Dinámica del 
punto (Cinemática del punto seguida de una presentación integrada de los tres 
métodos de solución de los problemas de Cinética del punto); (2) Dinámica de 
los sistemas de puntos (Cinemática de sistemas de puntos seguida de una pre- 
sentación integrada de los tres métodos de solución de problemas de Cinética); 
(3) Dinámica del cuerpo rígido (Cinemática del cuerpo rígido seguida de una 
presentación integrada de los tres métodos de solución de problemas de Ciné- 
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tica del cuerpo rígido) en movimiento plano; y (4) Cinemática y Cinética tridi- 
mensionales del punto y del cuerpo rígido. 

Este método de presentación adolece de tres dificultades, Primera, resulta 
difícil al estudiante dominar simultáneamente tres métodos de solución para 
un problema. Segunda, los conceptos fáciles y conocidos (referentes a la Cine- 
mática y Cinética del punto) se tratan en las primeras semanas del curso y los 
conceptos más difíciles y menos conocidos (relativos a la Cinemática y Cinética 
del cuerpo rígido) se tratan en las últimas semanas. Tercera, si sólo se domina 
la parte del curso constituida por la Dinámica del punto, el estudiante no será 
capaz de seguir con aprovechamiento cursos posteriores en los que sea necesa- 
ria competencia en la Dinámica del cuerpo rígido. 


Diagramas de sólido libre 


La mayoría de los ingenieros consideran que el diagrama de sólido libre es la 
herramienta más importante para la solución de los problemas de Mecánica. El 
diagrama de sólido libre es igualmente importante en Dinámica que en Estáti- 
ca. En nuestro método, siempre que se escriba una ecuación de equilibrio o de 
movimiento, deberá acompañarse del correspondiente diagrama de sólido li- 
bre completo. - 


Métodos de solución de problemas 


El éxito en los cursos de Mecánica técnica depende, en gran manera, de seguir 
un método disciplinado de solución de problemas y de resolver muchos. Ani- 
mamos al estudiante a que desarrolle su habilidad de reducir los problemas a 
una serie de problemas componentes más sencillos que puedan analizarse y 
combinarse fácilmente para dar la solución del problema inicial. A lo largo de 
todo el texto, se hace hincapié en la conveniencia de presentar los resultados 
de manera clara, lógica y limpia, junto con una metodología eficaz para la des- 
composición y solución de los problemas. Un primer curso de Mecánica cons- 
tituye un excelente punto de partida para el desarrollo de este enfoque 
disciplinado que tan necesario es en la mayoría de los trabajos técnicos. 


Ejemplos desarrollados 


Los ejemplos desarrollados son valiosísimos para los estudiantes. Se han elegi- 
do con gran cuidado los problemas de ejemplo con el fin de ilustrar los concep- 
tos quese están estudiando. A la presentación de un concepto sigue un ejemplo 
desarrollado que ilustra dicho concepto al estudiante. En este libro se han in- 
troducido, aproximadamente, 120 ejemplos desarrollados. 


Problemas para casa 


Este libro contiene una gran selección de problemas que ilustran la amplia apli- 
cación de los principios de la Dinámica a los distintos campos de la Ingeniería. 
Los problemas de cada grupo representan una amplia gama de dificultad: 
Creemos que el estudiante profundiza su dominio de un tema mediante la apli- 
cación de la teoría básica a la resolución de problemas que presenten cierto gra- 
do de dificultad. El dominio no se consigue, generalmente, resolviendo un 
gran número de problemas sencillos pero parecidos. Los problemas del texto 
exigen la comprensión de los principios de la Dinámica sin requerir un tiempo 
de cálculo excesivo. 


Cifras significativas 


Los resultados deben siempre darse con toda la precisión posible. Sin embargo. 
no hay que dar los resultados con 10 cifras significativas simplemente porque 
la calculadora dé tantos dígitos. Una de las tareas en todo trabajo técnico estri- 
ba en determinar la precisión de los datos de que se dispone y la precisión con 
que se puede dar la respuesta final. Los resultados deben reflejar la precisión 
de los datos de partida. 

Sin embargo, en un libro no es posible que los estudiantes examinen o cues- 
tionen la precisión de los datos. Tampoco es posible, en un curso de introduc- 
ción, acotar los errores de cada número. Por tanto, como difícilmente es posible 
una precisión superior a un 0,2% en los problemas técnicos, todos los datos que 
se mencionan en los Problemas Ejemplo y en los Problemas para Casa, inde- 
pendientemente del número de cifras que se den, se supondrá que tienen una 
precisión suficiente para justificar un redondeo de la respuesta final al grado 
de precisión mencionado (tres o cuatro cifras significativas). 


Problemas para resolver con calculadora 


Muchos estudiantes acuden al centro de enseñanza con calculadoras, algunas 
de ellas programables. Habida cuenta de ello incluimos, al final de muchos ca- 
pítulos, problemas que pueden resolverse mejor utilizando tales herramientas. 
Estos problemas no constituyen un simple ejercicio de machacar números; se 
han elegido para ilustrar cómo la solución de un problema puede depender de 
las condiciones iniciales o finales, o de algún parámetro del problema. Los pro- 
blemas a resolver con calculadora figuran al final de muchos capítulos y pre- 
sentan una C antes del número del problema. 


Problemas de repaso 


Al final de cada capítulo hay un conjunto de problemas de repaso. Estos pro- 
blemas tienen por misión que los estudiantes puedan comprobar cómo han 
captado los conceptos tratados en el capítulo. Como los problemas no se aso- 
cian directamente a ningún apartado en particular, integran frecuentemente 
cuestiones diversas tratadas en el capítulo y por ello se refieren a aplicaciones 
más realistas que las que puedan figurar en un problema destinado a ilustrar 
un concepto concreto. 


Unidades 51 y unidades U.S.A. 


Las empresas técnicas más importantes operan en un ámbito internacional. 
Además, la utilización del Sistema Internacional de Unidades (61) va impo- 
niéndose cada vez más en los Estados Unidos. A consecuencia de ello, los in- 
genieros deben manejar con soltura tanto el sistema SI como el sistema USCS 
(U.S. Customary System) de unidades. En la versión española de este libro sólo 
se utiliza en Sistema Internacional tanto en los ejemplos ilustrativos como en 
los problemas para casa. 


Resúmenes de los capítulos 


Para ayudar a los estudiantes, hemos escrito un resumen que figura al final de 
cada capítulo. Estos apartados proporcionan una sinopsis de los conceptos 
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principales que se han explicado en el capítulo y que los estudiantes pueden 
utilizar como repaso o como ayuda para el estudio. 


Soluciones 


Al final del libro se consignan las respuestas a la mitad aproximada de los pro- 
blemas. Creemos que la primera exposición de un tema debe incluir algunos 
problemas cuyos resultados se den. Como a esta primera exposición se suelen 
reservar los problemas más sencillos, se dan las respuestas a los primeros pro- 
blemas de cada artículo y por esta razón se dan las de la mitad aproximada de 
los problemas restantes. Los problemas de los que se dan las respuestas están 
indicados con un asterisco tras el número del problema. 


DISEÑO 


Utilización del color 


Una de las primeras cosas que se observan al abrir este libro es que se utilizan 
diversos colores. Creemos que el color ayuda eficazmente a los estudiantes de 
Mecánica por dos razones: Primera, los estudiantes orientados visualmente de 
hoy en día están más motivados por los textos que representan con mayor pre- 
cisión el mundo real. Segunda, un código de colores adecuado facilita al estu- 
diante la comprensión de las figuras y el texto. 
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En la página anterior, pueden verse figuras de las que se encontrarán en el 
libro. Podemos ver que los vectores fuerza se representan en rojo y los vectores 
velocidad, en verde. Los vectores de posición son azules; las dimensiones se re- 
presentan con líneas finas negras; y los vectores unitarios son negros y gruesos. 
A lo largo de todo el libro se utiliza este uso pedagógico del color. 

También hemos utilizado el color para ayudaral estudiante a identificar los 
elementos de estudio más importantes. Así, los problemas ejemplo se han en- 
marcado siempre en azul y beige y las ecuaciones importantes figuran en un 
cuadro azul. 


Ilustraciones 


Una de las cosas más difíciles para el estudiante es visualizar los problemas de 
Ingeniería. A lo largo del tiempo, los estudiantes han luchado con la falta de 
realismo de los libros de Mecánica. Creemos que las ilustraciones mecánicas 
deben ser tan coloreadas y tridimensionales como lo es la vida. Para captar la 
atención del estudiante, hemos tenido esto presente al desarrollar las ilustra- 
ciones del texto. 

Hemos partido de un esquema básico. A continuación, un especialista en 
ilustración técnica ha añadido los detalles. Después, el estudio artístico ha 
creado las figuras utilizando el Adobe IllustratoriO. Estas etapas han permitido 
ofrecer las ilustraciones más realistas y precisas del mercado. 


Precisión 
Tras muchos años de docencia, apreciamos la importancia de un texto preciso. 
Hemos realizado un gran esfuerzo para ofrecer un libro sin errores. Cada pro- 


blema del texto se ha resuelto independientemente dos veces, Muchos de los 
problemas se han resuelto una tercera vez, también de manera independiente. 


Proceso de desarrollo 


Este libro es el texto más extensamente desarrollado que jamás se haya publi- 
cado en el mercado de la Ingeniería. El proceso de desarrollo ha implicado va- 
rias etapas. 


1. Investigación del mercado Se ha formado un equipo de Wiley especia- 
lista en mercado para recoger información que ayudara a enfocar y desa- 
rrollar el texto. También se envió a unos 3000 enseñantes de Estática y 
Dinámica una inspección de mercado, Se consultaron dos grupos de cate- 
dráticos de Estática y Dinámica que aconsejaron mejoras de la compren- 
sión en clase a medida que iban tomando forma los textos, 

2. Revisiones Catedráticos de los Estados Unidos y del Canadá revisaron 
concienzudamente cada borrador de este manuscrito, Se consideraron 
atentamente sus sugerencias y se incorporaron siempre que fue posible. 
Otros seis revisores se encargaron de evaluar uno de los componentes cla- 
ve del texto: los grupos de problemas. 

3. Desarrollo del manuscrito y las ilustraciones Juntoalos autores ha tra- 
bajado un editor de desarrollo para llevar el manuscrito y los esquemas a 
su más alto potencial. Un artista especial ha colaborado con los autores y 
el estudio artístico para hacer resaltar los dibujos. 


PAQUETE TÉCNICO PARA EL PROFESOR 


Manual de soluciones 


Tras muchos años de docencia, reconocemos la importancia de un manual de 
soluciones de calidad análoga a la del texto. Por esa razón, hemos preparado 
el manual. Incluye la resolución completa de cada problema del libro y los pro- 
blemas más atractivos están marcados con un asterisco. Cada solución figura 
con el enunciado del problema y, cuando se tercie, con la figura correspondien- 
te. 

Hacemos esto en beneficio del profesor para que, junto con el manual, no 
tenga que tener a mano el libro al preparar la clase. El manual también contiene 
transparencias que puede proyectar en clase. 


PARA EL ALUMNO 


Equipo instruccional 


Nuestros revisores nos han dicho que generalmente no les satisface el equipo 
instruccional o software que proporciona el editor. También nos han dicho que 
los estudiantes necesitan un equipo instruccional que sea fácil de utilizar, que 
refuerce los conceptos básicos y sea muy interactivo. Teniendo esto presente, 
hemos trabajado con Intellipro para producir un paquete que satisfaga estas 
demandas. El equipo instruccional consta de 30 problemas, 10 de Estática y 20 
de Dinámica. El equipo instruccional resalta la importancia de los diagramas de 
sólido libre dando a los estudiantes práctica de su trazado. Los problemas de 
Dinámica tienen una animación que ayuda a visualizarlos. 


Guías de estudio 


El curso de Mecánica puede ser duro y frecuentemente los estudiantes preci- 
san de una ayuda adicional. Nuestra guía de estudio está redactada para desa- 
rrollar la comprensión del estudiante y darle habilidad en la resolución de 
problemas. En la guía de estudio se resaltan los conceptos principales del texto. 


RECONOCIMIENTOS 
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INGENIERÍA MECÁNICA 


DINAMICA 


2 
PRINCIPIOS GENERALES 


12.1 INTRODUCCIÓN A LA DINÁMICA 


Se ha definido la Mecánica diciendo que es la rama de la Física que trata de la 
respuesta de los cuerpos a la acción de las fuerzas. Por conveniencia, se divide 
su estudio en tres partes, cuales son: Mecánica de los cuerpos rígidos, Mecáni- 
ca de los cuerpos deformables y Mecánica de los fluidos. A su vez, la Mecánica 
de los cuerpos rígidos puede subdividirse en Estática (equilibrio del cuerpo rí- 
gido) y Dinámica (movimiento del cuerpo rígido). 

La Estática fue la primera parte de la Mecánica que se desarrolló porque los 
principios de la Estática se necesitan para la construcción de edificios. Los 
constructores de las pirámides de Egipto comprendieron y utilizaron disposi- 
tivos tales como la palanca, la polea y el plano inclinado. 

La Dinámica se desarrolló mucho después porque las magnitudes que en 
ella intervienen (velocidad y aceleración) dependen de la medida precisa del 
tiempo. Los experimentos de Galileo Galilei (1564-1642) de caída de cuerpos, 
péndulos y cilindros rodando por un plano inclinado dieron inicio al desarro- 
llo de la Dinámica. No obstante, Galileo vio dificultada su labor por la falta de 
relojes adecuados para medir los pequeños intervalos de tiempo que interve- 
nían en sus experimentos. Huygens (Christiaan ) (1629-1695) continuó la labor 
de Galileo e inventó el reloj de péndulo. También determinó la aceleración de 
la gravedad y presentó teoremas en los que intervenía la fuerza centrífuga. Sir 
Isaac Newton (1642-1727) completó la formulación de los principios funda- 
mentales de la Mecánica con su descubrimiento de la ley de la Gravitación uni- 
versal y su enunciado de las leyes del movimiento. El trabajo de Newton acerca 
de las partículas o puntos materiales, basado en la Geometría, lo extendió 
Euler (Leonhard) (1707-1793) a los sistemas de cuerpos rígidos. Euler fue el pri- 
mero en utilizar la expresión momento de inercia. D'Alembert (1717-1783) intro- 
dujo el concepto de fuerza de inercia. Cuando se introducen las fuerzas de 
inercia, la suma de las fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo en movimiento 
es nula. Los trabajos previos en Mecánica, basados principalmente en observa- 
ciones astronómicas y en consideraciones geométricas, fueron formalizados 
por Lagrange (1736-1813), quien dedujo analíticamente las ecuaciones genera- 
lizadas del movimiento utilizando conceptos energéticos. La deducción de es- 
tas ecuaciones, que se conocen con el nombre de ecuaciones de Lagrange. 
representó un gran avance en el desarrollo de la Mecánica clásica. Otro avance 
importante se debe a Coriolis (1792-1843), quien mostró cómo la introducción 
de términos adicionales permite aplicar las leyes de Newton cuando el sistema 
de referencia está en rotación. 

Siguieron importantísimos avances en Mecánica debidos a Max Planck 
(1858-1947) que formuló la Mecánica cuántica y a Albert Einstein (1879-1955) 
que formuló la teoría de la Relatividad (1905). Estas nuevas teorías no rechazan 
la Mecánica newtoniana; simplemente, son más generales que ella. La Mecáni- 
ca de Newton era y es aplicable a la predicción del movimiento de cuerpos 
cuando su celeridad es pequeña frente a la de la luz. 


12.2 LEYES DE NEWTON 


Los fundamentos de los estudios de Mecánica técnica son las leyes que formu- 
16 y publicó Sir Isaac Newton en 1687. En un tratado titulado "The Principia", 
Newton enunció las leyes fundamentales que rigen el movimiento de una par- 
tícula de la manera siguiente: 


Estas leyes, que hoy se conocen por el nombre de "Leyes de Newton del movi- 
miento”, suelen expresarse actualmente de la siguiente manera: 


Primera ley En ausencia de fuerzas exteriores, una partícula inicialmente 
en reposo о que se mueva con velocidad constante seguirá en 
reposo o moviéndose con velocidad constante a lo largo de 
una recta. 

Segunda ley Si sobre una partícula se ejerce una fuerza exterior, aquélla se 
acelerará en la dirección y sentido de la fuerza y el módulo de 
la aceleración será directamente proporcional a la fuerza e in- 
versamente proporcional a la masa de la partícula, 

Tercera ley Para toda acción existe una reacción igual y opuesta. Las fuer- 
zas de acción y reacción entre cuerpos en contacto son de 
igual módulo e igual recta soporte, pero de sentidos contra- 
rios. 


Las tres leyes de Newton se desarrollaron a partir del estudio del movi- 
miento planetario (movimiento de partículas). Durante el siglo ХУШ, Leon- 
hard Euler (1707-1783) extendió a los sistemas de cuerpos rígidos el trabajo de 
Newton acerca de partículas. 

La primera ley contiene el caso en que el cuerpo esté en equilibrio. Así pues, 
la primera ley nos proporciona un fundamento para el estudio de la Estática. 
La segunda ley trata del movimiento acelerado de un cuerpo y proporciona un 
fundamento para el estudio de la Dinámica. 

La ley que rige la atracción mutua entre dos cuerpos aislados también fue 
formulada por Newton y se conoce con el nombre de "Ley de la Gravitación". 
Esta ley es muy importante en todos los estudios referentes al movimiento de 
los planetas, naves espaciales y satélites artificiales. 


12.3 MAGNITUDES FUNDAMENTALES DE LA MECÁNICA 


Las magnitudes fundamentales de la Mecánica son el espacio, el tiempo, la 
masa y la fuerza. Tres de estas magnitudes —espacio, tiempo y masa—son ab- 
solutas. Esto significa que son independientes entre sí y no pueden expresarse 
en función de las otras magnitudes ni de manera más simple. La fuerza no es 
independiente de las otras tres magnitudes sino que está relacionada con la 
masa del cuerpo y con la manera de variar con el tiempo la velocidad del cuer- 
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po. Damos a continuación una breve descripción de estas cuatro magnitudes 
junto con algunos otros conceptos importantes en Dinámica: 


Espacio es la región geométrica a la que nos referimos comúnmente Па- 
mándola "universo". Esta región se extiende sin límite en todas direcciones. 


Tiempo es el intervalo entre dos sucesos. La medida de dicho intervalo se 
realiza comparándolo con sucesos reproducibles tales como el tiempo que 
tarda la Tierra en dar una vuelta alrededor de su eje. 


Materia es toda sustancia que ocupa lugar en el espacio. 
Un cuerpo es materia limitada por una superficie cerrada. 


Inercia es la propiedad de la materia que la dota de resistencia a cambiar su 
movimiento. 


Masa es una medida cuantitativa de la resistencia de un cuerpo a cambiar 
su movimiento. 


Fuerza es la acción de un cuerpo sobre otro. Las fuerzas siempre se produ- 
cen por parejas y las dos fuerzas son de igual módulo y sentidos opuestos. 
El efecto exterior de una fuerza sobre un cuerpo es o el desarrollo de fuerzas 
resistivas (reacciones) sobre el cuerpo (problemas de Estática) o el movi- 
miento acelerado del cuerpo (problemas de Dinámica). 


Punto material o partícula es un cuerpo sin forma ni tamaño que puede su- 
ponerse ocupa un punto del espacio. Los problemas de Mecánica se simpli- 
fican mucho cuando el cuerpo puede tratarse como punto material. 


Cuerpo rígido es un conjunto de puntos materiales que se mantienen a dis- 
tancias invariables unos de otros en todo momento y en cualesquiera situa- 
ciones de carga. El concepto de cuerpo rígido constituye una idealización 
de la situación real ya que todos los cuerpos reales cambian hasta cierto 
punto su forma al someterlos a un sistema de fuerzas. Cuando se supone 
que el cuerpo es rígido (exento de deformación), no se necesitan las propie- 
dades materiales del cuerpo para analizar las fuerzas y sus efectos sobre di- 
cho cuerpo. En este libro, los cuerpos que tratemos, salvo el caso de resortes 
deformables, los consideraremos rígidos. 


La posición de un punto en el espacio se especifica utilizando medidas li- 
neales y angulares respecto a un sistema de coordenadas cuyo origen se si- 
túa en cierto punto de referencia. El sistema básico de referencia que se 
utiliza como ayuda para la resolución de problemas de Mecánica es un sis- 
tema inercial primario, consistente en un sistema imaginario de ejes rectan- 
gulares que no se trasladan ni giran en el espacio. Las medidas efectuadas 
respecto a este sistema se denominan absolutas. Las leyes de la mecánica 
newtoniana serán válidas en este sistema de referencia mientras las veloci- 
dades que intervengan sean despreciables frente a la celeridad de la luz que 
es de 300 000 km/s. Un sistema de referencia solidario a la superficie terres- 
tre se mueve respecto al sistema inercial primario; no obstante, las correc- 
ciones que hay que realizar correspondientes al movimiento absoluto de la 
Tierra son insignificantes y se pueden despreciar en la mayoría de los pro- 
blemas técnicos en los que intervienen máquinas y estructuras instaladas en 
la superficie terrestre. 


12.4 UNIDADES DE MEDIDA 


Las magnitudes físicas que se utilizan para expresar las leyes de la Mecánica 
son: masa, longitud, fuerza, tiempo, velocidad, aceleración, etc. Estas magnitu- 
des pueden dividirse en magnitudes fundamentales y magnitudes derivadas. 

Las magnitudes fundamentales no se pueden definir en función de otras 
magnitudes físicas. El número de magnitudes consideradas fundamentales es 
el número mínimo necesario para dar una descripción coherente y completa de 
todas las magnitudes físicas que suelen encontrarse en el tema tratado. La lon- 
gitud y el tiempo constituyen ejemplos de magnitudes consideradas funda- 
mentales, 

Las magnitudes derivadas son aquellas cuyas operaciones de definición se 
basan en medidas de otras magnitudes físicas. El área de una superficie, el vo- 
lumen, la velocidad y la aceleración constituyen ejemplos de magnitudes deri- 
vadas en Mecánica. 

La masa y la fuerza son magnitudes que se pueden considerar o bien fun- 
damentales o bien derivadas. En el sistema de unidades internacional (SI), la 
masa se considera magnitud fundamental y la fuerza, derivada. En el U.S. Cus- 
tomary System, se considera magnitud fundamental la fuerza y la masa, deri- 
vada. 


Unidades de longitud El valor de cada magnitud fundamental se define me- 
diante una unidad o "patrón" elegida arbitrariamente. La yarda, el pie y la pul- 
gada, por ejemplo, provienen de la antigua práctica de utilizar como patrones 
de longitud el brazo, el pie y el pulgar humanos. El primer patrón de longitud 
verda dénente internacional ha sido una barra de platino iridiado, llamado 
metro patrón, que se conserva en la Oficina Internacional de Pesas y Medidas 
de Sèvres, Francia. La distancia entre dos marcas finas practicadas cerca de los 
extremos es, por definición, un metro. Históricamente, se pretendió que el me- 
tro fuese la diezmillonésima parte de la longitud del meridiano de París. Me- 
didas de precisión efectuadas con posterioridad a haber construido la barra del 
metro patrón mostraron que éste difería del valor pretendido en, aproximada- 
mente, un 0,023%. 

En 1961 se adoptó, por acuerdo internacional, un patrón de longitud atómi- 
co. Se eligió la longitud de onda en el vacío de la raya anaranjada del espectro 
del isótopo 86 del kriptón, En la actualidad, se define el metro diciendo que es 
igual a 1650763,73 longitudes de onda de esta luz. La elección de un patrón 
atómico ofrece otras ventajas aparte de una mayor precisión de las medidas de 
longitud. El kriptón 86 se obtiene fácilmente en todas partes; es relativamente 
barato, todos sus átomos son iguales y emiten luz de la misma longitud de on- 
da. La longitud de onda elegida es unívocamente característica del kriptón 86 
y está definida muy nítidamente. 

La definición de la yarda, por acuerdo internacional, es 1 yarda = 0,9144 m, 
exactamente. Así pues, 1 pulgada = 25,4 mm, exactamente; у 1 pie = 0,3048 m, 
exactamente. 


Unidades de tiempo  Análogamente, el tiempo puede medirse de diversas 
maneras. Desde tiempos muy lejanos, la duración del día se aceptó como pa- 
trón para la medida del tiempo. La unidad de tiempo internacionalmente acep- 
tada, el segundo (s), se definió diciendo que era 1/86 400 de un día solar medio 


1 Los Estados Unidos adoptaron el metro como patrón de longitud еп 1893. 
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o bien 1/31 557 700 de un año solar medio. El ïempo definido en función de la 
rotación de la Tierra se basaba en observaciones astronómicas. Como tales ob- 
servaciones requerían un tiempo de varias semanas, se necesitaba para su uti- 
lización práctica una medida terrestre secundaria, calibrada mediante 
observaciones astronómicas. En los trabajos científicos, se utilizan como patro- 
nes secundarios de tiempo relojes de cuarzo cuyo funcionamiento se basa en 
las vibraciones propias mantenidas de una lámina de cuarzo. El mejor de estos 
relojes de cuarzo comete durante un año un error máximo de 0,02 s. Para satis- 
facer la necesidad de un patrón de tiempo aún mejor. se ha desarrollado un re- 
loj atómico que aprovecha las vibraciones atómicas periódicas del isótopo 
cesio 133. La Decimotercera Conferencia General de Pesas y Medidas adoptó, 
en 1967, como patrón de tiempo el segundo basado en este reloj de cesio. Por 
definición, el segundo es la duración de 9 192 631 770 ciclos de vibración del 
isótopo cesio 133. El reloj de cesio introduce una importante mejora en la рге- 
cisión asociada a otros métodos que se basan en observaciones astronómicas. 
Dos relojes de cesio diferirán en no más de un segundo después de funcionar 
3000 años. 


Unidades de masa y peso La unidad patrón de masa, el kilogramo (kg), está 
definida por un cilindro de platino iridiado que se conserva en la Oficina Inter- 
nacional de Pesas y Medidas en Sèvres, Francia. 

En el Sistema Internacional de Unidades (SI), la unidad de fuerza es deri- 
vada y recibe el nombre de newton (N). Un newton es la fuerza que aplicada a 
una masa de un kilogramo le comunica una aceleración de un metro por se- 
gundo al cuadrado. Así pues,1 N=1 kg «m/s? 

En el U.S. Customary System of Units, la unidad de fuerza es la libra (lb) y 
se define como el peso, al nivel del mar y a una latitud de 45” de un patrón de 
platino que se conserva en el National Institute of Standards and Technology 
(NIST) en Washington, D.C. La masa de este patrón de platino es de 0,453592 43 kg. 
La unidad de masa en este sistema es derivada y se denomina slug. Un slug es 
la masa que se acelera un pie por segundo al cuadrado cuando se le aplica una 
fuerza de una libra, o sea que 1 slug es igual a 1 Ib · s?/ ft. Como el peso del pa- 
trón de platino depende de la atracción gravitatoria terrestre, el U.S. Customa- 
ry System es un sistema de unidades gravitatorio y no absoluto. 

Como ayuda para la interpretación del significado físico de las respuestas 
en unidades SI a los lectores más acostumbrados al U.S. Customary System, en 
la tabla 12-1 se dan algunos factores de conversión de las magnitudes mecáni- 
cas más utilizadas. 


12.5 CONSIDERACIONES DIMENSIONALES 


Todas las magnitudes físicas que se encuentran en la Mecánica técnica pueden 
expresarse dimensionalmente en función de tres magnitudes fundamentales: 
masa, longitud y tiempo, representadas, respectivamente, por M, L y T. Las di- 
mensiones de las demás magnitudes físicas se deducen de su definición o de 
leyes físicas. Por ejemplo, las dimensiones de la velocidad se deducen de su de- 
finición, cociente entre longitud y tiempo (L/T). Según la segunda ley de 
Newton, la fuerza resulta ser el producto de una masa por una aceleración; por 
tanto, las dimensiones de la fuerza serán ML/T?. En la tabla 12-2 se consignan 
las dimensiones de otras magnitudes físicas que suelen aparecer en la Mecáni- 
ca técnica, 


FACTORES DE CONVERSIÓN ENTRE LOS SISTEMAS SI Y USCS 

Magnitud 15.5. a SI SIaUS.CS. 
| Longitud 1 in. = 25,40 mm 1 т = 39,37 in 
1 ft = 0,3048 т 1 m =3,281 ft 

1 mi = 1,609 km 1 km = 0,6214 mi 
Área 1in?= 645.2 mm? 1 m= 1550 in? 
1 ft? = 0,0929 m? 1 т?= 10,76 #2 

Volumen 1in3=16,39(10%) mm? 1 mm?= 61,02(107%) in 

1 fË = 0,02832 т? 1 т? = 35,31 fÈ 

1 gal=3,785 L° 1 L=0.2642 gal 

Velocidad 1іп./5 = 0,0254 m/s 1 m/s = 39,37 іп. /5 

1 ft/s = 0,3048 m/s 1 т/5= 3,281 ft/s 


1 ті/ћ = 1,609 km/h 


Aceleración 1 in./s?= 0,0254 m/s? 
| 1 8/52 = 0,3048 m/s? 


Masa 1 slug = 14,59 kg 
| Segundo momento de superficie 1 in = 0,4162(10°) mm! 
| Fuerza 1 lb =4,448 N 
Carga distribuida 1 1b/ft =14,59 N/m 
Presión o tensión 1 psi = 6,895 kPa 


| 1 ksi = 6,895 MPa 


Momento flector, de un par o de una 


fuerza 1 ft- Ib = 1,356 N -m 
Trabajo o energía 1 ft-lb =1,356J 
Potencia 1 ft- 1b/s=1,356 W 


1hp=745,7 W 


1 km/h=0,6214 mi/h 


1 m/s? = 39,37 in. /s? 
1 m/s?=3,281 ft/s? 


1 kg = 0,06854 slug 
1 mmt = 2,402(107%) mm* 
1N =0,2248 lb 
1 kN/m = 68,54 lb/ft 
1 kPa = 0,1450 psi 
1 MPa = 145,0 psi 
1N -m = 0,7376 ft lb 
1J = 0,7376 ft Ib 


1 W =0,7376 ft  1b/s 
1kW = 1,341 hp 


^ Para el litro, se aceptan los dos símbolos L y 1. Сото 1" puede confundirse con la cifra "1", el National Institute of Standards and Technology 


recomienda que en los Estados Unidos se utilice el símbolo "L" (у. NIST special publication 811, septiembre 1991). 


12.5.1  Homogeneidad dimensional 


Cuando se utiliza una ecuación para describir un proceso físico, se dice que 
aquélla es dimensionalmente homogénea si su forma no depende de las unida- 
des de medida. Por ejemplo, la ecuación que da la distancia h que recorre un 
cuerpo cuando se suelta partiendo del reposo en el campo de la gravedad es 
h= 52/2, donde h es la distancia recorrida, / es el tiempo contado a partir del 
instante en que se suelta y g es la aceleración de la gravedad. La ecuación es 


Tabla 12.2 DIMENSIONES DE LAS MAGNITUDES FÍSICAS DE LA MECÁNICA 


Impulso ML/T N's 1-5 
Cantidad de movimiento ЗІМІ еы ШЫ 
Peso específico M/L N/m lb 
Densidad MIL kg/m? slug/ft? 
Segundo momento de 

superficie 14 mt, mmt ілі, ftt 
Momento de inercia м? kg: m? | slug #2 


válida tanto si la distancia se mide en pies, como si se mide en metros о en pu: 
gadas y tanto si el tiempo se mide en horas, como si se mide en años o en se- 
gundos, con tal que se mida g en las mismas unidades de longitud y tiempo 
que h y t. Son preferibles las ecuaciones dimensionalmente homogéneas а cas- 
sa de la confusión potencial que entrañan las unidades de las constantes que 
aparecen en las ecuaciones no homogéneas dimensionalmente. 


12.6 MÉTODO DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


Los principios de la Mecánica son pocos y relativamente sencillos; sin emi 
go, sus aplicaciones son infinitas en número, variedad y complejidad. El ете 

depende en gran manera de seguir un método disciplinado de resolución de 
problemas, el cual consta de las fases siguientes. 


El método de resolución de problemas indicado en este apartado resultará útil 
en este curso, en los cursos de Ingeniería superiores y en la mayoría de las si- 
tuaciones que posteriormente se presentarán en la práctica de la Ingeniería. 


Definición e identificación del problema Los problemas de Mecánica técni- 
ca (Estática, Dinámica y Mecánica de cuerpos deformables) tratan principal- 
mente de efectos exteriores de un sistema de fuerzas sobre un cuerpo físico. La 
pauta que suele seguirse al resolver un problema de Mecánica técnica exige la 
identificación de todas las fuerzas exteriores que se ejercen sobre el cuerpo de 
interés. Ello puede lograrse preparando un diagrama de sólido libre que mues- 
tre el cuerpo problema aislado de todo otro cuerpo y que tenga aplicadas todas 
las fuerzas exteriores. 


La mayoría de los ingenieros consideran que el diagrama de sólido libre es la he- 
rramienta más importante para la resolución de problemas de Mecánica. 


Esta sencilla herramienta nos da un recurso poderoso para distinguir entre 
causa (fuerzas exteriores) y efecto (movimiento o deformación del cuerpo pro- 
blema) y nos ayuda a centrar nuestra atención en los principios y la informa- 
ción necesarios para la resolución del problema. 


Desarrollo y simplificación del modelo Como las relaciones entre causa y 
efecto se establecen en forma matemática, la situación física deberá represen- 
tarse mediante un modelo matemático para obtener la situación requerida. 
Para resolver el problema, será necesario a menudo formular hipótesis simpli- 
Scativas о aproximaciones. La aproximación más común consiste en tratar la 
mayoría de los cuerpos, en los problemas de Estática y Dinámica, como si fue- 
zan rígidos. Sin embargo, no hay ningún cuerpo real que lo sea, pero las varia- 
Sones de forma de los cuerpos reales suelen tener efectos despreciables sobre 
la aceleración originada por un sistema de fuerzas o sobre las reacciones vin- 
culares que mantienen el equilibrio del cuerpo. En estas circunstancias, las 
consideraciones acerca de las variaciones de forma constituirían una complica- 
Són inútil del problema. 


Solución matemática e interpretación del resultado Corrientemente, un pro- 
Мета físico real no se puede resolver de manera exacta o completa. No obs- 
tante, incluso en el caso de problemas complicados, con un modelo 
simplificado se pueden lograr buenos resultados cualitativos. La interpreta- 
ción adecuada de estos resultados puede llevar a predicciones aproximadas 
del comportamiento físico o puede utilizarse para comprobar lo "razonables" 
que sean resultados analíticos o numéricos más sofisticados. El ingeniero debe 
constantemente conocer el problema físico real que se considera, así como to- 
as las limitaciones asociadas al modelo matemático que se utiliza. Las hipóte- 
sis deben evaluarse continuamente para asegurarse de que el problema 
matemático que se está resolviendo proporcione una representación adecuada 
del dispositivo o proceso físico en cuestión. 

La manera más eficaz de aprender la materia contenida en los cursos de 
Mecánica técnica consiste en resolver diversos problemas. Para llegar a ser un 
Ingeniero eficaz, el estudiante debe desarrollar su capacidad de reducir proble- 
mas complicados a partes sencillas que puedan analizarse fácilmente y presen- 
tar los resultados de su trabajo de manera clara, lógica y precisa. Ello puede 
lograrse siguiendo las siguientes etapas: 
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En la práctica de la ingeniería se exige que el trabajo sea claro y ordenado, 
pues ello se dará si así lo es el pensamiento. Las soluciones chapuceras que 
otros no puedan leer y comprender fácilmente, por contener detalles super- 
fluos o confusos, carecen de valor, El desarrollo de una destreza para aplicar 
un método ordenado a la resolución de problemas constituye una parte impor- 
tante de la educación del ingeniero. Digamos también que la identificación del 
problema, la simplificación del modelo y la interpretación del resultado en la 
resolución de problemas técnicos son, a menudo, más importantes que la solu- 
ción matemática. 


12.7 CIFRAS SIGNIFICATIVAS DEL RESULTADO 


La precisión de las soluciones de problemas técnicos reales depende de tres 
factores: 


La precisión lograda al resolver problemas técnicos prácticos suele estar deter- 
minada por la precisión de los datos físicos, los cuales rara vez se conocen con 
una precisión superior al 0,2%. Una regla práctica para "redondear" los núme- 
ros finales que se obtienen en los cálculos que intervienen en un análisis técni- 
co, el cual da respuestas de este grado de precisión aproximadamente, consiste 
en conservar cuatro cifras significativas en los números que comiencen con la 
cifra "1" y conservar tres cifras significativas en los números que comiencen 
con cualquier cifra de "2" a "9", 

La velocidad y precisión de las calculadoras electrónicas de bolsillo facilitan 
los cálculos numéricos de la resolución de problemas técnicos. Sin embargo, el 
número de cifras significativas que fácilmente se obtienen no debe tomarse 
como indicación de la precisión del resultado. Ya se ha dicho que los datos téc- 
nicos rara vez se conocen con una precisión superior al 0,2%; por tanto, los re- 
sultados calculados deberán siempre "redondearse" al número de cifras 
significativas que den el mismo grado de precisión de los datos en que se ba- 
san. La mayoría de los problemas ejemplo de este libro se resuelven con la hi- 


pótesis de que los datos proporcionados tienen tres cifras significativas 
exactas. En consecuencia, los cálculos intermedios se efectuarán con cuatro ci- 
fras significativas y las respuestas se darán con cuatro cifras significativas si el 
primer dígito es 1 y con tres cuando el primer dígito no sea 1. En los problemas 
en que los datos se consignen con sólo una o dos cifras significativas. las res- 
puestas se basarán en la hipótesis de que dichos datos son exactos. 

En el caso de predicciones analíticas a partir de datos fijos, la precisión de 
los datos y la adecuación del modelo determinan la precisión de los resultados. 
En el caso de predicciones numéricas, la precisión de cálculo de los algoritmos 
utilizados influye también en la precisión de los resultados. 

Podemos definir el error diciendo que es la diferencia entre dos cantidades. 
Esta diferencia podría ser, por ejemplo, entre un valor medido experimental- 
mente y un valor teórico calculado. Un error podría también resultar del re- 
dondeo de números en un cálculo. Una manera de describir un error sería 
expresarlo mediante una diferencia porcentual (%/). Así, en el caso de dos nú- 
meros А у В, si se quiere comparar el número А con el número В, la diferencia 
porcentual entre los dos números se define en la forma siguiente: 


AB 
D= (100) 


En esta ecuación, B es el valor de referencia con el cual se compara A. 


RESUMEN 


Los problemas de Dinámica en los que se conocen los movimientos son análo- 
gos a problemas de Estática, por cuanto las leyes de Newton llevan a ecuacio- 
nes en las cuales pueden despejarse las fuerzas incógnitas. Los problemas de 
Dinámica en los que se desconocen ciertos aspectos del movimiento son más 
difíciles. En estos problemas, la aplicación de la segunda ley de Newton da lu- 
gar, normalmente, a un sistema de ecuaciones diferenciales que pueden tener 
una resolución relativamente fácil o muy difícil. 

Las magnitudes físicas que se utilizan para expresar las leyes de la Mecáni- 
са pueden dividirse en magnitudes fundamentales y magnitudes derivadas. El 
valor de cada magnitud fundamental viene definido por una unidad arbitra- 
riamente elegida o "patrón". Las unidades utilizadas en el sistema SI son el me- 
tro (т) para la longitud, el kilogramo (kg) para la masa y el segundo (6) para 
el tiempo. La unidad de fuerza es una unidad derivada llamada newton (N), 
En el U.S. Customary System of Units las unidades utilizadas son el pie (ft) 
para la longitud, la libra (lb) para la fuerza y el segundo (s) para el tiempo. La 
unidad de masa es una unidad derivada llamada slug. El U.S. Customary Sys- 
tem es un sistema de unidades gravitatorio y no un sistema absoluto. 

Los términos de cualquier ecuación que se utilice para describir un proceso 
físico no deben depender de las unidades de medida (deben ser dimensional- 
mente homogéneos). Si una ecuación es dimensionalmente homogénea, será 
válida para cualquier sistema de unidades con tal que todas las magnitudes 
que figuren en la ecuación se midan en el mismo sistema. El uso de ecuaciones 
dimensionalmente homogéneas elimina la necesidad de factores de conver- 
sión. 
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El éxito en ingeniería depende en gran manera de seguir un método disci- 
plinado en la resolución de problemas. La resolución profesional de problemas 
consta de tres fases; 


1. Definición e identificación del problema 
2. Desarrollo y simplificación del modelo 
3. Solución matemática e interpretación del resultado 


La identificación de todas las fuerzas exteriores que se ejercen sobre un cuerpo 
se puede lograr preparando un diagrama de sólido libre que muestre el cuerpo 
problema aislado de los demás cuerpos y con todas las fuerzas exteriores apli- 
cadas. Para obtener la solución de la mayoría de los problemas, deberá repre- 
sentarse mediante un modelo matemático la situación física real. Una 
aproximación corriente para establecer dicho modelo consiste еп tratar el 
cuerpo como si fuera rígido. Aun cuando no hay ningún cuerpo real que sea 
absolutamente rígido, las variaciones de su forma suelen tener un efecto des- 
preciable sobre las aceleraciones originadas por un sistema de fuerzas o sobre 
las reacciones vinculares que mantienen el cuerpo en equilibrio; por tanto, las 
consideraciones acerca de las variaciones de forma suelen constituir una com- 
plicación inútil del problema. Siempre que se utilice un modelo matemático al 
resolver un problema, habrá que llevar cuidado en asegurarse que el modelo y 
el problema matemático inherente que se resuelve proporcionen una represen- 
tación adecuada del proceso físico o del dispositivo que aquéllos representen. 

La precisión de las soluciones de problemas técnicos reales depende de tres 
factores: 


1. Precisión de los datos físicos conocidos 
2. Precisión del modelo físico 
3. Precisión de los cálculos realizados 


Rara vez es posible una precisión superior al 0,2%. Los resultados calculados 
deberán siempre "redondearse" al número de cifras significativas que dan el 
mismo grado de precisión que los datos en que se basan. 
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~ Trayectoria 


Figura 13-2 


13.1 INTRODUCCIÓN 


El estudio de la Dinámica consta de dos partes: la Cinemática que estudia 
cómo se mueven los cuerpos y la Cinética que estudia la relación entre el mo- 
vimiento y las fuerzas que lo originan. La Cinemática describe cómo varían la 
velocidad y la aceleración de un cuerpo con el tiempo y con sus cambios de 
posición. La buena comprensión de la Cinemática no sólo constituye un fun- 
damento necesario para el ulterior estudio de la Cinética, sino que es, en sí mis- 
ma, un importante campo de estudio. El proyecto de muchas piezas de 
maquinaria que deban crear movimientos concretos se basa, casi exclusiva- 
mente, en la Cinemática. También se basa en ella el estudio del movimiento de 
proyectiles, naves espaciales y satélites artificiales. En este capítulo y el 14 se 
tratará la Cinemática. 

Una partícula o punto es un cuerpo cuyo tamaño puede ignorarse al estu- 
diar su movimiento. Tan sólo hay que considerar su centro de masa. La orien- 
tación del cuerpo o su rotación no desempeñan ningún papel en la descripción 
de su movimiento. Las partículas pueden ser muy pequeñas o muy grandes. 
Su pequeñez no garantiza que un cuerpo pueda modelarse por una partícula; 
un gran tamaño no siempre impide que el cuerpo se pueda modelar mediante 
una partícula. El que un cuerpo sea grande o pequeño está relacionado con la 
longitud del camino que sigue, con la separación entre cuerpos o con ambas co- 
sas. En este capítulo trataremos de la Cinemática del punto o partícula. En el 
capítulo 14 trataremos de la Cinemática de los cuerpos rígidos (cuerpos para 
los cuales es importante su orientación y rotación). 


13.2 POSICIÓN, VELOCIDAD Y ACELERACIÓN 


Supongamos que un punto se mueve a lo largo de un camino, como se indica 
en la figura 13-1. En un cierto instante, se hallará en la posición P. Esta posición 
viene determinada, en el sistema de coordenadas cartesianas rectangulares 
que se indica, por el vector de posición de P relativo al origen O, lo cual puede 
escribirse en la forma 


гро = xi+yj+zk (13-1) 


donde los vectores de base i, | y k son vectores unitarios asociados, respectiva- 
mente, a los ejes de coordenadas x, y, z. El símbolo /O del subíndice indica que 
las componentes (x, y, 2) no sólo dependen de la orientación del sistema de co- 
ordenadas sino también de la posición del origen O. En función de otro sistema 
de ejes de coordenadas fijos y paralelos a los anteriores pero que tengan su ori- 
gen en Ó (fig. 13-2), el vector de posición del punto sería 

Ep = Hi + Dj +2k (13-2) 
Según la regla del triángulo para la adición de dos vectores, estos vectores de 
posición están relacionados de la manera siguiente: 


Ts = Жа, o (13-3) 


donde гусу €s un mecs amnia: 


La diferencia de posición del punto en dos instantes recibe el nombre de 
desplazamiento del punto. Si éste se halla en P en el instante t y en Q en el ins- 
tante ł + At (fig. 13-3), el desplazamiento бг vendrá dado por 


ôr = roo- tpo (13-4) 


Observemos que el desplazamiento no depende de la posición del origen de 
coordenadas ya que 
Тоо Tro = (оо тоо) — (роту) 
= тоот tro 


La velocidad de un punto es, por definición, la variación de posición por 
unidad de tiempo: 


Шо, и бт 
м о = дт (13-5) 


Сото el desplazamiento бг es independiente de la posición del origen de co- 
ordenadas, la velocidad vp también lo será. Además, resulta evidente que el 
sentido de la velocidad у p será la del desplazamiento ôr, o sea tangente a la tra- 
yectoria del punto. 

Como los vectores de base son constantes, la velocidad puede escribirse en 
función de sus componentes de la manera siguiente: 


Ур = ЖЫЛЫ: =Xi+yj+2k (13-6) 


El módulo del vector velocidad recibe el nombre de celeridad. 
La aceleración de un punto es, por definición, la variación por unidad de 
tiempo de su velocidad. 


dy Р йт} = 
ар= T = р = “ае fo (13-7) 


También la aceleración es independiente de la posición del origen de coorde- 
nadas. En función de sus componentes, la aceleración se puede escribir en la 
forma: 


ap = аі+ауј+а,к = yi+0,j+0,k 
= Fi+yj+2k (13-8) 


Si puede hallarse un sistema de coordenadas para el cual las componentes 
y y z de la posición, velocidad y aceleración sean nulas en todo momento, di- 
remos que se trata de un movimiento rectilíneo. En tal caso, el punto se mueve 
a lo largo de una recta (el eje x) con celeridad y aceleración que pueden ser va- 
riables, En los apartados 13.3 y 13.4 se tratará el movimiento rectilíneo. 

Si el punto no se mueve con movimiento rectilíneo pero puede hallarse un 
sistema de coordenadas para el cual las componentes z de la posición, veloci- 
dad y aceleración sean nulas en todo instante, diremos que se trata de un mo- 
vimiento curvilíneo plano. En los apartados 13.5 y 13.6 se tratará la Cinemá- 
tica del movimiento curvilíneo plano. 


Figura 13-3 
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Cuando un movimiento sea tal que no sea posible encontrar un sistema de 
coordenadas cartesianas en el cual sea nula, en todo instante, al menos una 
componente de la posición, velocidad y aceleración, diremos que se trata de un 
movimiento curvilíneo cualquiera o movimiento curvilíneo en el espacio. En el 
apartado 13.7 se tratará la Cinemática del movimiento curvilíneo en el espacio. 


13.3 MOVIMIENTO RECTILÍNEO 


En este caso, el movimiento tiene lugar a lo largo de una recta. El sistema de 
coordenadas se orientará de manera que el eje x coincida con la recta de movi- 
miento, Se acostumbra a suponer esta recta horizontal, con su sentido positivo 
hacia la derecha y el negativo hacia la izquierda. 

Como posición, velocidad y aceleración quedan determinadas si se conocen 
sus componentes x, podremos prescindir de la notación vectorial. Las ecuacio- 
nes de la posición, la velocidad y la aceleración se escribirán, sencillamente, en 
la forma 


тро = X ӛх-хо-Хр (13-9a,b) 


0р=0= а= а= 0 = (13-9с,ф 


donde el signo del número indica si el vector está dirigido еп el sentido positi- 
vo del eje x o en el sentido opuesto. Así, si x es positiva, el punto se halla a la 
derecha del origen y si es negativa estará a la izquierda. Cuando ёх es positivo, 
la posición final О del punto está a la derecha de su posición inicial Р; si fuese 
negativo, Q estaría a la izquierda de P. Si v fuese positiva, el punto se movería 
hacia la derecha y si fuese negativa, hacia la izquierda. Cuando velocidad y 
aceleración tengan el mismo signo, la velocidad aumentará y se dice que el 
punto está acelerando. Cuando velocidad y aceleración tienen signos opues- 
tos, la velocidad decrece y se dice que el punto se desacelera. 

Hagamos notar que el desplazamiento de un punto no es lo mismo que la 
distancia recorrida por él. El desplazamiento es la diferencia (vectorial) de po- 
sición entre el final y el principio de la trayectoria. Si el punto parte de una po- 
sición y vuelve a ella, su desplazamiento será 0. Por ejemplo, el desplazamien- 
to de un tren que vaya de Barcelona a Madrid y regrese a Barcelona es 0. En 
cambio, la distancia recorrida da cuenta de lo que sucede entre el principio y 
el final del camino. Mide la longitud total de éste, sin tener en cuenta el sentido 
en que se recorre. La distancia recorrida es una magnitud escalar —sólo un nú- 
mero. En el caso del tren que va de Barcelona a Madrid (600 km) y regresa (600 
km) la distancia recorrida es 1200 km. La distancia recorrida siempre es un nú- 
mero positivo. 

Las ecuaciones 13-9 relacionan las cuatro variables principales: posición, 
velocidad, aceleración y tiempo. En las aplicaciones ordinarias, se da una rela- 
ción entre dos de dichas variables y se desea hallar las otras dos. En los apar- 
tados que siguen se considerarán algunas de las combinaciones más comunes. 


13.3.1 Conocida x(t) 


Si se da la posición en función del tiempo, se hallarán la velocidad y la acelera- 
ción sin más que derivar, 


-dx 2% А 
vt) = ЯЕ у a(t) = 4 (13-10) 


13.3.2 Conocida v(f) 


Cuando se da la velocidad en función del tiempo, puede hallarse la aceleración 
por derivación, como antes (ec. 13-10b). La posición se obtiene integrando la 
ecuación 13-10a 


сой 
v(t) = ЕП 
lo cual da 
е зде (з-11а) 
o bien 
х-җ= f, v(t) ат (13-110) 


13.3.3 Conocida а(0 


Cuando se da la aceleración en función del tiempo, la velocidad se obtiene in- 
tegrando la ecuación 13-10b 


4. іі 
lo cual da 
[а= Јо ас (13-123) 
Osea 
о-в | (т) de (13-120) 
La posición se halla, como antes, integrando la velocidad. 


13.3.4 Conocida а(х) 


Cuando se da la aceleración en función de la posición, hay que aplicar la regla 
de la cadena de la derivación a la definición (ec. 13-10b) de la aceleración: 


dv _dodx__do_ i 
a na n O (13-13) 


Integrando entonces 
v x 
|; v dv= |] 49% (13-142) 
vo Xy 


O sea 


f a(s) ds (13-14b) 


% 


Ahora se conoce la velocidad en función de la posición y podemos hallar ésta 
en función del tiempo integrando la ecuación 13-104 


de 
q 
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lo cual nos da 


ў ШЕ (13-15) 
хо v(s 


13.3.5 Conocida a(v) 


Cuando se da la aceleración en función de la velocidad, ésta se puede hallar en 
función del tiempo integrando la ecuación 13-10b 


du 
2240) 
lo cual da 
> do _ fl Жер ы 
E =f іт-!-% (13-16) 


Una vez conocida la velocidad en función del tiempo, podemos integrarla 
como en el apartado 13.3.2 para obtener la posición en función del tiempo. 

De otra manera, se puede hallar la velocidad en función de la posición inte- 
grando la ecuación 13-13 


do _ йойх _ do 


E na” 0590) 
para obtener 
E a k Ф-х-ху (13-17) 


13.3.6 Conocida а= constante 


En el estudio anterior está incluido el caso de aceleración constante (llamado 
movimiento uniformemente acelerado) ya que si la aceleración es constante 
se puede tratar como función del tiempo, de la posición o de la velocidad, se- 
gún convenga. Sin embargo, el caso particular del movimiento uniformemente 
acelerado (y el caso particular de éste de movimiento uniforme еп el cual а = 
0) aparece tan a menudo en Mecánica que vale la pena tratarlo aparte. 

Si la aceleración es constante, las integraciones del apartado 13.3.3 son in- 
mediatas y dan 


2-2, -ji a dt = a(t- t) (13-18) 


х-% 


Ш 


| [ту+а(т-һ)]ат 
' i (13-19) 
volt — to) + zalt — to)? 


ii 


Análogamente, la integración del apartado 13.3.4 da 


v-v? =2a(x-xp) (13-20) 


Nunca insistiremos bastante en el hecho de que las ecuaciones 13-18, 13-19 
y 13-20 sólo son válidas cuando la aceleración sea constante. Es frecuente el 
error de utilizar estas ecuaciones cuando la aceleración no es constante. 


13.3.7 Análisis gráfico 


En la figura 13-4 pueden verse gráficas de la posición, la velocidad y la acele- 
ración en función del tiempo. En dichas gráficas, la aceleración es la pendiente 
de la gráfica de la velocidad ya que (según ec. 13-10b) 


a) = E 


ES pendiente de la gráfica de la velocidad en t 


Si es positivo el valor de la aceleración. la velocidad será creciente; si fuese ne- 
gativa la aceleración, la velocidad sería decreciente. Cuanto más positiva o más 
negativa sea la aceleración, más deprisa crecerá o decrecerá la velocidad. Ade- 
más, la variación de velocidad entre los instantes ty y h es igual al área (seña- 
lada) bajo la gráfica a-t entre dichos instantes ya que (según ес. 13-12b) 


h área bajo la gráfica a-ł 
= =f ла R 
Análogamente, la velocidad es la pendiente de la gráfica de la posición ya 
que (según ec. 13-104) 


v(t) = ш = pendiente de la gráfica de la posición en / 


Si el valor de la velocidad es positivo, la posición será creciente; si fuese nega- 
tivo, la posición sería decreciente. Además, la variación de posición entre los 
instantes tọ y f; es igual al área (señalada) bajo la gráfica v-t entre dichos instan- 
tes ya que (según ec. 13-11b) 


n з bajo la gráfica v-t 
x,-% =] v(t) йт= 

o entre to y h 
Si el área es positiva, el punto recorre una distancia x; - xy hacia la derecha (en 
el sentido positivo de x). Si el área fuese negativa, el punto recorrería una dis- 
tancia |x, — xy] hacia la izquierda (en el sentido negativo de х). El desplaza- 
miento del punto entre los instantes tọ y t; será la suma de todas estas áreas 
positivas y negativas. El desplazamiento podrá ser positivo o negativo, según 
que prevalezcan las áreas positivas sobre las negativas, o al revés. En cambio, 
la distancia recorrida es la suma de las áreas positivas más el valor absoluto de 
las negativas. Matemáticamente, la distancia recorrida se puede expresar en la 
forma 


distancia recorrida = Ін 10(2)| dí 
Д 


Aun cuando estas relaciones área-pendiente no suelen ser útiles рага calcu- 
lar la posición o la velocidad, pueden utilizarse con las gráficas de la posición, 
velocidad y aceleración con fines de comprobación rápida de los resultados. 


Aceleración, a 
“о 
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Pendiente = ® = уу) 
а 


Área = |} Мт) @ = Mty) - ха) 
Pendiente = Y = 
Pendiente = ©Е = аг) 


Área = |ý аб) dt = МЫ) Мц) 


Tiempo, t 


Figura 13-4 
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y (m) 


Posici 


Tiempo, t(s) 


Figura 13-5 


mL 


EMA EJEMPLO 13.1 


Un punto material se mueve a lo largo del eje y con una aceleración a(t) = 
5 sen ot m/s? siendo @ = 0,7 rad /s. En el instante inicial (t = 0), el punto se halla 
2 m por encima del origen moviéndose hacía abajo con una celeridad de 5 m/s. 


а. 
b. 
с. 
d. 


Determinar la velocidad y la posición del punto en función del tiempo. 
Representar gráficamente la posición, la velocidad y la aceleración. 
Determinar el desplazamiento д del punto entre = 05у t=4s. 
Determinar la distancia total recorrida por el punto entre #=05 y = 45. 


SOLUCIÓN 


b. 


d. 


Como se da la aceleración en función del tiempo, la velocidad y la posición 
se obtendrán sin más que integrar las definiciones. Primeramente, 


dv 
т = 00) = 551007 0) 
que se integra inmediatamente dando 


00) = -5-5 leos (07 9) =11 Resp. 


donde se ha tomado la constante de integración de manera que satisfaga la 
condición inicial v = — 5 m/s cuando t = 0. Integrando ahora 


а 5 
Ф = 00 --5-221сов(071)-1) 
ѕе бепе 


wO = 2-51-07, [EL] Resp. 


En la figura 13-5 se han representado gráficamente la posición, velocidad y 
aceleración del punto. Obsérvese que la aceleración es positiva durante los 
primeros cuatro segundos y por tanto, la pendiente de la gráfica de la velo- 
cidad también será positiva durante dicho tiempo. Análogamente, la velo- 
cidad es negativa durante los primeros 1,8 s y durante este tiempo también 
será negativa la pendiente de la gráfica de la posición. Después del instante 
1= 1,8 51а velocidad es positiva así como también la pendiente de la gráfica 
de la posición. En el instante / 1,8 s la velocidad es nula; v(t) = dy/dt = 0 y 
la posición pasa por su valor mínimo. 

El desplazamiento del punto entre ! = 05 y f=4s no es más que la diferencia 
de posición entre dichos instantes 

3 6? 


бу = у(4)-у(0) # 7459-2 = 518 т Resp. 


La distancia recorrida entre / = 0 s y #= 4з es mayor que el desplazamiento 
ya que el punto se ha movido primero por debajo del origen y después por 


encima de él. El lugar donde el punto invierte el sentido de su movimiento 
se halla determinando cuando dy/dt = 0 (o lo que es igual cuando v(t) = 0) 


v(t) = 


5 
gals 0070) -1]=0 


lo cual da t = 1,809 в. Entonces 


s = |у(1.809)- y(0)| + |у(4) ~ y(1,809)| 
= 5,858 + 11.011 = 16,87 т Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 


Un punto material que pende de un resorte se mueve con una aceleración pro- 

porcional a su posición y de signo contrario. Suponiendo que а(х) =— 4х m/s? y 

que la velocidad del punto es de 2 m/s hacia arriba cuando pasa por el origen 

a, Determinar la velocidad del punto en función de su posición. 

b. - Siel punto se halla en el origen еп el instante /- 1 s, determinar su posición, 
velocidad y aceleración en función del tiempo. 


SOLUCIÓN 


a. Como se da la aceleración en función de la posición, será necesario escribir 
la definición básica de la aceleración echando mano de la regla de la cadena 


_do _ do dx _ du 


дейре у (Жы ri ГАШ Гу 
Entonces se podrá obtener la velocidad integrando esta relación 
fo іс- Ге dx f» dx 
lo cual da 
=-2(-x3) 


Utilizando las condiciones dadas de que v = 0) = 2 m/s cuando x = xp = Оу 
reagrupando términos, se tiene 


v(x) = 241 -x? Resp. 
b. Se puede integrar ahora esta última expresión para obtener la posición en 
función del tiempo. La definición da 


z = vx) =2/1-x? (а) 


que se puede escribir en la forma 
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E 
g 
= 


Veli 


( 


2 3 4 5 
Tiempo, t(s) 


Figura 13-6 
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СІМЕМАТІСА DEL PUNTO 
ѕептіх = 2f+const о x(t) = sen(21-2) Resp. 
donde se ha tomado la constante de integración de manera que haga x = 0 
cuando ł = 1 s. Aplicando esta expresión en la fórmula que se ha dado рага 
la aceleración se tiene 
Ш)--4х--4 sen (2t-2) Resp. 


La ecuación de la velocidad en función del tiempo se puede obtener o bien 
sustituyendo en la ecuación a 


olx) = 2/1 -х? = 241- sen? (24-2) = 2сов(2:-2) 
o bien por derivación directa de la posición 
(0-22 cos (2-2) Resp. 


Estos resultados se han representado gráficamente en la figura 13-6. 


La aceleración a de una bola que cae en el aire satisface la ecuación 


F =- кірА +m 


0 donde g es la aceleración de la gravedad (= 9,81 m/s?), т es la masa de la bola, 
30 К ез su coeficiente de forma, А es el área de la proyección de la bola sobre un 
plano normal al movimiento (А = л??), о su velocidad y p la densidad del aire. 
Sabiendo que т = 0,500 kg, г = 6,25 cm, K= 1,0, р= 1.29 kg/m? y que la bola parte 
del reposo, determinar su velocidad en función de la altura. 

150 SOLUCIÓN 


180 Como la aceleración viene dada en función de la velocidad 
5 10 15 20 25 alo) = 9,81 —0,01583 02 


habrá que escribir la definición básica de la aceleración echando mano de la re- 


6 gla de la cadena 
30 lo _ do dx_do 
O ЖРТ Шах" 
| 
Е 90 Esta relación se puede reordenar e integrar 
>120 
v do y 
15 ri 100 
Р 0 9,81 –0,0158302 Í 
180 i 
y se obtiene 
210 =т= 
y 68,9 12 1 
a (п?) = 505166 11" (9.81 -0,015830?) — In (9,81)] -у-0 


0503166 
Figura 13-7 
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PROBLE 


13-1 а 13-6 бе da, en función del tiempo, la posición de un 13-10 v(t) = 40 cos 8t m/s 


punto que se mueve a lo largo del eje х. En cada problema: x(12) = зт 
a. Calcular Іа velocidad del punto en función del tiempo. 
b. Calcular la aceleración del punto en función del tiempo. 13-11% v(t) = 6t sen З m/s 
с. Evaluarla posición, velocidad y aceleración del punto еп! 55. ЖӘ 10m 
4. Determinar la distancia total recorrida por el punto entre! = 0 
yt=5s. = 12014 
e. Representar gráficamente x(t), v(t) y a(t); O<1<10 s. 13-12 к = В ата 
x(0) = 0m 


13-1" x(t) = 512 -8.+6т 

13-13 а 13-18 бе да, еп función del tiempo, la aceleración de 

un punto que se mueve a lo largo del eje x; se dan la posición y ve- 

133 (0 = зе locidad de dicho punto en cierto instante. En cada problema: 

а. Calcular la posición del punto en función del tiempo. 

b. Calcular la velocidad del punto en función del tiempo. 

13-55 200) = 12 2744 sen 24m с. Evaluar la posición, velocidad y aceleración del punto en = 35. 

d. Determinar la distancta total recorrida por el punto entre f=3's 
yt=8s. 

13-7 a 13-12 Se da, en función del tiempo, la velocidad de е. Representar gráficamente x(t), v(t) y a(t), 0 S t< 10 s, 

un punto que se mueve a lo largo del eje x; se da su posición en 


13-2* x(t) = 15-4tm 


13-4" x(t) = 4 sen tm 


13-6 х() = 6t sen (3t+ 5соѕ 2t т) 


cierto instante. En cada problema: 13-13* a(1) = 5-3t ms? 

а. Calcularla:posición:dél punto еп función del tiempo: 0) =5ш 0) = Отв 
b. Calcular la aceleración del punto en función del tiempo. 13-14* a(i) = – 9,81 m/s? 

с. Evaluar la posición, velocidad y aceleración del punto en +=8s. ы ión ылары 


d. Determinar la distancia total recorrida por el punto entre #= 55 


yt=8s. 13-15 a(t) = 12 e6 m/s? 
е. Representar gráficamente x(t), v(t) у a(t), 0 < t< 10 s. x(8) = 60 m 28) = -5 m/s 


13:75 2000) = 10-16 m/s 13-16* a(t) = 20 sen 2t m/s? 
E x(0) = 10m x(10) = 0m 0(10) = 5 m/s 
13-8* v(i) = 8-20 m/s 13-17 alt) = бі sen 3t m/s? 
| х(20) = 60 m x(0) = 20m v(0) = 10 m/s 
139 v(t) =3e 4 mis 13-18 a(t) = 24 e6 sen 2t m/s? 
х9) = 208 3) =0т  a(3) = От 


13-19* Una bola que pende del extremo de un hilo elástico tie- 
ne una aceleración proporcional a su posición pero de signo 
contrario 


aly) = -3y m/s? 


Determinar la velocidad de la bola cuando y = 1 m si se suelta 
partiendo del reposo en y =- 2 m. 


| 
dl 


Figura P13-19 
13-20 Un carrito unido a un resorte se mueve con una acele- 
ración proporcional a su posición pero de signo contrario 
a(x) = -2х m/s? 


Determinar la velocidad del carrito cuando х = 3 m si su velo- 
cidad era v = 5 m/s cuando x = 0 m. 


Figura P13-20 


13-21 La bola del problema 13-19 pasa por el punto y = 1 m 
con velocidad positiva cuando / =5 в, Determinar la posición, 
velocidad y aceleración de la bola en función del tiempo. 


13-22% El carrito del problema 13-20 pasa por el punto x=3 m 
con velocidad positiva cuando # = 3 в. Determinar la posición, 
velocidad y aceleración del carrito en función del tiempo. 


13-23 Una bola está suspendida entre dos cintas elásticas que 
están ambas estiradas hasta cerca de su límite de elasticidad. 
La aceleración, en este caso, no es lineal sino que está dada por 


а(х) = -3х-5х2 m/s? 
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Determinar la velocidad máxima de la bola si tiene una veloci- 
dad v=-4m/s cuando x=1m. 


13-24* Un carrito está sujeto entre dos resortes cuyas espiras 
están muy apretadas. En este caso, la aceleración viene dada 
por 

а(х) --х-3х2 m/s? 


Determinar la posición máxima del carrito si tiene una veloci- 
dad v=2 m/s cuando x =-1 m. 


13-25* La aceleración de una astronave lanzada verticalmente 
viene dada (una vez parados los motores) por 


R? 
= 80 +92 


donde gy es la aceleración de la gravedad en la superficie te- 
rrestre (9,81 m/s?), R es el radio de la Tierra (6370 km) y h es la 
altura de la astronave sobre la superficie terrestre. Determinar 
la altura máxima que alcanzará aquélla si se paran los motores 
a una altura й = 32 km y su velocidad a esa altura es de 19 300 
km/h. 


13-26  Laaceleración de una astronave lanzada verticalmente 
viene dada (una vez parados los motores) por 

Кел = 

OCR +h)? 

donde gy es la aceleración de la gravedad en la superficie te- 
ттезіге (9,81 m/s?), R es el radio de la Tierra (6370 km) y h es la 
altura de la astronave sobre la superficie terrestre. Determinar 
la velocidad de escape (velocidad necesaria cuando se apa- 
guen los cohetes, a = 30 km, para que la altura máxima a que 
Tlegue tienda a infinito). 


13-27* Una bola que cae en el aire tiene una aceleración 
а(р) = 9,81 — 0,0030? m/s? 


donde la velocidad se expresa en metros por segundo y el sen- 
tido positivo es hacia abajo. Determinar la velocidad de la bola 
en función de la altura si lleva una velocidad hacia abajo de 
3 m/s cuando y = 0. Determinar también la velocidad de régi- 
men de la bola. 


Figura P13-27 


13-28 Una bola lanzada hacia arriba verticalmente en el aire 
tiene una aceleración 


ао) = 9,81 — 0,0030? m/s? 


donde la velocidad se expresa en metros por segundo y el sen- 
tido positivo es hacia arriba, Determinar la velocidad de la bola 
en función de la altura si se ha lanzado hacia arriba con una ve- 
locidad inicial de 30 m/s. Determinar también la máxima altu- 
ra que alcanza la bola. 


13-29 El aire frena a los objetos que se mueven a través suyo 
con una fuerza que aumenta como el cuadrado de la velocidad. 
A causa de ello, la aceleración de un ciclista que baja por una 
pendiente resulta ser 


а(о) = 0,122-0,00074? m/s? 


donde la velocidad se expresa en metros por segundo. Deter- 
minar la velocidad del ciclista en función de la distancia si la 
velocidad es nula cuando x = 0. Determinar también la máxima 
velocidad que alcanza el ciclista, 


Figura P13-29 


13-30* Un disco de hockey sobre hielo se desliza sobre una pe- 
lícula de agua horizontal animado de una aceleración directa- 
mente proporcional a su celeridad 


ао) = - 0,500 m/s? v>0 


donde la velocidad se expresa en metros por segundo. Si el dis- 
co lleva una velocidad de 15 m/s cuando x = 0, determinar su 
velocidad en función de la distancia y calcular su velocidad 
cuando x = 20 т. 


Figura P13-30 


13-31 Para el ciclista del problema 13-29, determinar la velo- 
cidad en función del tiempo y calcular cuánto tardará en alcan- 
zar una velocidad de 30 km/h. 

13-32* Para el disco de hockey del problema 13-30, determi- 
nar su velocidad y posición en función del tiempo. Calcular 
también lo que tarda en reducir su velocidad hasta 0,1 m/s y 
determinar su posición en este instante. (Tómese t = 0 cuando 
х-0). 

13-33" El carril de acceso a una autopista tiene una longitud 
de 360 m. Un automóvil inicia el acceso partiendo del reposo, 
Determinar la aceleración mínima que ha de llevar el auto para 
introducirse suavemente en el tráfico que circula a 90 km/h 
por la autopista. 


Figura P13-33 


13-34 Un automóvil que va a 100 km/h sale de la autopista 
para entrar en una área de servicio. Determinar la mínima des- 
aceleración que debe tener para disminuir su celeridad a 15 
km/h al final de la rampa de salida que sólo tiene una longitud 
de 300 m. 

13-35* Un automóvil tiene una aceleración constante máxima 
de 3 m/s? y una desaceleración constante máxima de 4,5 m/s?, 
Determinar el mínimo tiempo que empleará en recorrer 1 km 
suponiendo que parte del reposo y termina también parado y 
que nunca supera el límite de celeridad (90 km/h). 
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13-36 Un pequeño automóvil eléctrico tiene una aceleración 
constante máxima de 1 m/s?, una desaceleración constante 
máxima de 2 m/s? y una celeridad máxima de 80 km /h. Deter- 
minar el tiempo que tardará en recorrer un kilómetro partien- 
do del reposo y terminando también parado. 


Figura P13-36 


13-37  Despreciando la resistencia del aire, una bola lanzada 
verticalmente hacia arriba tiene una aceleración hacia abajo de 
9.81 m/s?. Determinar la máxima velocidad inicial para la cual 
la altura que alcance la bola no supere los 18 m. 

13-38* Despreciando la resistencia del aire, un saco de arena 
que se suelte desde un globo de aire caliente tiene una acelera- 
ción hacia abajo de 9,81 m/s?. Determinar la máxima altura 
desde la que se puede soltar el saco de manera que su veloci- 
dad inmediatamente antes de llegar al suelo no supere los 35 
km/h. 


Figura P13-38 


13-39 y 13-40 Dadas las gráficas de la posición en función 
del tiempo, construir las gráficas correspondientes de la velo- 
cidad en función del tiempo y de la aceleración en función del 
tiempo. 


13-39 2000 
1000 
E o - 
ж 
-1000 
2290) 1 1 1 1 
0 10 20 30 40 50 60 
t(s) 
Figura P13-39 
13-40 2000 
z 
8 
5 
1000 E 
3 
уҡ о 
Е 0 
= 
-1000 f 
-2000 
A AS —. 
0 10 20 30 40 50 60 
t(s) 
Figura P13-40 


13-41 a 13-44 Dadastlas gráficas de la velocidad en función 
del tiempo y las posiciones iniciales, construir las correspon- 
dientes gráficas de la posición en función del tiempo y de la 
aceleración en función del tiempo. 


13-41 х(0)-0т 


13-42 x(0)=0m 


20 30 40 50 60 


0 10 
t(s) 
Figura P13-42 
1343 x(0)=0m 
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50 
Е о 
> 
-50 
-100 
о 10 20 зо 40 50 60 
tis) 
Figura P13-43 


13-44* x(0)=0m 


100 


50 


v (m/s) 
с 


ә 


10 20 30 40 50 60 
tis) 


Figura P13-44 


13-45 a 13-48 Dadas las gráficas de la aceleración en fun- 
ción del tiempo, las posiciones iniciales y las velocidades ini- 
ciales, construir las correspondientes gráficas de la posición en 
función del tiempo у de la velocidad en función del tiem; 


13-45* x(0)= 0 m; v(0)=0 m/s 


‚ E ЕШ п 
0 10 20 30 40 50 60 
ts) 


Figura Р13-45 


13-46 x(0)=0m;v(0)=0m/s 


db 


0710 20 30 40 50 60 
(9 


Figura Р13-46 
13-47 х(0)-0 т; о(0)-25 m/s 


A A р? 
0 10 20 30 40 50 60 
tis) 


Figura P13-47 
13-48 x(0)=0m;v(20) = 20 m/s 


бишен — 
0 10 20 30 40 50 60 
t(s) 


Figura P13-48 
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13.4 MOVIMIENTO RELATIVO A LO LARGO DE UNA RECTA 


Cuando dos o más puntos se mueven con movimiento rectilíneo, para descri- 
bir su movimiento podemos escribir ecuaciones separadas. Los puntos pueden 
moverse a lo largo de la misma recta o a lo largo de rectas diferentes. Si los n 
puntos están descritos por sus distintas n coordenadas pero sólo m de éstas 
pueden variarse independientemente, diremos que el sistema tiene m grados 
de libertad (GDL). Si m = n, cada punto podrá moverse independientemente 
de los demás y se dirá que están en movimiento relativo independiente. Si 
m < n, el movimiento de uno o varios puntos estará determinado por el movi- 
miento de los demás y se dice que están en movimiento relativo dependiente. 

Sea dependiente o independiente el movimiento relativo de los puntos, el 
movimiento de uno cualquiera puede escribirse relativo al movimiento de otro 
u otros. En ingeniería se presenta a menudo la necesidad de una descripción 
relativa del movimiento. Por ejemplo, en las aplicaciones a estructuras, la po- 
sición relativa de dos puntos y no su posición absoluta, es la que describe cuán 
severamente se deforma una estructura y si es o no probable que se rompa o 
colapse. En los choques de vehículos es la velocidad relativa y no la absoluta la 
que determina la gravedad del choque. Cuando la policía utiliza el radar para 
medir la celeridad de un automóvil, es la celeridad de éste relativa al auto de 
la policía y no la celeridad absoluta, la que se mide. En cada caso, la posición o 
celeridad observadas deberán convertirse a los valores deseados —relativos o 
absolutos. 

La primera parte de este apartado describe el movimiento relativo en gene- 
ral y el movimiento relativo independiente en particular. En la segunda parte, 
los principios del movimiento relativo se aplican al caso del movimiento rela- 
tivo dependiente. 


13.4.1 Movimiento relativo independiente 


Sean A y B dos puntos que se mueven a lo largo de una misma recta, según se 
indica en la figura 13-8. Las posiciones x4 y Хҙ se miden relativas al origen fijo 
O y se denominan posiciones absolutas de los puntos. La posición del punto 
В medida desde el punto móvil A la representaremos por хал y se denomina 
posición relativa de B medida respecto de A o, simplemente, posición de B re- 
lativa a A. Estas posiciones guardan la relación 


Жы е XA FIBA (13-21) 


(у. fig. 13-8). Derivando la ecuación 13-21 respecto al tiempo, se tiene 


Ug = 94%9ҙ/ (13-22) 


Ag = ад+ард (13-23) 


Es decir, la velocidad del punto B medida con relación al punto A es la diferen- 
cia de las velocidades absolutas (velocidades medidas respecto a un sistema de 
coordenadas fijo) de los puntos A y B. Análogamente, la aceleración del punto 
B medida con relación al punto A es la diferencia entre las aceleraciones abso- 
lutas de los puntos А y В. 


13.4.2 Movimiento relativo dependiente 


En muchos casos prácticos, dos puntos no pueden moverse independiente- 
mente, sino que el movimiento de uno depende, en cierto modo, del movi- 
miento del otro. Una dependencia o ligadura corriente consiste en que los 
puntos estén unidos por una cuerda de longitud fija (fig. 13-9). En tal caso, la 
ecuación 13-21 se sustituye por otra ecuación que represente a la ligadura. 

Aun cuando ambos puntos estén animados de movimiento rectilíneo, no 
tienen por qué moverse a lo largo de una misma recta. Ambos puntos deberán 
medirse respecto a un origen fijo, si bien conviene, a menudo, utilizar un ori- 
gen diferente para cada punto. Sin embargo, incluso en el caso en que se mue- 
van a lo largo de una misma recta y se midan respecto al mismo origen fijo, a 
menudo conviene establecer, por separado, el sentido positivo correspondien- 
te a cada punto. 

En estos casos se escribirá una ecuación de ligadura con las coordenadas de 
los puntos y para obtener la relación entre las velocidades y aceleraciones ab- 
solutas habrá que derivar dicha ecuación de ligadura. Hay que tener mucho 
cuidado en la interpretación de los sentidos positivos de velocidades y acele- 
raciones de acuerdo con los sentidos positivos que se hayan asignado a las co- 
ordenadas. 


PROBL 


MA EJEMPLO 3.4 


Dos coches de carreras parten del reposo desde la misma posición. La acelera- 
ción del coche A es 


Ay = 156110 m/s? 
mientras que la del coche B es 
ж 1071/20 m/s? 


Determinar la distancia a la cual el coche B rebasa al A y su velocidad relativa en 
ese punto. 


SOLUCIÓN 
Integrando las aceleraciones dadas se tienen las velocidades de los coches 
va = 150(1-ег/10) (a) 
т -200(1-е/%) С) 
Volviendo a integrar se tienen las posiciones 


хд = 1500+10 (e10 19] to 
200 [1 + 20 (e-1/20.— 1)] Ф 


к 
= 
п 


Va dy 
Pia 
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ХА Xg- 


Figura 13-9 


ув ag 
2 


30 El tiempo en el cual el coche B rebasa al A se obtiene igualando las ecuacio- 
CINEMATICA DEL PUNTO nes cy d 


150 [++ 10 (e-/10-1)] = 200[1+20(e=20-1)] 
osea 
501+ 400067*/20 — 15000110 - 2500 = 0 


Resolviendo esta ecuación (utilizando el método de Newton-Raphson; v. apén- 
dice С) se tiene t = 39,45 5. 

Aplicando este tiempo en las ecuaciones de las posiciones (ecs. c y d) se tiene 
Ta posición en la cual el coche В alcanza al А: 


A = хр = 447 m=4450 m Resp. 


Las velocidades de los coches cuando B alcanza a A se hallan aplicando el va- 
lor del tiempo еп las ecuaciones de las velocidades (ecs. a y b) lo cual da 
va = 147,1 ms ор = 172,2 m/s 


La velocidad relativa será pues 


Ugs = Vp- v4 = 25,1 ms Resp. 
Va aa ув ag Si el cuerpo A de la figura 13-9 se mueve hacia la izquierda con una celeridad de 


6 m/s, determinar la celeridad del cuerpo B. Además, si la celeridad del cuerpo 
A disminuye a razón de 1 m/s?, determinar la aceleración del cuerpo B. 


SOLUCIÓN 


Las posiciones de los cuerpos están relacionadas por la longitud de la cuerda, 
que es constante 


AG 


сә жейді s =4xy+2xp+C © 
donde С es una constante correspondiente a la longitud de cuerda que está еп 
contacto con las gargantas de las poleas (que es constante) y las separaciones en- 
tre los centros delas poleas y los cuerpos (que también son constantes). Derivan- 
do la ecuación e respecto al tiempo, se tiene 
0 = 40,+20) 
osea 
Ug = -204 
donde vy será positiva dirigida hacia la derecha (el mismo sentido en que se һа 
medido ха) y v4 será positiva dirigida hacia la izquierda (el mismo sentido en 
que se ha medido x4). Por tanto, 
ор =-12m/s= 12 m/s Resp. 
Derivando la ecuación e una vez más se tiene 


ар = 22, = -2(-1) = 2 ms? > Resp. 
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13.4 MOVIMIENTO RELATIVO A LO 
LARGO DE UNA RECTA 


PRC 


EN 


EJEMPLO 13.6 


Si el cuerpo A de la figura 13-10 se mueve hacia la izquierda con una celeridad 
de 4 m/s, determinar el movimiento del cuerpo В. 


SOLUCIÓN 


Midiendo las posiciones de los cuerpos a partir del centro de la polea superior, 
según se indica, la longitud de la cuerda es 


5=x¿+2xg+0 (0) 


Derivando respecto al tiempo la ecuación fse tiene 


0-г,%20, 
osea Figura 13-10 


Vg 


Por tanto 
Uy = 2 m/s = 2m/s 1 Resp. 
B р 


(Obsérvese que los cuerpos no tienen por qué moverse a lo largo de una misma 
recta en tanto que se muevan con movimiento rectilíneo a lo largo de rectas y la li- 
gadura pueda expresarse en función de sus posiciones a lo largo de dichas rectas.) 


PROBLE 


11-49% El tren A se mueve hacia el este a 126 km/h mientras 
que el tren B lo hace hacia el oeste a 96 km/h. Determinar: 


а. La velocidad del tren A relativa al tren В. 
b. La velocidad del tren В relativa al tren A. 


= > 126 kh 


Figura P13-49 


Figura P13-50 


11-51 El agua de un río recto se mueve a 8 km/h. Una canoa 
A navega aguas abajo con una velocidad relativa a la corriente 
de50 km/h, mientras que una canoa B navega aguas arriba con 
una velocidad relativa а la corriente de 50 Кт /ћ. Determinar: 


13-50" La embarcación A navega aguas abajo por un río a 20 
m/s, mientras que la embarcación B lo hace aguas arriba a 15 


m/s. Determinar: i 
‚ а. La velocidad de la canoa A relativa a un observador en re- 


з. La velocidad de A relativa а В. poso en la orilla. 
b. La velocidad de В relativa a A, b. La velocidad de la canoa В relativa a la canoa А. 


13-52* Un viento sopla de oeste a este a 50 m/s. Un avión A 
vuela de oeste a este a una velocidad en el aire indicada (rela- 
tiva al viento) de 150 m/s. Un avión B vuela de este a oeste a 
una velocidad en el aire indicada de 150 m/s, Determinar: 

a. La velocidad real (relativa al suelo) del avión B. 

b. La velocidad del avión B relativa al avión A. 


13-53 Las canoas del problema 13-51 navegan entre dos po- 
blaciones separadas 50 km. Determinar cuánto tardará: 

a. La canoa A en completar el viaje. 

b. La canoa В en completar el viaje. 

13-54 Los aviones del problema 13-52 vuelan entre dos ciu- 
dades separadas 800 km. Determinar cuánto tardará: 

а. Elavión A еп completar el viaje. 

b. El avión В en completar el viaje. 

13-55" Las canoas del problema 13-53 parten ambas de sus 
respectivas poblaciones a las 12:00 del mediodía. Determinar 
cuándo y dónde se cruzarán. 

13-56 Los aviones del problema 13-54 parten ambos de sus 
respectivos aeropuertos a las 8:00 de la mañana. Determinar 
cuándo y dónde se cruzarán. 

13-57* Una barcaza rompe sus amarras y flota aguas abajo por 
un río cuya corriente es de 3 m/s. Un remolcador la persigue 
con una celeridad de 4,5 m/s relativa a la corriente. Si el remol- 
cador parte a una distancia de 450 m detrás de la barcaza, de- 
terminar el tiempo que tardará en alcanzarla y la distancia total 
que en ese tiempo habrá recorrido el remolcador. 

13-58* Dos esferas caen en agua en reposo con celeridades 
constantes inversamente proporcionales a sus diámetros res- 
pectivos. La esfera А cae а 5 m/s. La esfera В tiene la mitad de 
tamaño que А y cae a 10 m/s. Si, en un instante, la esfera A va 
20 m delante de la esfera B, determinar el tiempo que tardará 
la esfera B en alcanzar a la esfera A y la distancia total que ha- 
brá recorrido B en ese tiempo. 

13-59 Dos automóviles viajan entre ciudades separadas 80 
km. Ambos parten al mismo tiempo, pero el primero va a 80 
km/h mientras que el otro va a 48 km/h. Si el primero se de- 
tiene 5 minutos en la segunda ciudad y luego regresa (también 
a 80 km/h). determinar dónde se cruzarán ambos. 

13-60* Dos ciclistas parten a las 13:00 de dos poblaciones se- 
paradas 20 km yendo cada uno al encuentro del otro. El primer 
ciclista se mueve a favor del viento y mantiene una celeridad 
de 7 m/s. El otro pedalea contra el viento a una celeridad de 5 
m/s y se detiene a descansar 5 minutos cada 4 km. ¿Dónde y 
cuándo se encontrarán? 

13-61 Dos automóviles están separados 18 m moviéndose a 
80 km/h en la misma dirección y sentido cuando, de pronto, el 
que va delante comienza a frenar a razón de 3,6 m/s”. Un se- 
gundo después, el conductor del otro auto empieza a frenar a 
razón de 4,5 m/s? Determinar qué separación habrá entre am- 
bos cuando estén ambos parados. 
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13-62 Dos automóviles van en la misma dirección y sentido 
а 80 km/h cuando el auto А (el que va delante) empieza a fre- 
nar a razón de 4 m/s?. Si el tiempo de reacción del conductor 
del auto B es de 1 s y éste frena también a 4 m/s?, determinar 
su distancia de seguridad (distancia entre ambos coches tal que 
el В se detenga antes de chocar con A). 
13-63* Una moto está detenida en el arcén de una carretera 
cuando pasa un automóvil a 80 km/h. Veinte segundos más 
tarde, parte la moto en persecución del auto. Supóngase que la 
moto acelera a razón de 2,4 m/s? hasta alcanzar los 96 km/h y 
luego sigue con celeridad constante. Hallar cuánto tiempo tar- 
dará la moto en alcanzar al auto y la distancia total que habrá 
recorrido la moto en ese tiempo. 
13-64 Dos aviones de combate vuelan en la misma dirección 
y sentido a 1100 km/h y están separados 3 km cuando el avión 
perseguidor dispara un misil contra el avión perseguido. De- 
terminar: 
a. La aceleración constante que debe tener el misil para alcan- 
zar а! otro avión en 55. 
b. La velocidad relativa del misil respecto al avión alcanzado 
en el instante del impacto. 
13-65* Un vagón de ferrocarril se ha desprendido en un apar- 
tadero y rueda con una celeridad constante de 13 km/h. Se 
manda a recogerlo una máquina que tiene una aceleración 
máxima de 0,9 m/s?, una desaceleración máxima de 1,5 m/s? 
y una celeridad máxima de 72 km /h. Determinar el mínimo re- 
corrido necesario para alcanzar al vagón desprendido. (Supón- 
gase que la máquina parte del reposo cuando el vagón está en 
la misma vía a 150 m y que la velocidad relativa al producirse 
el alcance ha de ser inferior a 4,8 km/h.) 


150 т; 


13-66* En la figura P13-66, el bloque A se mueve hacia la iz- 
quierda con una celeridad de 1 m/s, disminuyendo a razón de 
0,5 m/s? y el bloque С está fijo. Determinar la velocidad y la 
aceleración del bloque B, la velocidad de В relativa a A y la ace- 
leración de B relativa a A. 


Figura P13-68 


13-69 En la figura Р13-69, el bloque В se mueve hacia la dere- 

Figura P13-66 cha con una celeridad de 3 m/s, la cual disminuye a razón de 
0.3 m/s? y el bloque С está fijo. Determinar la velocidad y la 
aceleración del bloque A, la velocidad de A relativa a B y la ace- 
leración de A relativa a B. 


13-67 Еп la figura P13-67, el ascensor Е baja con una celeri- 
dad de 1 m/s, aumentando a razón de 0,1 m/s?, Determinar la 
velocidad y aceleración del contrapeso C, la velocidad de C re- 
lativa a E y la aceleración de C relativa a E. 


3 
! Figura P13-69 
y 13-70 En la figura P13-70, el bloque В se mueve hacia la dere- 
| cha con una celeridad de 2 m/s, la cual aumenta a razón de 0,3 
| m/s? у el bloque C está fijo, Determinar la velocidad y la acele- 
ración del bloque A, la velocidad de B relativa a A y la acelera- 
| ción de В relativa а А. 
| Figura P13-67 
| 
13-68* En la figura P13-68, el ascensor E sube con una celeri- 
dad de 2 m/s, la cual disminuye a razón de 0,2 m/s?. Determi- 
| nar la velocidad y la aceleración del contrapeso C, la velocidad 
| Че С relativa a E y la aceleración de С relativa a E. Figura P13-70 
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13-71* En la figura P13-71, el torno T está devanando cable a 
la razón constante de 1,5 m/s. Si el bloque sobre el que está 
montado el torno está fijo, determinar la velocidad del bloque 
A. 


Figura P13-73 


Figura P13-71 
13-74* En la figura P13-74, el bloque A se mueve hacla la dere- 
cha con una celeridad de 5 m/s, la cual disminuye a razón de 0.2 
13-72 En la figura P13-72, el torno 7 está devanando cablea m/s”. Determinar la velocidad y la aceleración del bloque B. 
la razón constante de 2 m/s. Determinar la velocidad del con- 
trapeso C relativa al ascensor. 


Figura P13-74 


13-75 Еп la figura P13-75, el bloque В desciende con una ce- 
leridad de 1,5 m/s, la cual disminuye a razón de 6 cm/s?. De- 
terminar la velocidad y la aceleración del bloque A. 


Figura P13-72 


13-73* En la figura P13-73, el bloque A se mueve hacia la iz- 
quierda con una celeridad de 1 m/s, la cual aumenta a razón 
de 0,2 m/s?. Determinar la velocidad y la aceleración del blo- 


que B. Figura P13-75 


13-76% Repítase el problema 13-66 para el caso en que el blo- 13-78 Repítase el problema 13-70 para el caso еп que el blo- 


que C se mueva hacia la derecha con una celeridad de 2 m/s, que С se mueva hacia la izquierda con una celeridad de 1 m/s, 

disminuyendo a razón de 0,2 m/s”. Determinar también la ve- la cual aumenta a razón de 0,5 m / 57. Determinar también la ve- 

locidad de B relativa a C y la aceleración de B relativa a C. locidad de B relativa a C y la aceleración de B relativa a C. 
Figura P13-66 Figura P13-70 


13-77 Керйаве el problema 13-69 para el caso en que el blo- 13-79" Repítase el problema 13-71 para el caso en que el bloque 


que С se mueva hacia la derecha con una celeridad de 0,6 m/s, С se mueva hacla la izquierda con una celeridad de 0,3 m/s, la 
aumentando a razón de 15 cm/s?. Determinar también la velo- cual aumente a razón de 15 cm/s?, Determinar también la ve- 
cidad de A relativa а С y la aceleración de A relativa a С. locidad de A relativa a C y la aceleración de A relativa a C. 
Ға E 
Figura P13-69 Figura P13-71 


13.5 MOVIMIENTO CURVILÍNEO PLANO 


Cuando el movimiento tiene lugar en un solo plano, se necesitarán dos coor- 
denadas para describir el movimiento. La elección de las coordenadas a utili- 
zar en un problema particular dependerá de la geometría de éste, de la forma 
en que se den los datos del problema y del tipo de solución que se desee. Tres 
de los sistemas de coordenadas utilizados corrientemente para representar el 
movimiento son las coordenadas cartesianas rectangulares, las coordenadas y 
polares y las coordenadas normal/tangencial. En los próximos tres apartados 


procederemos a su estudio. == P 
> 
13.5.1 Coordenadas rectangulares 0 y(n 
i | 
Еп un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares (en un plano), la ро- IT х 
sición de un punto se describe dando su distancia а dos rectas ortogonales fijas Figura 13:11 


(fig. 13-11). A estas dos rectas se les da el nombre de ejes x e y y las coordenadas 
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Figura 13-12 


Figura 13-13 


se denominan componentes x e y de la posición. Los vectores unitarios asocia- 
dos а los ejes x e y se representan por i y |, respectivamente, Aun cuando las 
direcciones de los ejes de coordenadas (і y |) no tienen por qué ser horizontal 
y vertical, una vez elegidos deben mantenerse fijos. 

La posición de un punto P respecto al origen O del sistema fijo de coorde- 
nadas viene dada por (fig. 13-11) 


гро) = x(t)i + y(t)j (13-24) 
donde x(t) es la componente x (dependiente del tiempo) de la posición e y(t) es 
la componente y (dependiente del tiempo) de la posición. El desplazamiento 
del punto entre los instantes ?, y t > ty es (fig. 13-12) 


бт = гр,о(02) – трио) 
[x(t,)-x(t,)) i+ Lytt) -yt 13 


Como las direcciones y sentidos, así como el módulo de los vectores unita- 
rios i y j son constantes, sus derivadas serán nulas. Por tanto, la velocidad y la 
aceleración del punto serán 


velt) = v (t)i + Dt); 


= 000 = Жж) vem 
у 
ap(t) = a,(t)i + a(t)j 
БАТСА ТЕЛО) (13-26) 
= Җ(!)= Жі» ИӘ 
respectivamente. 


El sistema de coordenadas cartesianas rectangulares suele ser el más conve- 
niente cuando se dan las componentes x e y del movimiento por separado, 
cuando no dependa una de otra o ambas cosas a la vez. Como ejemplos, pode- 
mos citar los movimientos representados gráficamente sobre mapas cuadricu- 
lados (donde x puede ser la longitud e y la latitud del punto) y el movimiento 
a lo largo de una trayectoria (donde x puede ser la distancia medida a lo largo 
del suelo e y puede ser la altura sobre el suelo). 


13.5.2 Coordenadas polares (coordenadas radial y transversa) 


En un sistema de coordenadas polares, la posición de un punto se describe 
dando su distancia a un punto fijo y su desplazamiento angular relativo a una 
recta fija (fig. 13-13). Los sentidos de las direcciones coordenadas (e, y ey) se to- 
тап radialmente еп el sentido de alejamiento del punto fijo y perpendicular- 
mente a la recta radial еп el sentido de los ángulos Ө crecientes. 

En coordenadas polares, la posición del punto P respecto al origen O viene 
dada por (fig. 13-13) 


тр/о(Ә- Ме, (13-27) 


donde r(t) es la componente r (dependiente del tiempo) de la posición. El cómo 
depende de 6(4) el vector de posición está oculto en el vector unitario е„ el cual 
depende de 0 (que, a su vez, puede depender del tiempo). 

Como las direcciones de los vectores unitarios e, y еҙпо son necesariamente 
fijas, habrá que considerar sus variaciones al derivar el vector de posición (ec. 
13-27). La derivada de e, respecto al tiempo se calcula utilizando la regla de la 
cadena 


; _ е, йе, do 
= дош нара 
donde 
d 0+40)-e0 
D a т ыш. (13-28b) 


10 7 sono 40 


Pero en el límite cuando АӨ > 0 , la distancia [e,(0+ A8)- e,(0)| tiende ala lon- 
gitud del arco a lo largo de una circunferencia de radio unidad As = 1 Абу el 
ángulo æ tiende a 90° (fig. 13-14). Por tanto, el vector е,(0-- А6)- е,(6) tiene por 
módulo Абу está dirigido en la dirección y sentido de epy 


бе, _. 
2=0e, (13-280) 


donde 6 = 10/4. 
Análogamente, la derivada de ер respecto al tiempo se puede calcular así: 


ess 2 ©° (13-294) 


donde 


E pt м» 
Pero en el límite cuando ЛӨ — 0, la distancia [e (0 + A6)—e(0)] también tien- 
de a la longitud del arco a lo largo de una circunferencia de radio unidad 
Ав-1 A0 y el ángulo о tiende de nuevo a 90% (fig. 13-14). Por tanto, el vector 
ed0 + А6)- e (0) tiene por módulo Абу está dirigido en la dirección de e, y 
en sentido opuesto y es 


бе, (13-29с) 


Otra manera de calcular las derivadas de e, y ey respecto а 6, que el estu- 
diante puede encontrar más fácil de comprender y recordar, consiste en escri- 
bir e, y eg en función de sus componentes cartesianas rectangulares у luego 
derivar. Con referencia a la figura 13-15, 


e, = cos біззеп 8 j (13-304) 


e, = -sen 0 i+ cos O j (13-30b) 
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Figura 13-14 


Figura 13-15 
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esa) 


Figura 13-16 


е{5 + бз) 


&г///65 


С 


Figura 13-17 


Las derivadas son entonces 
(13-300) 
(13-304) 


4е,/40 = - sen бізсов Ө] = 
4е,/40 = - cos 0i-sen Ө] = 


que es lo mismo que antes. 
Podemos ahora cálcular la velocidad del punto 


ур() = v,e, + voeg = polt) 
= ře,+rė, = ře,+rĝeg (13-31) 
Por último, calcularemos la aceleración 
aplt) = a,e, + ageg = vplt) 
= fe, +7é,+(+0+10)e,+r0e, 


ře, (бе) + (10 +r0)e¿—r0 (0e,) 


(¡10% e,+ (rË +270) e, (13-32) 


Ш 


En el caso particular de un punto animado de movimiento circular, ғ = cons- 
tante, las ecuaciones 13-31 y 13-32 se reducen a 


vlt) = үде, (13-33) 
ай) = —10%e,+r0e, (13-34) 


El sistema de coordenadas polares suele ser el más conveniente cuando la 
posición del punto se mide respecto a un punto fijo (como en el caso del segui- 
miento de un avión por radar) o cuando el punto esté fijo en un brazo giratorio 
о moviéndose a lo largo de él. 


13.5.3 Coordenadas normal y tangencial 


En algunos problemas, el movimiento se especifica dando el camino que sigue 
el punto móvil y la celeridad de éste en cada punto de dicho camino. En cada 
punto del camino se toman coordenadas con vectores unitarios e, tangente al 
camino y dirigido en el sentido del movimiento y е, normal al camino y diri- 
gido hacia el centro de curvatura (fig. 13-16). 

La velocidad del punto tiene la dirección y sentido de e, y por módulo la 
longitud de camino por unidad de tiempo. Para ver esto, dibujemos la posición 
del punto en dos instantes (fig. 13-17). Si бі es pequeño, el módulo del despla- 
zamiento será prácticamente igual a la longitud ds recorrida a lo largo de la 
curva y la dirección del desplazamiento tiende a la del vector unitario tangente 
e; La velocidad será entonces 


= tim © _ lim $0 
ЖЮ = Ка an 
= se, =ve, (13-35) 


donde о = $ es el módulo de la velocidad y la dirección del vector unitario 39 


tangente e, varía con la posición (la cual varía con el tiempo). 13,5 MOVIMIENTO CURVILÍNEO 
Como la dirección del vector unitario e, no es constante, habrá que conside- PLANO 

rar su variación al derivar la velocidad para hallar la aceleración. Utilizando la 

regla de la cadena, la derivada de e, respecto al tiempo será 


de, йе, ds 

т ^ш (13-36а) 
Calculemos la derivada respecto а s del vector unitario tangente е. Sea s la po- 
sición del punto en el instante Ру sea s + As su posición en el instante £ + А! (fig. 
13-18). Tracemos una circunferencia centrada en la intersección de е,(5) con 
e, (5 + As) y que pase рог los puntos s y s + As. En la figura 13-19 puede verse la 
relación entre los vectores unitarios tangente y normal en s y en s + As, Entonces 


di Аѕ) –е/( 
ж ар ылыш (13-365) 
ds А-0 As 


Pero en el límite, cuando As > 0, la distancia |в(6 + As) — e/(s)] tiende a la lon- 
gitud del arco a lo largo de la circunferencia de radio unidad 1 Ag y el ángulo 
atiende a 90°. Por tanto, el vector e;(s + As) — ey(s) tiene por módulo Аф y está 
dirigido еп la dirección y sentido de e,, siendo 


й%, д) 
сан m 24/9) (13-36с) 


Pero, según la figura 13-18, As =рАф por lo que finalmente 


Абы E > 
é =$ lim, рас) р е„(5) (13-360 
donde 
$= lim & tim 2% - pj (13-36) 


Car>0 At ло А? 


Así pues, la aceleración de un punto, en función de sus coordenadas normal y 
tangencial, viene dada por 


alt) = ae, +a,e, = V(t) = de, +se, 


Б. 487 
mE Р е, (13-37) 


Еп el caso particular de un punto en movimiento circular, р =r = constante, 
e, = –е, (уа que e, está dirigido еп el sentido de alejamiento del centro de la 
circunferencia y e, lo está hacia el centro de curvatura) y е; = ep Entonces 


v(t) = ve, = "де, (13-38) 
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2 М д)? 
бек (сере r0e,- 09) 


q 


a(t) 


=-rġ’e,+rÖeg (13-39) 


Pero las ecuaciones 13-38 y 13-39 son las mismas que las 13-33 y 13-34, deduci- 
das para la velocidad y la aceleración en coordenadas polares para el caso en 
que r fuese constante. 

Las coordenadas normal y tangencial son las más convenientes cuando el 
punto se mueve sobre una superficie de forma conocida. En tal caso, se precisa 
conocer la aceleración normal para determinar la fuerza de contacto entre el 
punto y la superficie. Cuando la fuerza de contacto se hace negativa, como en 
el diseño de las montañas rusas, habrá que utilizar vías especiales que obliguen 
al vehículo a seguir la curva. Además, la fuerza normal de contacto debe a me- 
nudo conocerse para calcular la fuerza tangencial (rozamiento) y con ello de- 
terminar la aceleración tangencial y la velocidad. 


13.5.4 Resumen de ecuaciones 


Resumimos a continuación las principales ecuaciones del movimiento curvilí- 
neo plano: 


PROBLEMA EJEMPLO 


Si se desprecia la resistencia del aire, una bala disparada en la atmósfera tiene 
una aceleración vertical y hacia abajo de 9,81 m/s?. Si la bala lleva una velocidad 
inicial de 225 m/s en una dirección que forme 30” con la horizontal y en sentido 
ascendente, determinar: 


a. — Laaltura máxima que alcanza la bala. 
b. El alcance de la bala (es decir, dónde incide sobre el suelo). 
SOLUCIÓN 


a. Тбтепѕе coordenadas cartesianas rectangulares cuyo eje x sea horizontal 
(y su sentido positivo sea el del movimiento) y cuyo eje y sea vertical (y su 
sentido positivo sea hacia arriba). En tal caso, la aceleración de la bala se po- 
drá escribir en la forma 


ай) = -931] mis? = ò (i + (Hj 


Las componentes x e y de esta ecuación son independientes una de otra y 
se podrán integrar por separado, dando 


000 = С, 
әу() =-9811+C, 
Utilizando la condición inicial de que en = 0, la velocidad es 


Vo = 225сов 30% + 225 sen 30°] m/s 
= 194,861 + 112,50] m/s? 
ве Чепе 
С, = 19486m/s у С,=11250п% 


Entonces, integrando la velocidad 


v(t) = 194,861 + (112,50 9,810) ј m/s 
= (t)i + ИВ 
se tiene 
x(t) = 194,861 m 


y(t) = (12,50 ~ 4,9052) т 


en donde las constantes de integración son nulas porque inicialmente son 
nulas x e y. 

La altura máxima se obtiene cuando la componente y de la velocidad 
раза de positiva (hacia arriba) a negativa (hacia abajo). Ello sucede cuando 


v(t) = 112,50-9,81t= 0 
o sea en el instante t = 11,48 в. La altura en ese instante es 
y(11,48) = ул = 645 т Resp. 


b. Para hallar el tiempo en el que la bala llega de nuevo al suelo, se hace la al- 
tura igual a cero 


y(1)= 112,501-4,9052 = 0 
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42 lo cual da o bien ł = 0 s 0 bien / = 22,94 s. La solución t =0 corresponde a la 

CINEMÁTICA DEL PUNTO posición inicial mientras que la solución / = 22,94 s corresponde a que la 
bala vuelve a caer al suelo. En este instante, la posición x de la bala es 

2022,94) = хы = 4469 т Resp. 


PROBLE EJEMPLO 


Despreciando la resistencia del aire, una granada disparada tiene una acelera- 
ción vertical hacia abajo g. Si la velocidad inicial tenía una celeridad vy y formaba 
un ángulo Ө por encima de la horizontal, determinar el ángulo 6, que dará el 
máximo alcance. 


SOLUCIÓN 


Tómense coordenadas cartesianas rectangulares con el eje x horizontal (sentido 
positivo el del movimiento) y el eje y vertical (sentido positivo hacia arriba), In- 
tegrando la aceleración 


alt) = -gj = ù (ti +ò (Dj 
y utilizando la velocidad inicial dada 
Vo = 9 Cos Gi + sen бі 


se tiene 
v(t) = 00 cos6i+ (00 sen 0- gt) j 


= H0)i+9(0)] 

Integrando de nuevo se tiene 
x(t) = vtcos Ө (a) 
yG) = opt sen 0-38 h 


Para hallar el tiempo 1, en el cual la granada llega de nuevo al suelo, se 
hace la altura igual a cero 


y(t) = С зеп ө-1412 ) =0 
lo cual da 
‚ 27%ғ0 
Га алады 
8 
La posición х de la granada en ese instante es 
$ 208 sen Ө cos 0 
х(,) = Хз = - 
$ © 
02 sen 20 
ES 


El ángulo que da la máxima хш se halla ahora derivando en la ecuación an- 


terior respecto a Өе igualando а cero la derivada 


2 
2 2 
208 cos 2 


a 
de 8 


lo cual da 


PROBLEMA EJEMPLO 


Un radar que sigue a un avión da las coordenadas de éste en la forma r(t) y 601) 
(fig. 13-20). En un cierto instante, Ө = 40° y r = 1920 т. De medidas sucesivas de 
ғу Өзе deduce que las derivadas en ese instante son # = 93,6 m/s, Ó =-0,039 
2,925 m/s? y 6 =0,003807 rad /s?. Calcular la velocidad y la acelera- 


rad/s, F 
ción del avión en el instante considerado. 


SOLUCIÓN 


Tomando coordenadas polares centradas en el radar según seindica en la figura 


13-20, la componente radial de la velocidad será 


= 93,6 m/s 


y la componente transversa 
74 = ?Ө = (1920) (- 0,039) = – 74,9 m/s 


La resultante tendrá por módulo 


о = „/93,62+ 74,92 = 119,88 m/s 


y forma un ángulo 


medido en sentido horario respecto a la dirección radial (fig. 13-214). 


La componente radial de la aceleración es 
a, = Ғ-іб1- (2,925) - (1920) (- 0,039)? = 0,047 m/s? 
y la componente transversa es 


ay = 10 +210 = (1920) (0,003807) + 2 (93,6) (- 0,039) 
= 0,086 m/s? 
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Resp. 


Resp. 


Rep: ag 00086 m/s? 


(аг = 0,0047 m/s? 


(b) 


Figura 13-21 


44 El módulo de la resultante será pues 
CINEMÁTICA DEL PUNTO 
а = ,/0,0047? + 0,0086? = 0,0098 m/s? Resp. 
y forma un ángulo 
-10,0086 
Фф, = tan 00047 61,3% Resp. 


medido en sentido antihorario a partir de la dirección radial (fig. 13-21b). 

Debe advertirse que los números obtenidos para los términos de la acelera- 
ción no serán, probablemente, muy precisos. Han resultado de restar dos núme- 
ros que son muy precisos hasta la segunda cifra decimal, como mucho. Por 
tanto, la respuesta no tendrá más de una cifra significativa. 


PR 


EMA EJEMPLO 10 


La forma de una leva viene dada por r = 20 + 15 cos 9 mm (fig. 13-22). El pasador 

P se desliza por una ranura a lo largo del brazo AB manteniéndose en contacto 

con la leva por efecto de un resorte. El brazo AB gira alrededor de A en sentido 

antihorario a razón de 30 геу /min. Sabiendo que 6 = 0 en t = 0: 

a. Determinar la velocidad y la aceleración del pasador. 

b. Evaluar las expresiones del apartado a de la velocidad y la aceleración en 
1= 0,75 5. 

с. Representar la velocidad y la aceleración del apartado b еп una gráfica 
apropiada. 


(Supóngase que el pasador es tan pequeño que pueda suponerse que su 


г= 20 + 15 соѕ Ө 


Figura 13-22 centro sigue el contorno de la leva.) 
SOLUCIÓN 
a. Primeramente, integrando la velocidad angular dada 
¿ _ (30 rev/min) 55; 
ө = “(60 өйтіп): mia (2л rad/rev) = л rad/s 
se tiene 


Ө = nt rad 


donde la constante de integración es nula puesto que Ө= 0 еп t =0. Además, 
como la velocidad de rotación es constante, 


6-0 
A continuación, derivando la función radial 


т = 20+ 15с05 6 = 20+ 15соѕ л! 
se tiene 
Ұ-- І5л sen nt 


F = – 15m2cos л! 


Ahora se pueden calcular las componentes de la velocidad 


v, = 7 = -15лтзепл! Кезр. 
Va = 70 = (20 + 15cos л!)(л) 
= 207 + 151 cos nt Resp. 


Análogamente, las componentes de la aceleración son 


a, = #—т8° = (-15л?сов nt) - (20+ 15cos nt) (п) 
= -л(20 + 30cos л!) Resp. 
10 +279 = (20+ I5cos ni) (0)+2(-157 sen zt) (т) 


= -30л? sen л! Resp. 


En t= 0,75 s, Ө = 37/4 rad = 135°. Las componentes de la velocidad y de la 
aceleración son 


v, = -15r sen 37/4 = -33,3 mm/s Resp. 
Vg = 20r + 157 cos 37/4 = -29,5 mm/s Resp. 
a, = - п2(20 +30 cos 3л/4) 
= 11,97 mm/s? Resp. 
Ag = — 30 л? sen 37/4 = – 209,4 mm/s? Resp. 
El módulo de la velocidad es 


о = 33,3? +29.5? = 44,5 mm/s 


y la dirección de la velocidad es 


6, = tan! 25-415 


medida en sentido horario a partir de la dirección r negativa. El módulo de 
la aceleración es 


а = ./11,97*+209,42 = 209,7 mm/s? 


y la dirección de la aceleración es 
9, = tan 2094. бле 


medida en sentido horario a partir de la dirección r positiva. En la figura 
13-23 se han representado estos valores. 


13.5 MOVIMIENTO CURVILÍNEO 


a(0,75) 


Figura 13-23 
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EJEMPLO 13,11 


Una curva de una autopista tiene un radio de curvatura que varía desde infinito 
al principio y al final hasta un valor Pmin en su punto medio, Si los neumáticos 
de un automóvil que la recorre comienzan a derrapar cuando la aceleración nor- 
mal alcanza los 3,6 m/s”, determinar: 


a. La celeridad constante máxima a la cual el auto puede recorrer la curva si 
Pmin= 150 m. 
b. Е menor р, para el cual puede el auto recorrer la curva a 100 km/h. 


SOLUCIÓN 


a. La componente normal de la aceleración viene dada por 
a, =/p 


" 


Haciendo р = р... Y despejando v resulta que la máxima celeridad que pue- 
de llevar el auto es 


v = (Р) = V050) (3,6) 
= 23,2 m/s (83,5 km/h) Resp. 


b.  Despejando ру haciendo v = 100 km/h = 27,8 m/s se tiene el menor р, 
que puede tener la curva: 


Pan = Resp. 


PROBLEM. 


EJEMPLO 1 


Una caja se desliza por un conducto que tiene forma de hipérbola (fig. 13-24). 
Cuando la caja llega al punto x = 5 m, lleva una celeridad de 5 m/s que dismi- 
nuye a razón de 0,5 m/s?. Determinar las componentes tangencial y normal de 
la aceleración de la caja. 


y, (т) 


SOLUCIÓN 
La dirección tangencial se halla calculando la pendiente de la curva 
A OA 
Le)" pd 
Luego, епх=5 т 
х, (т) с} ү 10: 
5) 


E 
J 


Figura 13-24 


(por debajo de la horizontal). La componente tangencial de la aceleración será, 
pues, 


a, = de, = – 0,5 m/s? “2” 21,80° Resp. 


La componente normal de la aceleración es 


a, =p 


й 
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donde el radio de curvatura viene dado por (v. cualquier texto elemental de Cál- 


culo) 


Фу 
ps dx? 


y el valor absoluto se ha escrito para garantizar que p sea positivo. El cálculo de 


la segunda derivada da 


luego en x=5m 


1 


ALO = 0,1281 тю! 

2 Т: 7 DF 37 0,1281 m 
Шегі 

Por último, la componente normal de la aceleración será 

a, = (5)2(0,1281)е, 

1682" 


3,20 m/s? 


Resp. 


PROBLEMA 


13-80* Un avión que vuela horizontalmente a 300 km/h suel- 
ta una bomba desde una altura de 2 km. La aceleración de la 
bomba es de 9,81 m/s? vertical hacia abajo. Determinar la dis- 
tancia horizontal que recorre la bomba antes de llegar al suelo. 


13-81% Un cañón que dispara contra un blanco situado en una 
cumbre comunica una velocidad inicial de 180 m/s. Si la acele- 
ración del proyectil es de 9,81 m/s? vertical hacia abajo y las 
distancias horizontal y vertical al blanco son 800 m y 400 m, 
respectivamente, determinar el ángulo de disparo que ha de te- 
ner el cañón. 


13-82 ЕІ pasador Р de la figura P13-82 se desliza por ranuras 
(una horizontal y otra vertical) unidas a los collares A y B. El 
collar A corre por un plano horizontal, viniendo dada su posi- 
ción por x(1)=10 cos 3f mm mientras que el collar B lo hace por 
un plano vertical estando dada su posición por y(t) = 10 sen 4/ 
mm. 


а. Calcular la velocidad v, del pasador. 
b. Calcular la aceleración a, del pasador. 


с. Representar gráficamente la posición del pasador рага el 
саво0<і<25. 

d. Evaluar la velocidad у,1) y la aceleración а,() en t =5зе 
indicarla sobre la gráfica del apartado с 


Figura P13-82 


13-83 Repetir el problema P13-82 para el caso еп que la posi- 
ción del collar A esté dada por x(t) =e*/17 m y el collar В por 
Уй) = 0,3 sen 2t m. 

13-04" Una bola de 10 mm de diámetro que rueda por un pla- 
no horizontal situado a una altura h = 4 m sale de él como se 
indica en la figura Р13-84. Determinar las celeridades ә) míni- 
ma y máxima que puede tener la bola si ha de caer en un agu- 
jero de diámetro D = 200 mm situado a una distancia 
horizontal 4 = 2 m del borde del escalón. (La aceleración de la 
bola es de 9,81 m/s? vertical hacia abajo.) 


13-85 Una bola de diámetro 12,5 mm rueda por un plano ho- 
rizontal situado a una altura } = 2,4 m con una celeridad inicial 
de v = 1,5 +0,15 m/s (fig. P13-84). Determinar el mínimo diá- 
metro D que puede tener el agujero para que en él caiga la bola. 
(La aceleración de la bola es de 9,81 m/s? vertical hacia abajo.) 
13-86 Utilizando la figura P13-84, repetir el problema 13-84 
рага el caso de una altura de escalón h = 1 m. 

13-87* Utilizando la figura P13-84, repetir el problema 13-85 
рага el caso de una altura de escalón / = 60 cm. 

13-88 Un muchacho que se encuentra a una distancia d=5 m 
de la base de un edificio intenta lanzar una pelotita a través de 
una ventana de tamaño Н = 1 m que está a una altura h=7 m 
(fig. P13-88). Si la pelota ha de atravesar la ventana cuando esté 
en lo más alto de su trayectoria, determinar: 


a. La velocidad inicial (módulo y dirección) que ha de llevar 
la pelota para salvar justamente la base de la ventana. 

b. La velocidad inicial (módulo y dirección) que ha de llevar 
la pelota para pasar justamente bajo el borde superior de la 
ventana. (La aceleración de la pelota es de 9,81 m/s? verti- 
cal hacia abajo.) 


Figura P13-88 


13-89* Un muchacho que se encuentra a una distancia d =6 m 
de la base de un edificio intenta lanzar una pelotita a través de 
una ventana de tamaño H = 90 cm que está a una altura h = 6 m 
(fig. P13-88). Si la velocidad inicial de la pelota es de 1, =15m/ 
s, determinar el intervalo de ángulos iniciales 6) que permitan 
que la pelota atraviese la ventana. (La aceleración de la pelota 
es de 9,81 m/s? vertical hacia abajo.) 


13-90* En una jugada de béisbol, la pelota sale del bate a 1 m 
sobre el suelo, formando un ángulo de 25° con el plano hori- 
zontal y con una celeridad inicial оџ (fig. Р13-90). Si la pelota 
salva justamente la valla del centro del campo situada a 120 m: 
a. Determinar la celeridad inicial de la pelota. 

b. Determinar la máxima altura alcanzada por la pelota. 

с. Determinar el tiempo que tarda la pelota en ir del bate a la 

valla. 


13-91 Un radar sigue a un cohete (fig. P13-91), En un instante, 
la distancia r y el ángulo Ө que se miden son, respectivamente, 
16 km y 30°. A partir de medidas sucesivas, se estima que las 
derivadas f, ғ, yË son, respectivamente 195 m/s, 49,5 m/s? 
0,031 rad/s y 0,005 rad /s?. Determinar la velocidad y la acele- 
ración del cohete. 


Figura P13-91 


13-92* Un punto sigue una trayectoria espiral dada por r(t) = 
5 6/3 donde #1) se da en radianes у r en mm. Sabiendo que 
Ê = 10/trad/s y que 6-0 cuando += 15, 


a. Calcular la velocidad del punto v(t). 

b. Calcular la aceleración del punto a(t). 

с. Representar gráficamente la posición del punto para 
cuando 1s<ł<2s. 

9. Evaluar la velocidad v(t) y la aceleración а(4) cuando 6-2л 
rad e indicarlas en la gráfica del apartado с. 


13-93 Ша punto sigue una trayectoria que viene dada por 
r(t) = 5 sen Ө cos? Ө, donde (1) se expresa en radianes y r en 
centímetros. Sabiendo que 0 = 2rad/s (constante) y que Ө= 
0 cuando t=0, 


a. Calcular la velocidad del punto v(t). 

b. Calcular la aceleración del punto a(t). 

с. Representar gráficamente la posición del punto para el 
саво0<1<28. 

d. Evaluar v(t) y a(t) cuando Ө= mrad e indicarlas en la gráfica 
del apartado с. 


13-94 Un punto recorre una trayectoria dada por r(t) = 50 cos 
30 donde 6(1) se expresa en radianes y т en milímetros. Sabien- 
do que Ê = 2,5 rad/s (constante) y que 9=0 cuando t = 0: 


а. Calcular la velocidad del punto v(t). 

b. Calcular la aceleración del punto a(t). 

с. Representar gráficamente la posición del punto para el 
саво0<1<26. 

d. Evaluar la velocidad v(t) y la aceleración a(t) cuando 6-2т 
rad e indicarlas en la gráfica del apartado c. 

13-95* Un collar que se desliza a lo largo de una varilla hori- 

zontal tiene un pasador que está obligado a moverse por la ra- 

nura del brazo AB (fig. P13-95). El brazo oscila con una 

posición angular dada por ft) = 90 - 30 cos t donde 1) se ex- 

presa en grados y еп segundos. Para / = 5 в: 


a. Determinar la distancia radial r(t). 
b. Determinar las componentes de la velocidad 0,(1) y vgt). 
с. Determinar las componentes de la aceleración a, (1) y ag(t) 


d. Comprobar que los vectores velocidad y aceleración están 
dirigidos a lo largo de la varilla horizontal. 


Figura P13-95 


13-96 Un collar que se desliza por un alambre circular tiene 
un pasador que está obligado a moverse por la ranura del bra- 
zo AB (бір. P13-96). El brazo gira en sentido antihorario con una 
celeridad angular constante de 2 rad /s. Cuando el brazo esté 
30% por encima de la horizontal: 


a. Determinar la distancia radial r(t). 

b. Determinar las componentes de la velocidad v,(rt) y ugt). 

с. Determinar las componentes de la aceleración a,(t) y agt). 

d. Comprobar que el vector velocidad está dirigido a lo largo 
del alambre. 


Figura P13-96 


13-97* Si la celeridad del punto del problema 13-93 no ha de 
superar 1,2 m/s, determinar el valor constante máximo que 
puede tener 0. 
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13-98* Si la celeridad del punto del problema 13-94 no ha de 
superar 5 m/s. determinar el valor constante máximo que pue- 
de tener 0. 


13-99 Sila aceleración del punto del problema 13-93 no ha de 
superar 3,6 m/s?, determinar el valor constante máximo que 
puede tener 0. 


13-100* Si la aceleración del punto del problema 13-94 no ha 
de superar 15 m/s?, determinar el valor constante máximo que 
puede tener 0. 


13-101 Un automóvil recorre una curva según se indica en la 
figura P13-101. En un instante, el auto lleva una velocidad de 
72 km/h en una dirección de 30° del este hacia el norte, aumen- 
tando su celeridad a razón de 1,5 m/s?, siendo el radio de cur- 
vatura 135 m. Determinar la aceleración (en módulo, dirección 
y sentido) del automóvil. 


Figura P13-101 


13-102 El automóvil de la figura P13-102 lleva una celeridad 
de 100 km/h que aumenta a razón de 5 m/s? en el instante que 
se indica. Si, en el punto más bajo del camino, el radio de cur- 
vatura es de 80 m, determinar la aceleración (en módulo, direc- 
ción y sentido) del automóvil. 


13-103* Un automóvil pasa por lo alto de una loma en donde 
el radio de curvatura es de 33 m (fig. P13-103). Si la componen- 
te normal de la aceleración necesaria para mantener el auto 
contra la calzada se hace mayor que la que proporciona la gra- 
vedad, el auto salta. Determinar la celeridad constante máxima 
a la cual el automóvil puede superar normalmente la loma. 


Figura P13-103 


13-104 Cuando la aceleración total de un automóvil que des- 
cribe una curva supera un tercio de la aceleración de la grave- 
dad, los neumáticos empiezan a patinar. Si un automóvil 
aumenta su celeridad a razón de 2 m/s? al recorrer una curva 
de radio 60 m, determinar a qué celeridad empezarán a derra- 
par los neumáticos. 


13-105* Repetir el problema 13-104 para el caso en que el auto 
aumente su celeridad a razón de 1,5 m/s? y el radio de curva- 
tura sea de 60 т, 


13-106* Si el automóvil del problema 13-104 lleva una celeri- 
dad de 100 km/h, determinar el mínimo radio de curvatura 
para el cual no derraparán los neumáticos. 


13-107 Si el automóvil del problema 13-105 lleva una celeri- 
dad de 128 km/h, determinar el mínimo radio de curvatura 
para el cual no derraparán los neumáticos. 


13-108* La bajada de la figura P13-108 tiene forma parabólica, 
es decir, 


Дх) = х?-6х+9т 


Una bolita que rueda descendiendo esa bajada pasa por el pun- 
to A (хо = 5 m) con una velocidad de 3 m/s que aumenta a ra- 
zón de 5 m/s? 


a. Determinar las componentes normal y tangencial, а, y а. 
de |а aceleración de la bola cuando pasa por el punto А. 

b. Determinar el ángulo que forman en el punto A los vecto- 
res velocidad y aceleración. 


A у= 1% 


Figura P13-108 


13-109 La bajada de la figura P13-108 tiene forma elíptica, es 
decir, 


Дх) = 1-0,5/4-x?m 


Una bola que rueda descendiendo la bajada pasa por el punto 
A(xg = 1,5 т) con una velocidad de 12 m/s que aumenta a ra- 
zón de 8 m/s? 


а. Determinar las componentes normal y tangencial, а, y a, 
de la aceleración de la bola cuando pasa por el punto A. 


13.6 MOVIMIENTO RELATIVO EN UN PLANO 


Dos puntos separados que se muevan con movimiento curvilíneo plano tienen 


b. Determinar el ángulo que forman en el punto A los vecto- 
res velocidad y aceleración. 


13-110 La bajada de la figura 13-108 tiene forma hiperbólica, 
es decir, 
6 


№) = 76-5) 


т 


Una bola que rueda descendiendo la bajada pasa рог el punto 
A(xp=3 т) con una velocidad de 2 m/s que aumenta a razón 
de3m/s?. 


a. Determinar las componentes normal y tangencial, а, y а. 
de la aceleración de la bola cuando pasa por el punto A. 

b. Determinar el ángulo que forman en el punto A los vecto- 
res velocidad y aceleración. 


13-111* Una pista de esquí tiene una forma dada por 


y = 0,01 (x-45)? 


donde x e y se expresan en metros. Cuando un esquiador pasa 
рогх = 30 т, lleva una celeridad de 9 m/s que aumenta a razón 
de 12 m/s” 


a. Determinar las componentes normal y tangencial, а, у а, 
de la aceleración del esquiador en este punto. 

b. Determinar el ángulo que forman en este punto los vecto- 
res velocidad y aceleración del esquiador. 


13-112 Una pista de esquí tiene una forma dada por 


40. 
x+15 


donde x e y se expresan en metros. Cuando un esquiador pasa 
por x = 20 m, lleva una celeridad de 15 m/s que aumenta a ra- 
zón de2m/s?. 


a. Determinar las componentes normal y tangencial, a, y a; 
de la aceleración del esquiador en este punto. 

b. Determinar el ángulo que forman en este punto los vecto- 
res velocidad y aceleración del esquiador. 


movimientos que pueden relacionarse de igual manera que se hizo en el apar- tor 
tado 13.4 en el caso de dos puntos con movimiento rectilíneo. La diferencia es- P 
triba en que ahora, evidentemente, el movimiento relativo, al igual que los roo 
movimientos individuales, deberán describirse mediante vectores. 

La relación entre las posiciones de los puntos y su posición relativa se ob- по 


tendrá а partir de Іа regla de adición de vectores (fig. 13-25) 


Toyo = "po + Тоир 


(13-40) Figura 13-25 
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CINEMÁTICA DEL PUNTO 


20 пу 


250 km/h 


Figura 13-26 


z 


donde rọo;pes la posición del punto Q relativa a la posición del punto P. Deri- 
vando la ecuación 13-40 respecto al tiempo tenemos 


Уо = Ур%Уоур (13-41) 


AQ = ap + app (13-42) 


Es decir, la velocidad del punto Q medida con relación al punto P es la diferen- 
cia entre las velocidades absolutas (velocidades medidas respecto a un sistema 
fijo de coordenadas) de los puntos Q y P. Análogamente, la aceleración del 
punto Q medida con relación al punto P es la diferencia entre las aceleraciones 
absolutas de los puntos Q y P. 

Los distintos términos de estas ecuaciones se pueden escribir en cualquier 
sistema de coordenadas conveniente: cartesianas, polares, normal / tangencial. 
No obstante, todas las componentes se han de convertir a un sistema de coor- 
denadas común (corrientemente el cartesiano rectangular) antes de sumarlas. 


ROB 


A EJEMPLO 3 


Un avión intenta volar en línea recta hacia el norte (fig, 13-26). Sin embargo, un 
viento del oeste lo desviaría a menos que el avión se dirigiera en una dirección 
que forme cierto ángulo con la dirección deseada. Si la celeridad del avión es de 
250 km/h, determinar: 


a. — Elrumbo que ha de poner para que su derrota sea hacia el norte. 
b. Eltiempo necesario para que el avión recorra 250 km en la dirección norte, 


SOLUCIÓN 


a. Еп un sistema de coordenadas en el cual el este señale el sentido positivo 
del eje x y el norte el del eje y, la velocidad del viento es 


Vu = 20i m/s 
y la velocidad deseada del avión es 
у, = Vj ms 
La velocidad del avión relativa al viento es 
Улы = 250 sen фі + 250 cos ді km/h 
= 69,44 sen ді + 69,44 cos ді m/s 


donde el ángulo de deriva (indica la dirección hacia la que ha de apuntar 
el avión (del norte hacia el oeste) para que su velocidad absoluta esté diri- 
gida hacia el norte. 
Reuniendo lo anterior, se tiene 
Va = Vat Vai 
osea 
Vj = 20i + (- 69,44 sen ді + 69,44 сов pj) 


Ahora, la componente x de esta ecuación da el ángulo de deriva 


20 
ает 20. 
Фе суг 
= 16,74” (del norte hacia е! oeste) Resp. 


y la componente y da la celeridad absoluta del avión en la dirección norte 
V = 69,44 сов16,74” = 66,50 m/s = 239,4 km/h 


b. Е tiempo que emplea en volar 250 km hacia el norte será pues 


= 20 _ 
t= ga = 10А Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 


Dos ciclistas recorren una pista circular (fig. 13-27). El ciclista 1 va por la parte 
interna de la pista en la que el radio es de 60 m, mientras que el ciclista 2 lo hace 
por la parte exterior en donde el radio es de 63 т. Ambos parten desde 8=0, соп 
v=0ent=0. Ambos aceleran a razón de 0,6 m/s? (constante) hasta alcanzar una 


celeridad de 6 m/s y a continuación mantienen constante la celeridad. Cuando 
el primer ciclista alcanza el punto B, determinar: 


a. La posición angular 6, del ciclista 2. 
b. La posición relativa тз. 

с. La velocidad relativa уз. 

d, La aceleración relativa ayyy. 


Figura 13-27 


SOLUCIÓN 
a. Para el ciclista 1, r; = 60 m = constante, Y, = 0, F, = 0. Por tanto, la velo- 
cidad y aceleración vienen dadas por 
у= де +r,0/ey=",0/07 
a, = (1-15 )e,+(1,0,+2, 0) ep 


= 110 етер 
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Inicialmente, la aceleración a lo largo de la pista (componente 6) es de 0,6 
m/s? = constante, luego 


№ = 96 = 0.010 rads? (a) 
Integrando la ecuación (a) se tiene 
Å, = 0.0102 rad/s 
y 
8, = 0.00512 rad 


El ciclista 1 acelera hasta alcanzar una celeridad de 6 m/s, o sea, hasta que 
6 = (60) (0,0104) 
lo cual 4а? = 10 s. La celeridad angular y la posición en este instante son 
Ê, = 0,10 rad/s 
6, = 0,50 rad = 28,6" 


Después де t=10s, la celeridad (y por tanto la celeridad angular) del ciclis- 
ta 1 se mantiene constante 


Å= 0,10 rad/s= constante 


Integrando para obtener la posición angular en función del tiempo, se tiene 
Ө, = 0104- 0,50 ғай 
donde se ha tomado la constante de integración de manera que sea Ө, = 0,50 


rad cuando { = 10 s. Por último, se halla el instante en que el ciclista 1 esté 
en B (Өү = 180° = rad) 


т%0,50 
t= 010 = 36,428 


еп cuyo momento su posición, velocidad y aceleración son 


r, = 60e,m=-60im 
у, = (60)(0,10) е) = бе, m/s = -6 j m/s 
a, = -(60Х0,10)2 e, = — 0,6 e, m/s? = 0,6 i m/s? 


Análogamente, para el ciclista 2, r,=63 m = constante, у= 0 y ?,- 0. Ini- 
cialmente, 
б = 0,6/63 = 0,00952 rad/s? 
Ө, = 0,00952 rad/s 


8, = 0,004761 rad 


El ciclista 2 también alcanza una celeridad de 6 m/s en 
E = (6/63) (0,00952) = 10 s 
en cuyo instante, su celeridad y posición angulares son 


8; = 0,0952 rad/s 
Ө, = 0,476 rad = 27,3% 


Después де? = 10 s, la celeridad (y por tanto la celeridad angular) del ciclis- 
ta 2 se mantiene constante por lo que 


Ө. = 0,0952 rad/s 
e integrando respecto al tiempo se tiene 
0, = 0,09521—0,476 rad 


donde se ha tomado la constante de integración de manera que 6 = 0,476 
rad cuando t = 10 в. Por tanto, la posición, velocidad y aceleración del ci- 
clista 2 en £ = 36,42 s (instante en el que el ciclista 1 pasa por В) serán 


Ө, = 2,991 rad = 171.4° Resp. 
r, = 63e, m = —62,28i + 9,465j m 

v, = 6ep m/s = -0,90151— 5,931] m/s 

a, = -0,5709e, m/s? = 0,5643 —0,0858] m/s? 


b. Ahora se puede calcular la posición relativa 


ту, = 131, = – 2,281+ 9,465) m Кезр. 
Análogamente, la velocidad relativa es 

Уҙ/ = Уу-уу 5,145,931] m/s Resp. 
Por último, la aceleración relativa es 


а, = а-а; 
= – 0,0361 – 0,086] m/s? Resp. 
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PROBL 5 


13-113" Una embarcación intenta cruzar un río según ве indi- 

са en la figura P13-113. La anchura del río es de 600 m y la co- 

rriente es de 8 km/h. Si la embarcación navega a 24 km/h, 

determinar 

а. Eltiempo T que tardará en ir de A a B. 

b. El ángulo de deriva ф que ha de poner la embarcación para 
ir directamente de А а В. 


Figura P13-113 


13-114* Un repartidor de periódicos en automóvil tira un far- 
do de periódicos desde el coche en la forma que se indica en la 
figura P13-114. Si el coche va a 15 km/h y los periódicos se lan- 
zan con una velocidad de 5 m/s relativa a él y perpendicular- 
mente al movimiento del coche, determinar 

a. La velocidad v, de los periódicos relativa a la acera. 

b. El ángulo ф que forman las velocidades у, y у, 


Figura P13-114 


13-115 Para la embarcación del problema 13-113, determinar 
el tiempo Ту el ángulo ф necesarios para ir directamente de 
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a. АаС. 
b. Аар. 


13-116* Cae lluvia con una velocidad de 30 m/s que forma un 
ángulo de 20” con la vertical (fig. P13-116). Para un automóvil 
que se mueve bajo la lluvia y contra ella, determinar 


a. El ángulo фа! cual parece incidir la lluvia en el parabrisas 
si el auto va a 60 km/h. 
b. La celeridad del auto para la cual ф- 90°. 


Қ 20 
30 m/s ` 


Figura Р13-116 


13-117 Cae lluvia (componente vertical de la velocidad) a 27 
m/s y lateralmente (componente horizontal de la velocidad) 
sopla un viento de 4,5 m/s (fig. P13-117). Para un hombre que 
anda а 1,8 m/s, determinar el ángulo фа! cual debe colocar el 
paraguas (ángulo de la velocidad relativa) si el hombre camina 


a. A favor del viento. 
b. Contra el viento. 


———> day = 445 m/s 


Figura P13-117 


13-118 Utilizando la figura Р13-116, repetir el problema 13- 
116 para el caso еп que el auto se mueva a favor de la lluvia. 
13-119* Dos lanchas parten de un amarre al mismo tiempo 
(t=0) según se indica en la figura P13-119. La lancha A nave- 
ga con una celeridad constante de 24 km/h, mientras que la 
lancha В lo hace a 32 km/h. Рага Р = 30 s, determinar 

a. La distancia d entre las lanchas. 

b. La velocidad d de separación de las lanchas. 


Y 


Figura P13-119 


13-120 Dos aviones vuelan en línea recta horizontalmente a la 
misma altitud, según se indica en la figura P13-120. En 1 = 0, las 
distancias AC y BC son 20 km y 30 km, respectivamente. Los avio- 
nes llevan celeridades constantes; од = 300 km/h y ор =400 km/h. 
Determinar 

a. La posición relativa туд de los aviones en t = 3 min. 

b. La velocidad relativa удул de los aviones en / = 3 min. 

с. La distancia d que separa los aviones en / = 3 min. 

d. El tiempo Т en que será mínima esta separación. 


УА 60% 


Figura P13-120 


13-121* Los rodillos A y В están unidos a los extremos de 

una barra rígida de 1,5 т de longitud (fig. P13-121). El rodillo 

B se mueve por una guía horizontal con una celeridad constan- 

te de 0,3 m/s y hacia la derecha, mientras que el rodillo A se 

mueve por una guía vertical. 

a. Determinar la posición r4, la velocidad v4 y la aceleración 
ад del rodillo A en función de s; 0<5<1,5 m. 

b. Para s = 0,9 т, determinar la posición relativa гдр, la velo- 
cidad relativa v y¡p y la aceleración relativa a/p- 

с. Demostrar que la posición relativa y la velocidad relativa 
del apartado b son perpendiculares. 


8 
Figura P13-121 


13-122* Un muchacho lanza una pelota desde una ventana 

situada a 10 m por encima de la calle, según se indica en la fi- 

gura P13-122. La celeridad inicial de la pelota es de 10 m/s y 

tiene una aceleración constante, vertical hacia abajo, de 9,81 

m/s”, Otro muchacho corre por la calle a 5 m/s y capta la pe- 

lota en su carrera. Determinar 

a. La distancia x a la cual capta la pelota. 

b. La velocidad relativa урд de la pelota respecto al mucha- 
cho en el instante en que éste la capta. 


Figura P13-122 


13-123 Un jugador de fútbol americano lanza un pase a un 
receptor en la forma que se indica en la figura P13-123. La ve- 
locidad inicial del balón es de 10,5 m/s, dirigida 30° por enci- 
ma de la horizontal y tiene una aceleración constante, vertical 
hacia abajo, de 9.81 m/s? Si el receptor corre con una celeridad 
constante de 4,5 m/s, determinar 

а. La distancia ха la cual el receptor capta el balón. 

b. La velocidad relativa урд del balón respecto al receptor 

cuando lo capta. 


Figura P13-123 


13-124* En el problema 13-122, el segundo muchacho se halla 

en х = 2 т cuando se lanza la pelota. Determinar 

a. La celeridad inicial 0; de la pelota que permitiría que el 
muchacho la captara en su carrera. 

b. La distancia x a la cual se produciría la captura. 

с, La velocidad relativa ур, de la pelota respecto al captor en 
el instante que la capta. 


Figura P13-124 


13-125 Enel problema 13-123, el receptor se halla en x = 10 
m cuando se lanza el balón. Determinar 


а. La celeridad inicial оң del balón que permita ser captado 
por el receptor en su carrera. 

b. La distancia x a la cual captará el balón el receptor. 

с. La velocidad relativa урд del balón respecto al receptor 
cuando lo capta. 


13-126* Dos muchachos juegan en una pendiente en la forma 

que se indica en la figura P13-126. El primero lanza una pelota 

con una celeridad inicial de 10 m/s en dirección horizontal y la 

pelota lleva una aceleración constante, vertical hacia abajo, de 

9,81 m/s”. El segundo corre con una celeridad constante de 5 

m/s. Determinar 

a. La distancia s a la cual el segundo muchacho capta la pelo- 
ta, 

b. La velocidad relativa v;,, de la pelota respecto al mucha- 
cho en el instante que la capta. 


Figura P13-126 


13-127 Dos muchachos juegan en una pendiente en la forma 
que se indica en la figura P13-126, El primero lanza la pelota en 
dirección horizontal con una celeridad inicial vp y la pelota lle- 
уа una aceleración constante, vertical hacia abajo, de 9,81 m/s? 
El segundo parte de в = 6 т y corre con una celeridad constante 
de 4,5 m/s. Determinar 


а. La celeridad inicial оң de la pelota que haría que el mucha- 
cho la pudiera captar en su carrera. 

b. La distancia в a la cual el segundo muchacho capta la pelota. 

с. La velocidad relativa урул de la pelota respecto al muchacho 
cuando éste la capta. 


13-128* Un avión que remolca a un planeador (fig. P13-128) 
vuela en línea recta horizontalmente con una celeridad cons- 
tante de 70 m/s. 


Figura P13-128 


13.7 MOVIMIENTO CURVILÍNEO EN EL ESPACIO 


La cuerda de remolque tiene una longitud de 50 m y forma un 
ángulo Ө= 10° con la horizontal. Si È = 0,40 rad/s y 6 = 025 
таа /s?, determinar 


a. La celeridad de ascenso ор, del planeador. 
b. La aceleración ар del planeador 


13-129 Un avión que remolca a un planeador (fig. P13-128) 
vuela en línea recta horizontalmente con una celeridad cons- 
tante de 240 km/h, La cuerda de remolque tiene una longitud 
de 60 т y forma un ángulo Ө = 10° con la horizontal. Si el pla- 
neador asciende según un ángulo æde 15°, determinar 


а. La velocidad de variación 48/4! del ángulo de la cuerda de 
remolque. 
b. La velocidad vg del planeador. 


Para describir el movimiento a lo largo de una curva en el espacio tridimensio- 
nal se necesitan tres coordenadas. Los sistemas más comúnmente utilizados 
son el de coordenadas cartesianas rectangulares y el de coordenadas cilíndri- 
cas, los cuales vamos a describir en detalle, También describiremos brevemen- 


te un sistema de coordenadas menos corriente: el sistema de coordenadas 
esféricas. Aun cuando para un movimiento tridimensional cualquiera puede 
utilizarse una versión modificada del sistema de coordenadas normal y tan- 
gencial, éste no tiene gran interés porque el plano del movimiento (llamado 
plano osculador, definido por la tangente y la normal principal) varía de un 
punto a otro a lo largo de la curva y de un instante a otro en el tiempo. 


13.7.1 Coordenadas rectangulares 


El sistema tridimensional de coordenadas cartesianas rectangulares parte de 
las coordenadas rectangulares x e y (apartado 13.5.1) y luego se le añade una 
coordenada z: la distancia al plano x-y (fig. 13-28). El vector unitario asociado 


Figura 13-28 


a la dirección z lo designaremos por k y el vector de posición de un punto será 


r(t) = x(t)i + y()j +2(1)k 


(13-43) 


Al igual que i y j, el vector k es constante en módulo, dirección y sentido, por 


lo que las derivadas del vector de posición serán 


v(t) = 60) = 401+ y()j+2(01)k 


alt) = v(t) = (0) = èli + ӨЙ +2 (1) k 


(13-44) 
(13-45) 


De nuevo, las direcciones de los ejes de coordenadas no tienen por qué estar en 
un plano horizontal o vertical. Dichas direcciones pueden ser cualesquiera 
mientras sean ortogonales, Sin embargo, una vez elegidas deberán mantenerse 


inalteradas. 
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Figura 13-30 


13.7.2 Coordenadas cilíndricas 


El sistema de coordenadas cilíndricas parte del sistema bidimensional de coor- 
denadas polares del apartado 13.5.2 al que se añade una coordenada z que es 
la distancia al plano r-0 (fig. 13-29). El vector unitario asociado a la dirección z 
se representa también por k y es también constante en módulo, dirección y sen- 
tido. Como К es constante у e, y ер no dependen de la coordenada z, las com- 
ponentes ғу O de la posición, velocidad y aceleración son las mismas que en el 
caso de coordenadas polares planas y las componentes z son las mismas que 
para las coordenadas cartesianas rectangulares: 


r(t) = r(t)e, +z(1)k (13-46) 
v(t) = i(t) = ѓе, +rĝeg+żk (13-47) 
alt) = v(t) = i(t) = (¿10% e, + (r0+250) e,+Zk (13-48) 


Al igual que en el caso de las coordenadas cartesianas, las direcciones de las 
coordenadas (r, 6) no tienen por qué estar en un plano horizontal o vertical. El sis- 
tema de coordenadas cilíndricas suele utilizarse cuando un cuerpo gira alrede- 
dor de un eje. Entonces, el eje z suele hacerse coincidir con el eje de rotación. 


13.7.3 Coordenadas esféricas 


El sistema de coordenadas esféricas describe la posición de un punto mediante 
una distancia radial y dos ángulos, como se indica en la figura 13-30. La coor- 
denada Ө se mide еп un plano, como en las coordenadas polares y cilíndricas. 
En cambio, la distancia al plano Ө viene dada por ф que es el ángulo que forma 
el vector de posición con la normal al plano 6. Los tres vectores unitarios ең, ey 
y еу son perpendiculares entre sí y están dirigidos en el sentido de aumentar 
las coordenadas respectivas. Está claro que las direcciones de estos tres vecto- 
res unitarios dependen de los dos ángulos Ө y ф los cuales, a su vez, dependen 
del tiempo y en todas las derivaciones respecto al tiempo deberá tenerse en 
consideración las variaciones de los tres vectores unitarios respecto a las dos 
coordenadas mencionadas. 

Por tanto, aun cuando la expresión de la posición en coordenadas esféricas 
es muy sencilla 


т() = R(b)ez (13-49) 


su derivación para obtener la velocidad y la aceleración, en coordenadas esfé- 
ricas, no lo es tanto. No daremos dicha derivación porque no es fundamental 
para la comprensión de la Cinemática. No obstante, damos a continuación los 
resultados: 


v(t) = i(t) = Ке, + RÊ sen de, Кде, (13-50) 
a(t) = v(t) = 0) 
(Ё Еф? — КӨ?зеп? Фе, 


+ (Кбвеп ф+2К@ sen p+2R 04 cos фе, 
+ (Кф»2Кф- К6%еп ф сов фе, (13-51) 


El sistema de coordenadas esféricas se utiliza mucho en las observaciones 
con radar de aeronaves y naves espaciales y para describir la posición y movi- 
miento de brazos de robot. 


MA EJEMPLO 


Un punto que sigue una curva en el espacio tiene una velocidad dada por 


v(t) = 12!21 + 168% + sen л! k m/s 


Si en # = 0 su posición es гу = 4] + ЗК m, hallar 


a. — Laaceleración a(t) del punto. 
b. La posición r(t) del punto, 


SOLUCIÓN 
a. La aceleración se obtiene sin más que derivar la velocidad y se tiene 

a(t) = 24t 14488 j+1 cos ntk m/s? Resp. 
b. La posición del punto se obtiene integrando la velocidad, con lo cual 

r(t) = 41? i+4ttj- (1/10) cos nt k+ C 


donde C es una constante de integración que se determina a partir de la 
condición inicial. En # = 0 


1(0) = – (1/1)k+C=r, =4j+3km 
Por tanto, 


С = 4+ (3+ 1/л)к m 


r(t) = 4Pi+4(1+4)j 
+[3+1/хл- (1/7) cos xt] k m Resp. 


PROBLEMA EJE 


La rampa de salida de un aparcamiento tiene forma de hélice: 
r(0) = 15 +3 sen Өт 


que Баја 6 т en cada revolución completa. Рага un automóvil que baje por la 
rampa de manera que 6 = 0,3 rad/s = const.: 


а. Determinar su velocidad y su aceleración cuando Ө = 0°. 
b. Determinar su velocidad y su aceleración cuando 0 = 90°. 
с. Demostrar que velocidad y aceleración son perpendiculares cuando 9= 90°. 


13.7 
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SOLUCIÓN 


El vector de posición, en coordenadas cilíndricas es 
r(t) = мде, +2()k 
donde 


r(t) = 15 +3 sen Өт 
z(t) = A- (60/21) m 
6) = B+0,3t rad 


y А у B son constantes. La velocidad y aceleración vienen dadas por 


Уй) = ře, +rĝeg+żk 
alt) = (F-18)e,+ (10+ 250) egt žk 


donde 


і-30сов Өт ? = 30 соѕ 0-3? кеп Өт? 
Å = 03 rad/s б = 0 rad/s? 
60. 


m/s = — 0,286 m/s # = 0 m/s? 
2л 


Luego, cuando 9 = 0° 


г = 15 ш # = 0,9 m/s r = 0 m/s? 


у = 0,900е, + 4,500e ¿—0,286k m/s Resp. 
a = - 1,350e,+0,540€e , m/s? Resp. 


Cuando 6 - 90% 


т = 18 т Р = 0 m/s -0,270 m/s 


~ 
" 


y = 5400е„—0,286К m/s 
а = –1,890е, m/s? Resp. 


Buscando el producto escalar de los vectores velocidad y aceleración del 
apartado b, se tiene 


v.a=0 


lo que demuestra que los vectores velocidad y aceleración son, efectiva- 
mente, perpendiculares. Resp. 


63 
PROBLEMA EJEMPLO = 
13.7 MOVIMIENTO CURVILÍNEO EN 
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El radar de la figura 13-31 está siguiendo a un avión. En el instante representado, 
la posición de éste viene dada por R = 19 500 m, Ө= 110° y ф = 60°. Comparando 
ésta con posiciones anteriores se estiman las derivadas К = - 85,5 m/s,Ñ = 4,5 
m/s, È = 9.0(103) rad/s, Ó = 20(10:5) rad/s*,ó = 2,5(10-3) rad/s y ф= 
80 (1070) rad/s?. Para este instante, determinar: 


a. La velocidad y aceleración del avión en coordenadas esféricas (R, 4, Ө). 

b. Та velocidad y aceleración del avión en coordenadas rectangulares tales 
que el eje z corresponda al eje ф = 0° y el eje x corresponda al eje ф = 90° y 
0-0. 

с. Los módulos de la velocidad y la aceleración del avión. 


SOLUCIÓN 
a. 1а velocidad del avión, en coordenadas esféricas, viene dada por la ecua- 
ción 13-50 


v(t) = R eg + RÊ sen ġeg+ R фе, 
= ~ 85,5ер + 151,998, + 48,75€, m/s Resp. Figura 13-31 


y la aceleración, en coordenadas esféricas, viene dada por la ecuación 13-51 


a(t) = (Ё-Кф?-КӨзеп? 0) ep 
+ (Ебзеп ğ+2RŘÖsen 6+2R 06 cos Фе, 
+(Кф+2Кф- RÉ? sen ф cos фе, 
= 3,19ер – 0,556еџ+ 0,449е,, m/s? Resp. 


b. Соп referencia a la figura 13-30, los vectores unitarios del sistema de coor- 
denadas esféricas ер, еру e, se pueden relacionar con los vectores unitarios 
de las coordenadas rectangulares i, j y К de la manera siguiente: 


ек = зеп ф cos 0 і + ѕеп ф sen Ө ј + cos ф k 


eg = -sen O i+ cos Ө] 
y como R-0-8 constituyen un sistema de coordenadas ortogonal directo 
Ey = eg X eg 
Luego, cuando 6- 110° y ф- 60% 


еҙ = -0,2962i + 0,8138j +0,5000k 
—0,93971 - 0,3420] 
= 0,17101 + 0,4699] — 0,8660k 


т 
2 
" 


С 
- 
" 
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PROBL 


13-130* El movimiento tridimensional de un punto está des- 
сгію por las relaciones 


x=6sen6tm у = 3,/3соѕ 6t т 


z = 3c0s 6t m 


Calcular la aceleración del punto y demostrar que tiene módu- 
lo constante. 


13-131* El movimiento tridimensional de un punto está des- 
crito por la relación 


r= SPi+31j+15Pk m 


Calcular la velocidad y la aceleración del punto. 


13-132 Un águila que cabalga sobre una corriente convectiva 
sigue una trayectoria helicoidal elíptica descrita por las relacio- 
nes 


15cos 0,24 т y = 10 sen 0,22 m 
z=08t т 


Calcular la velocidad y la aceleración del águila en t = 80 s. 


13-133* El movimiento tridimensional de un punto está des- 
crito por las relaciones 


x=2sen3fm у = 1,5 т 
2 = 2 соѕ 3t т 


а. Calcular la velocidad у la aceleración del punto en el ins- 
tante!=25s. 

b. Demostrar que la velocidad y la aceleración son perpendi- 
culares para cualquier valor de £. 


13-134 El movimiento tridimensional de un punto está des- 
crito por las relaciones 


r = 5(1-е')т Ө = 2лі rad 
2 = 3 sen 30m 


Calcular la velocidad y la aceleración del punto para 


а. t=0s 
b. 1-38 
с. і-1008 


13-135 El movimiento tridimensional de un punto situado 
en la superficie de un cilindro de revolución está descrito por 
las relaciones 


r=2m Ө = mt rad z=sen60m 


Calcular la velocidad y la aceleración del punto en t=3 s. 


13-136* El movimiento tridimensional de un punto situado 
en la superficie de un cilindro de revolución está descrito por 
las relaciones 


=2m Ө = nt rad 2 = sen? 40m 


Calcular la velocidad y la aceleración del punto en t= 5 s. 


13-137 El movimiento tridimensional de un punto está des- 
crito por las relaciones 


r = 5 sen 30m Ө = 2x1 rad 2 = 0/4m 


Calcular la velocidad у la aceleración del punto еп / = 2 5. 


13-138* El movimiento tridimensional de un punto situado 
en la superficie de un cono de revolución está descrito por las 
relaciones 


ho 


z= >= 


2ті rad рс 


r=ztanfm Ө 


donde В = 30” es el ángulo del vértice del cono y h = 0,25 m es 
la distancia que sube el punto al dar una vuelta alrededor del 
cono. Calcular la velocidad y la aceleración del punto para: 


а. t=0s 
b. z=1m 


13-139* El movimiento tridimensional de un punto situado 
en la superficie de un cono de revolución de 3 m de altura está 
descrito por las relaciones 


=z tan fm Ө = 2rt rad z 


donde [= 20° es el ángulo del vértice del cono y h = 0,5 m es la 
distancia que sube el punto al dar una vuelta alrededor del co- 
no. Calcular la velocidad y la aceleración del punto en 


a. El vértice del cono. 
b. La parte más alta del cono. 


13-140 Un avión desciende dando vueltas de radio constante 
e igual a 250 m. Si lleva una celeridad horizontal de 75 m/s 
(constante) y una celeridad hacia abajo de 5 m/s (que aumenta 
a razón de 2 m/s?), determinar la aceleración del avión. 


75 m/s П 


1 
П 
i 
П 
П 
П 
1 
i 
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Figura P13-140 


13-141* Un automóvil recorre la rampa de salida de un 
aparcamiento con una celeridad constante de 16 km/h. La 
rampa es una hélice de diámetro 36 m y paso de rosca 6 m (lo 
que desciende cada vuelta completa). Determinar el módulo 
de la aceleración del automóvil cuando desciende por la ram- 


pa. 


36m 
Figura P13-141 
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13-142 La grúa de la figura P13-142 gira en torno al eje CD a 
la razón constante de 3 rad / min. Al mismo tiempo, el aguilón 
AB de 20 т de largo va descendiendo a la razón constante de 5 
rad/min. Calcular la velocidad y la aceleración del punto B 
cuando ф = 30°. 


€ 
Figura P13-142 


13-143 El aguilón AB de la grúa representada en la figura 
P13-142 tiene una longitud de 22,5 т. Cuando ф = 30°, la grúa 
está girando en torno al eje CD con Ê = 3rad/min, 6 = -1 
rad/min?, ф = -5 rad/min y ф = 2rad/min?. Calcular la ace- 
leración del punto B. 


13-144* La grúa de la figura P13-142 gira en torno al eje CD соп 
celeridad angular constante о). Al mismo tiempo, el aguilón АВ de 
20 т de largo desciende a la razón constante de 3 rad / min. Deter- 
minar la celeridad de rotación máxima (0 para la cual la aceleración 
del punto В no supere los 0.25 m/s? cuando ф-- 30%, 


13-145 Un avión vuela hacia el oeste con una celeridad cons- 
tante de 480 km/h a una altitud constante de 1500 m. La pro- 
yección sobre el suelo de la trayectoria del avión pasa 900 m al 
norte de un radar seguidor. Determinar las celeridades y ace- 
leraciones de rotación 6, б, ф, y ф que hay que dar a la antena 
para seguir al avión cuando éste esté 1800 m al este de la esta- 
ción del radar. 


м 
“== E 


Figura P13-145 


13-146* Un avión vuela hacia el oeste con una celeridad cons- 
tante de 100 m/s a una altitud constante de 1500 m. La proyec- 
ción sobre el suelo de la trayectoria del avión pasa 2 km al norte 
de una estación de radar. Determinar las celeridades y acelera- 
ciones de rotación 6, 6, ф, y ф que hay que dar a la antena para 
seguir al avión cuando éste esté en el mismo meridiano que la 
estación del radar. 


5100 m/s 


Figura P13-146 


RESUMEN 


La Cinemática estudia cómo se mueven las partículas, Describe cómo varían la 
velocidad y la aceleración de un cuerpo con el tiempo y con sus cambios de po- 
sición. El estudio de la Cinética, que relaciona el movimiento con las fuerzas 
que lo originan, requiere una sólida base de Cinemática. 

Una partícula o punto es un cuerpo de cuyo tamaño se puede prescindir al 
estudiar su movimiento, Tan sólo hay que considerar la posición del centro de 
masa de dicho cuerpo. La orientación de éste o su rotación no influyen en la 
descripción de su movimiento. Un punto o partícula puede ser muy pequeño 
o muy grande. El que sea pequeño no siempre garantiza que el cuerpo pueda 
modelarse por un punto; el que sea grande no siempre impide que dicho cuer- 
po se pueda modelar por un punto. Que un cuerpo sea grande o pequeño está 
relacionado con la longitud del camino que sigue, con la separación entre cuer- 
pos o con ambas cosas. 

Las magnitudes cinéticas que se utilizan en la descripción del movimiento 
de un punto son el tiempo, la posición (incluidos el desplazamiento y la distan- 
cia total recorrida), la velocidad y la aceleración. Las diversas magnitudes ci- 
nemáticas están relacionadas a través de ecuaciones diferenciales. Los 
problemas de Cinemática consisten en determinar una o más de las magnitu- 
des anteriores a partir de las que se dan como datos del problema. 

La velocidad de un punto es la variación por unidad de tiempo de su posi- 
ción 

dr, 
= = iro (13-5) 


A diferencia del vector de posición гру, la velocidad e: dependiente de la si- 
tuación del origen del sistema de coordenadas. La dirección de la velocidad үр 
es tangente a la trayectoria del punto. En función de coordenadas cartesianas 
fijas, la velocidad es 


vp =0,1+0,j+0,k=Xi+yj+2k (13-6) 


La aceleración del punto P es la variación por unidad de tiempo de su velo- 
cidad 


(13-7) 


También la aceleración es independiente de la situación del origen del sistema 
de coordenadas. En función de coordenadas cartesianas fijas, la aceleración del 
punto P es 


ap = ai +a j+a k 


0 1+D,j+,k 


(13-8) 
= ïi+ýj+žk 


El movimiento rectilíneo es el que tiene lugar a lo largo de una recta. Si el 
sistema de coordenadas se orienta de manera que el eje x coincida con la recta 
del movimiento, entonces la posición, la velocidad y la aceleración quedarán 
definidas al dar solamente sus componentes x. Es decir, el vector de posición, 


r 67 
RESUMEN 


68 
СІМЕМАТІСА DEL PUNTO 


el vector velocidad y el vector aceleración quedarán determinados dando sus 
"módulos afectados de signo" x, v=X y a=* respectivamente. Los valores po- 
sitivos de x, v y a indican que los vectores tienen el sentido de las coordenadas 
positivas, mientras que los valores negativos indican que los vectores tienen el 
sentido de las coordenadas negativas. 

Cuando dos o más puntos están animados de movimiento rectilíneo, pue- 
den escribirse ecuaciones separadas para describir sus movimientos. Los pun- 
tos pueden moverse a lo largo de una misma recta o a lo largo de rectas 
distintas. Si la posición de un punto depende de la posición de otro u otros 
puntos, podrá escribirse una ecuación de ligadura que relacione las posiciones 
de ambos puntos. Derivando la ecuación de ligadura se obtendrán las ecuacio- 
nes de la velocidad y la aceleración relativas. 

En la mayoría de los problemas, la aceleración de un punto se deduce de las 
fuerzas que actúan sobre él. Según sea la naturaleza de las fuerzas, la acelera- 
ción puede ser función del tiempo, función de la velocidad o función de la po- 
sición del punto. La velocidad y la posición del punto se obtienen integrando 
las definiciones de aceleración y velocidad, respectivamente. 

La elección del sistema de coordenadas a utilizar en un problema particular 
dependerá de la geometría del problema, de cómo se den sus datos y del tipo 
de solución que se desee. Tres de los sistemas de coordenadas más corriente- 
mente utilizados para representar el movimiento son: coordenadas cartesianas 
rectangulares, que es el más conveniente cuando las componentes x e y del mo- 
vimiento se dan independientemente una de otra y no dependen entre sí; co- 
ordenadas polares, que es el más conveniente cuando la posición del punto se 
mide relativa a un punto fijo o se mueve dicho punto a lo largo de un brazo 
giratorio; y las coordenadas normal /tangencial, que es el más conveniente 
cuando el punto se mueve sobre una superficie de forma conocida. 


PROBLEMAS DE REPASO 


13-147* Hallar la aceleración media de 
а, Un cohete disparado por un avión cuando pase de 0 a 192 


km/hen4s 


b. Unbólido que utiliza un paracaídas para pasar de 160 km/h а 


32km/hen 5s. 


13-148* Un camión remolcador tira de un automóvil que se 
halla en un plano inclinado 25% utilizando poleas en la forma 
que se indica en la figura P13-148. Si el camión acelera a razón 
de 0,8 m/s?, determinar la celeridad y aceleración del automó- 


Figura P13-148 


vil 5 s después de que el camión parta del reposo. 


13-149 Еп el béisbol, la distancia entre el lanzador y la placa 

es de 18 m (fig. P13-149). Si el lanzador lanza una bola rápida 

con una celeridad inicial de 42 m/s, determinar 

a. El descenso a de la pelota si se lanza horizontalmente (4, = 0). 

b. El ángulo inicial 6) para el cual la pelota alcanzará al captor 
asu nivel inicial (2= 0). 

c. La altura máxima que alcanzará la pelota si se lanza según 
el ángulo Ө, del apartado b. 


Figura P13-149 


Ө ӨӨ Ө т ASP 


13-150* Un automóvil de la policía está estacionado en una zona 
escolar cuando por allá pasa otro auto con velocidad excesiva. El 
auto de la policía parte del reposo en el instante en que el otro pasa 
ante él, acelera a 2 m/s? hasta alcanzar una celeridad de 80 km/h 
y luego la mantiene constante. Si la celeridad del otro es constante 
eigual a 50 km/h, determinar qué distancia deberá recorrer el auto 
de la policía para dar caza al infractor. 


13-151 Un radar que sigue a un avión da las coordenadas 
del plano en la forma де (!) y (1) (fig. P13-151). En un instante, 
Ө= 60° у r = 3000 m. Medidas sucesivas de r y Ө permiten estimar 
que las derivadas son # = 75 m/s, Ө =-0,0433 rad /s, 7 =3,225 
m/s? y 6 =7.8(10"*) rad /s?. Determinar, para este instante, 

a. La velocidad y aceleración del avión, 

b. El radio de curvatura de la trayectoria del avión, 


60) 


Figura P13-151 


13-152 Dos automóviles se van aproximando por una carre- 
tera recta y estrecha. El auto A tiene una celeridad inicial de 60 
km/h y el В de 30 km/h. Si ambos conductores aplican sus fre- 
пов cuando están separados 45 m y ambos automóviles dismi- 
nuyen la velocidad a razón de 3 m/s”, determinar: 

a. Si chocarán. 

b. Еп caso de hacerlo, la velocidad relativa de choque. 
1-153* Un lanzador de peso lo lanza según un ángulo de 40% 
sobre la horizontal desde una altura de 1,8 m (fig. P13-153). Si 
el peso llega al suelo a una distancia de 15 m, determinar 

а, La celeridad inicial vg del peso. 

b. La altura máxima h alcanzada por el peso. 

с. La distancia 4 a la cual se alcanza la altura máxima. 


15m | 


Figura P13-153 


13-154 Una leva tiene una forma dada por r = 20 + 15 cos Ө 
mm (fig. P13-154). El pasador P corre por una guía dirigida a 
lo largo del brazo AB estando siempre en contacto con la leva 
por acción de un resorte. El brazo AB gira en sentido antihora- 
rio alrededor de A con velocidad angular constante de 30 
rev/min. Sabiendo que 8 = 0 en t=0, determinar: 


а. La velocidad у y la aceleración a del pasador en t = 0,6 s 
hb. El radio de curvatura de su trayectoria еп / = 0,66 


г= 20 + 15 соѕ Ө 
Figura P13-154 


13-155* El coche y el camión representados en la figura P13- 
1554 van ambos а 80 km/h cuando el coche decide adelantar al 
camión. Si el coche acelera a 1,2 m/s? y vuelve al carril de la de- 
recha cuando se halla 10,5 m delante del camión (fig. P13-155b), 
determinar: 


a. La distancia que recorre el coche durante el adelantamiento. 
b. La celeridad del coche cuando vuelve al carril de la dere- 
cha. 
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10,5 т 


Figura P13-155 


13-156* En la figura P13-156, el bloque А se está moviendo 
hacia la derecha con celeridad de 4 m/s; la celeridad disminu- 
уе a razón de 0,15 m/s”, En el instante representado d4 = 8 т 
y dy = 6 т. Determinar la velocidad relativa урд y la acelera- 
ción relativa apja- 


TE] 


de 
| 
Figura P13-156 


13-157 Un esquiador sale del extremo de un trampolín a 96 

km/h en una dirección que forma 10% por encima de la hori- 

zontal (fig. P13-157). Determinar: 

а. La altura máxima que alcanzará por encima del extremo 
del trampolín. 

b. El tiempo de vuelo del salto. 

& La distancia del salto (distancia 4 medida a lo largo de la 
pendiente). 


70 


О 


Figura Р13-157 


13-158* Un automóvil va a 90 km/h por una carretera para- 
lela a la vía del ferrocarril cuando alcanza a un tren. Si éste tie- 
ne una longitud de 800 m y va a 65 km/h, determinar el tiempo 
que tardará en recorrerlo si se mueven: 

а. Enel mismo sentido. 

b. Еп sentidos opuestos. 

13-159 En la figura P13-159, el bloque A se está moviendo 
hacia la izquierda con una celeridad de 90 cm/s; la celeridad 
está aumentando a razón de 24 ст /5?. En el instante represen- 
tado, d4 = 180 cm y @ = 240 cm. Determinar la velocidad rela- 
tiva урд y la aceleración relativa ayyy. 


h 


Figura P13-159 


13-160 Una partícula recorre una trayectoria dada рог 
КІ) = 50 cos 30 donde 6(1) se expresa en radianes у r en milí- 
metros. Si 0 =3 rad /s (constante) y 6-0 cuando / = 0, deter- 
minar: 
2. La velocidad у y la aceleración a de la partícula cuando +=0,8 s 
b. El radio de curvatura de la trayectoria cuando t= 0,8 s 
13-161* Un baloncestista lanza la pelota a una canasta situa- 
da a 7,5 m, según se indica en la figura P13-161. Determinar: 
a. La celeridad inicial оу necesaria para el enceste. 
b. El ángulo (de la trayectoria del balón cuando penetre en la 
canasta. 


Figura P13-161 


13-162* Un tren rápido va de Washington a Philadelphia 
(distancia 80 km) en 35 minutos. La celeridad máxima del tren 
es de 225 km/h. Si la desaceleración del tren es el doble de su 
aceleración. determinar: 


а. La desaceleración del tren. 
b. La distancia que recorre el tren yendo a su velocidad máxi- 
ma. 


13-163 Enla figura P13-163, el bloque В está descendiendo 
con una celeridad de 1,5 m/s; la celeridad disminuye a razón 


de 7,5 cm/s? En el instante representado, d4 = 3,6 m y dp = 2,7 
m. Determinar la velocidad relativa узд y la aceleración relati- 
уа apja- 


= 


Figura P13-163 


13-164 Una partícula sigue una trayectoria dada por r(t) = 
sin Өсов20 donde 6(1) se expresa en radianes у r еп milíme- 
tros. =2 rad/s (constante) y 0=0 cuando / = 0, determinar: 
a. La velocidad vy la aceleración a de la partícula cuando t=0.6s. 
b. El radio de curvatura de la trayectoria cuando / = 0.6 s. 


Problemas para resolver con ordenador 


C13-165 La lluvia cae con una celeridad de 27 m/s forman- 
do un ángulo de 20° con la vertical (fig. P13-165). Representar 
gráficamente el ángulo фе incidencia aparente de la lluvia so- 
bre el parabrisas en función de la celeridad del coche v, 
(0<v,< 130km/h), 


а, Si el coche se mueve contra la lluvia. 
b. Si el coche se mueve a favor de la lluvia. 


Figura P13-165 


С13-166 Е brazo АС del mecanismo seguidor de la leva re- 
presentado en la figura P13-166 gira con celeridad angular 
constante аз = 150 rev/min. Un resorte mantiene al pasador В 
apretado contra el contorno de la leva. Si la ecuación que des- 
cribe la forma de los lóbulos de ésta es 


R = 125 + 50 cos 30 


donde К se expresa en milímetros, calcular y representar gráfi- 
camente el módulo ор de la velocidad y el módulo ар de la ace- 
leración del pasador В en función de 0 (0 < 0 < 180°). ¿Sería la 
misma la forma de las curvas si la celeridad angular w fuese el 
doble? 


Figura P13-166 


(13-167 Un avión A vuela hacia el norte con una celeridad 

constante de 768 km/h cuando va a interceptarlo un avión de 

caza |, según se indica en la figura Р13-167. (Los dos aviones 
vuelan a la misma altitud). Si el caza lleva una celeridad cons- 
tante de 960 km/h, 

а. Determinar el tiempo mínimo necesario para que el caza inter- 
cepte al avión objetivo y la posición en que es interceptado. 

b. Una estrategia más sencilla, que no exige cálculos compli- 
cados, consiste en que el caza siga una trayectoria tal que 
vuele siempre apuntando hacia el blanco. Si el piloto del 
caza siguiera esta estrategia, calcular su posición en fun- 
ción del tiempo hasta que interceptara al otro avión. (Para 
resolver las ecuaciones diferenciales que permitan calcular 
la posición del caza, utilícese el método de Euler descrito en 
el Apéndice C.) Representar gráficamente la posición de 
ambos aviones a intervalos de 1 minuto hasta que el caza 
intercepte al otro. Determinar el tiempo y la posición en 
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que tiene lugar el alcance. Comparar este resultado con el 
tiempo mínimo que da la solución del apartado a. 


80 km: > 
| 


Figura P13-167 


C13-168 Un baloncestista lanza el balón a canasta con una ce- 
leridad inicial vg bajo un ángulo 6), según se indica en la figura 
РІЗ-168. Para que el balón atraviese el aro, debe incidir según 
un ángulo ¢ inferior а 70%. Otra restricción es que la máxima al- 
tura que alcance el balón no debe ser mayor que h =3 m. 


a. Calcular y representar gráficamente la celeridad inicial vo 
en función del ángulo inicial 6) (30 < 8, $ 70° ) para lograr 
el enceste. (No tener en cuenta los tiros que se apoyen en el 
tablero y entren.) 

b. Como el aro es algo mayor que el balón, para lograr el en- 
ceste no es necesario que el centro de éste pase exactamente 
por el centro de aquél. Ahora bien, los tiros que penetren en 
la canasta bajo un ángulo ф pequeño deben ser más precisos 
que los que lo hagan bajo un ángulo mayor. Supóngase que 
el balón pueda quedar corto o largo en 


10ті раа 65%<0<70% 
25mm рша 60°<ф<65° 
50 тт раа 50°<ф<60° 
100 тт раа 40°<%< 50° 
125 тт раа 30°<ф<40° 
150 тт раа 15° <0<30° 
175mm para 0° << 15° 


y representar gráficamente la gama de velocidades іпісіа- 
les aceptables para cada ángulo Ө, (30° < 0, < 70° ). 


Figura P13-168 


C13-169 Mediante un torno, se tira hacia la izquierda del ca- 
rro С representado en la figura P13-169. El gancho de la parte 
superior del carro está curvado de tal forma que se desengan- 
cheel cable cuando х =5 cm. Si el torno está devanando el cable 
a la razón constante de 60 cm/s: 


a. Calcular y representar gráficamente la celeridad vc y la ace- 
leración ас del carro en función de su posición x 
(260 < x < 180 cm). 

b. Representar gráficamente la posición x, la celeridad vy y la 
aceleración ac del carro en función del tiempo t (0 < t< 3s). 


60 cm/s 


Figura P13-169 


С13-170 Un zorro inicia la persecución de un conejo según se 
indica en la figura P13-170a. El conejo corre con celeridad cons- 
tante de 6 m/s siguiendo una trayectoria circular de 12 m de 
radio y el zorro corre con celeridad constante de 7 m/s. El ca- 
mino que sigue está siempre dirigido hacia la posición del co- 
nejo en cada instante. 


a. Utilícese el método de Euler de resolución de ecuaciones 
diferenciales (v. Apéndice C) para calcular la posición del 
zorro en función del tiempo hasta que atrapa al conejo (su- 
Póngase que el zorro atrapa al conejo cuando la separación 
entre ellos es inferior a 0,1 m). Representar gráficamente las 


posiciones de ambos animales a intervalos de 0,5 s hasta 
queel zorro сасе al conejo. En vez de corriendo siempre ha- 
cia el conejo ¿cuál debería ser el camino que siguiera el zo- 
rro para cazar al conejo en el mínimo tiempo posible? 


. Repetir el apartado a para el caso en que el conejo recorra 


una circunferencia alejándose del zorro (fig. P13-170b) y 
para el caso en que el conejo siga una trayectoria zigza- 
gueante alejándose del zorro (fig. Р13-170с). 


(© 
Figura P13-170 
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Figura 14-1 


14.1 INTRODUCCIÓN 


En el capítulo anterior hemos analizado la Cinemática del punto. Veíamos que 
para describir perfectamente el movimiento de un punto bastaba con conocer 
en todo instante su situación. Sin embargo, en el caso del movimiento de un só- 
lido la descripción completa de su movimiento exige que se den la situación y 
la orientación del cuerpo. En la Cinemática del cuerpo rígido intervienen mag- 
nitudes tanto lineales como angulares. 

Los sólidos que consideraremos en este capítulo y en los restantes se supon- 
drá que son rígidos. En un cuerpo rígido, la separación entre dos puntos cua- 
lesquiera es fija e independiente del tiempo (fig. 14-1). Evidentemente, si las 
distancias entre dos puntos cualesquiera son fijas, también lo serán los ángulos 
determinados por toda tripleta de puntos (fig. 14-1). 

Desde luego, los cuerpos reales nunca son rígidos. No obstante, en la ma- 
yoría de las aplicaciones técnicas, las deformaciones debidas a las fuerzas apli- 
cadas suelen ser relativamente pequeñas y las variaciones de forma del cuerpo 
debidas a las fuerzas aplicadas tendrán un efecto despreciable sobre la acelera- 
ción producida por un sistema de fuerzas o sobre las fuerzas que se precisan 
para producir un movimiento dado. Una vez terminado el análisis cinético, de- 
berán calcularse las deformaciones. Si son grandes, es posible que haya que re- 
petir los análisis cinemático y cinético teniendo en cuenta la deformación. 

Consideraremos cinco tipos generales de movimiento de un cuerpo rígido: 


1. Traslación Еп Ја traslación de un cuerpo rígido, la orientación de todo 
segmento rectilíneo del cuerpo se mantiene constante. Es decir, las rectas 
horizontales se mantienen horizontales, las verticales verticales, etc. Un 
movimiento en el cual una recta se mantenga siempre paralela a la veloci- 
dad, como sucede con rectas horizontales de un automóvil que recorra 
una carretera horizontal recta (fig. 14-2a), se dice que es un movimiento de 
traslación rectilínea. En la traslación rectilínea, todo punto del cuerpo si- 
gue una trayectoria rectilínea en el sentido del movimiento. En una trasla- 
ción curvilínea, la orientación de todo segmento rectilíneo sigue siendo 
invariable pero los distintos puntos no siguen trayectorias rectilíneas (fig. 
14-2b). En la traslación coplanaria, la trayectoria de cada punto —sea recta 
о curva— ве mantiene siempre en un plano. 

2. Rotación en torno a un eje fijo En la rotación alrededor de un eje fijo, una 
recta del cuerpo, el eje de rotación, está fija. Los puntos que no son del eje 
recorren trayectorias circulares centradas en el eje (fig. 14-2c). Si el eje de 
rotación no corta al cuerpo, podemos imaginar que éste se extiende hasta 
incluir el eje de rotación (fig. 14-24). Es decir, a fines cinemáticos, el movi- 
miento del cuerpo es el mismo que tendría si formara parte de un cuerpo 
rígido mayor que incluyera al eje de rotación. Como cada trayectoria cir- 
cular está contenida en un plano, la rotación de un cuerpo en torno a un 
eje fijo es un movimiento plano. 

3. Movimiento plano cualquiera Еп un movimiento plano, cada punto del 
cuerpo permanece en un plano. La traslación coplanaria y la rotación en 
torno a un eje fijo constituyen tipos concretos de movimiento plano en los 
cuales las rectas del cuerpo cumplen condiciones particulares. Todo otro 
tipo de movimiento plano entra en la categoría de movimiento plano cual- 
quiera (fig. 14-2e). 


== RER 
14.2 TRASLACIÓN 


Traslación rectilínea Traslación curvilínea 
(а) (b) 


Rotación en torno a un eje fijo 
(а (9 


Movimiento plano cualquiera Rotación en torno a un punto fijo 
(e) (0 
Figura 14-2 


4. Rotación en torno a un punto fijo Еп la rotación en torno a un punto fijo, 
uno de los puntos del cuerpo está fijo (fig. 14-2f). Cada punto se mueve siguien- 
do una trayectoria situada en la superficie de una esfera centrada en el punto fijo. 

5. Movimiento cualquiera Los demás movimientos entran en la categoría 
de movimiento cualquiera. 


14.2 TRASLACIÓN 


En la traslación de un cuerpo rígido, la orientación de todo segmento rectilíneo 
se mantiene constante. Es decir, las rectas horizontales se mantienen horizon- 
tales, las verticales se mantienen verticales, etc. Si А y B son dos puntos cuales- 
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Figura 14-3 


quiera del cuerpo, sus posiciones estarán relacionadas por la regla del 
triángulo para la suma de vectores: 


Тр = atia (14-1) 


donde гд у гр son los vectores de posición absolutos de los puntos A у В, геѕ- 
pectivamente, у гуд es la posición de В relativa а A. Como Іа posición relativa 
гуд es constante tanto en módulo (ya que el cuerpo es rígido) como en direc- 
ción (ya que el cuerpo está en traslación), su derivada será nula y derivando 
respecto al tiempo la ecuación 14-1 se tiene simplemente 


Vp = Va (14-2) 


donde v4 y vg son las velocidades absolutas de los puntos A y В, respectiva- 
mente. Es decir, en un cuerpo en traslación todos sus puntos tienen igual velo- 
cidad. 

Podemos derivar respecto al tiempo la ecuación 14-2 y obtenemos 


ар=ад (14-3) 


donde ад у ay son las aceleraciones absolutas de los puntos А у В, respectiva- 
mente. La ecuación 14-3 nos dice que, en un cuerpo en traslación, todos los 
puntos tienen igual aceleración. 

Como el movimiento de un punto es igual al de cualquier otro, no habrá 
que establecer ninguna distinción ente el movimiento del punto A y el del pun- 
to B. Se hablará, simplemente, de movimiento del cuerpo. Como la forma, ta- 
maño y orientación del cuerpo no importan para describir su movimiento, la 
Cinemática de los puntos que constituyen un cuerpo rígido en movimiento de 
traslación coincide con la Cinemática del punto estudiada en el capítulo 13. To- 
dos los resultados obtenidos en el capítulo 13 serán aplicables, por lo que no 
será necesario ir más allá en el estudio de la traslación de un cuerpo rígido. 


14.3 MOVIMIENTO PLANO 


En el movimiento plano, cada punto de un cuerpo permanece en un plano. 
Como todos los puntos de rectas perpendiculares a un plano tienen igual mo- 
vimiento, bastará considerar el movimiento en un solo plano. En lo que sigue. 
utilizaremos el plano que contiene al centro de masa, al que llamaremos plano 
del movimiento. 

Como los puntos no pueden salir del plano del movimiento, la posición de 
un cuerpo rígido en movimiento plano quedará determinada al dar la situa- 
ción de un punto y la orientación de una recta del plano del movimiento (fig. 
14-3). La orientación de la recta se puede determinar o bien dando el ángulo 
que forma con una dirección fija (fig. 14-3a) o dando la situación de dos puntos 
cualesquiera de la recta (fig. 14-3b). El movimiento de todo el cuerpo podrá de- 
terminarse a partir del movimiento de dicho punto y el movimiento de la recta. 

Importa observar que el movimiento angular de rectas del plano del movi- 
miento es el mismo para toda recta de un cuerpo rígido. Por ejemplo, conside- 
remos el cuerpo de la figura 14-4 en el que hemos dibujado dos segmentos 
rectilíneos separados un ángulo fijo 3. Ambos están en el plano del movimien- 


to y los ángulos que forman con una dirección fija de referencia son 84g y Өср. 79 
respectivamente, según se indica, En la figura 14-4 vemos que estos ángulos es- 14.4 ROTACIÓN EN TORNO A UN EJE 
tán relacionados en la forma РО 


On = Өлв+В (а) 


Al moverse el cuerpo, variarán los ángulos Өдд у ср. Sin embargo, como el 
cuerpo es rígido, el ángulo В es constante y al derivar la ecuación (a) respecto 
al tiempo, tendremos 


Wep = bcp = Өдв = Or ib) 


donde @, variación por unidad de tiempo de la posición angular, recibe el 
nombre de velocidad angular. La ecuación (b) nos dice que todas las rectas del Figura 14-4 
cuerpo tienen igual velocidad angular. Por tanto, 04; = ср se denominará, 
simplemente, velocidad angular del cuerpo. 
Derivando respecto al tiempo la ecuación (b) tenemos 


ось = @ср = Өср = Dan = Әлр = 0) © 


donde а, variación por unidad de tiempo de la velocidad angular, recibe el 
nombre de aceleración angular, Al igual que sucede con la velocidad angular, 
la aceleración angular es la misma para todas las rectas del cuerpo y 04р= бср 
se denomina, simplemente, aceleración angular del cuerpo. 


14.4 ROTACIÓN EN TORNO A UN EJE FIJO 


Hemos indicado que la posición de un cuerpo rígido en movimiento plano 
queda determinada al dar la situación de un punto y la orientación de una rec- 
ta en el plano del movimiento. El movimiento de todo el cuerpo se puede de- 
terminar a partir del movimiento de dicho punto y el movimiento de la recta. 
Sin embargo. en la rotación alrededor de un eje fijo, el punto del eje permanece 
siempre en él. Por tanto, el movimiento de todo el cuerpo se podrá determinar 
a partir del movimiento de una recta. 


14.4,1 Movimiento de una recta en la rotación en torno a un eje fijo 


En la rotación en torno a un eje fijo, la posición del cuerpo queda determinada al 
dar la posición angular Ө de una recta cualquiera del plano del movimiento. La 
derivada respecto al tiempo de la posición angular da la velocidad angular axt) 


do _ | 
ЕШ w(t) (14-4) 


y la segunda derivada da la aceleración angular а(/) 


00 э шр (14-5) 


del cuerpo rígido. 

Las ecuaciones 14-4 y 14-5 que relacionan posición angular, velocidad an- 
gular y aceleración angular de un cuerpo rígido son formalmente iguales a las 
que relacionan posición, velocidad y aceleración de un punto en movimiento 


во 
СІМЕМАТІСА DEL CUERPO RÍGIDO 


Figura 14-5 


rectilíneo y que se dedujeron en el apartado 13.3. Al igual que las ecuaciones 
del apartado 13.3 se integraban para obtener relaciones generales entre рові- 
ción, velocidad y aceleración de un punto en movimiento rectilíneo, se podrán 
integrar las ecuaciones actuales para obtener relaciones generales entre posi- 
ción angular, velocidad angular y aceleración angular de un cuerpo rígido. 

En particular, si conocemos la aceleración angular en función del tiempo, se 
podrá integrar para obtener la velocidad angular 


9-0 = |, okt) бт (14-6) 
y la posición angular 
90-6= |, ali) ат (14-7) 


en función del tiempo. En el caso particular en que Іа aceleración angular sea 
constante, dichas integrales son inmediatas y dan 


alt) = w+ ой (14-8) 


At) = 6,% 0+ + at? (14-9) 


Cuando se conozca la aceleración angular en función de la posición angular 
y no del tiempo, la regla de la cadena para la derivación da 


que se puede integrar para obtener la velocidad angular en función de la posi- 
ción angular 

2 г 1% 

кила f alg) аф (14-10) 

Las ecuaciones 14-6 a 14-10 son formalmente iguales a las que se desarrolla- 

ron en el apartado 13.3 para un punto en movimiento rectilíneo. Todos los re- 
sultados que se obtuvieron allí son también aplicables a la rotación de un cuerpo 
rígido en torno a un eje fijo, sin más que cambiar x por 6, v por @y a por о. 


14.4.2 Movimiento de un punto en la rotación en torno a un eje fijo 


En la rotación en torno a un eje fijo, los puntos que no estén en el eje recorren 
trayectorias circulares centradas en dicho eje. Si es rp el vector de posición del 
punto P medido relativo al eje de rotación (fig. 14-5), la velocidad del punto P 
expresada mediante las coordenadas п-Н (ес. 13-38) será 


Ур = rp0e, (14-11a) 


1 Las ecuaciones 14-114 y 14-124 se habrían podido escribir en función de las coordenadas 1-0. En 
el apartado 13.5 se vio que cuando un punto recorre un camino circular de radio constante, las 
expresiones de la velocidad еп el sistema de coordenadas n-t (ec. 13-38) y en el sistema de coor- 
denadas г-0 (ec. 13-33) son iguales. Análogamente, cuando un punto recorre un camino circular 
de radio constante, las expresiones de la aceleración en el sistema de coordenadas п- (ес, 13-38) 
y en el sistema de coordenadas 1-0 (ec. 13-33) son iguales. 


donde е; = eges un vector unitario tangente еп Р a su trayectoria circular (será, 
pues, perpendicular а гр). Las componentes x e y de esta velocidad se ve fácil- 
mente que dan 

Ур = — ^0 sen ĝi +rp@ сов Ө] (14-11b) 


donde 0 es el ángulo que rp forma con el eje x. 
La velocidad de P puede también escribirse en función de un vector veloci- 
dad angular w definido por 
w= ok 


(fig. 14-6). La dirección de este vector es la del eje en torno al cual gira el cuerpo. 
El sentido de rotación obedece a la regla de la mano derecha, Es decir, colocando 
la mano derecha con el pulgar apuntando en el sentido del vector, los otros de- 
dos se curvarán en el sentido de la rotación (en este caso, antihorario cuando 
se mira el plano del movimiento desde encima a lo largo del eje z). Entonces, el 
producto vectorial 

w X rp 


nos da un vector b, el cual es perpendicular a w y a rp. Por tanto, el vector b 
está contenido en el plano del movimiento y tiene la dirección y sentido del 
vector ур. Además, como ө y rp son perpendiculares, el módulo del vector b 
será rpo sen 90° = гро. Así pues, el vector b coincide con la velocidad del punto 
P, 

Vp = 0X rp = rp0e, (14-110) 


Expresando el producto vectorial de la ecuación 14-11c еп función de las соог- 
denadas x-y, tenemos 


Vp (wk) х (ғр сов 0 i+rp sen 8 |) 


(14-11d) 


—ть@ sen Ө1+ть@сов 6 j 


exactamente igual que la ecuación 14-11b. 
La aceleración del punto P que recorre su trayectoria circular alrededor del 
eje de rotación, tendrá componentes tangencial y normal (fig. 14-7) 


ap = (ap), + (ap), = трае, + грае, (14-124) 


Las componentes x e y de la aceleración se obtienen de 
ар = -?разеп Өбізтро сов 0 | 
ӘБЕС ОН УН (14-12b) 
= 10? cos Ө i- 7р0? sen Ө] 


Por analogía con la velocidad de P, la componente tangencial de la acelera- 
ción se podrá escribir en la forma 


(ар) 0% а, (14-120 
donde «es el vector aceleración angular definido por 


а = ок 
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FIJO 


ур=®хгр 


Figura 14-6 


Figura 14-7 
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ap =0xrp 


(арі, =0X lox rp) 


Figura 14-8 


(fig. 14-8). La dirección y sentido del vector æ es, de acuerdo con la regla de la 
mano derecha, como para ө. También, сото К, e, y e, son vectores unitarios 
perpendiculares, 


w X vp = (wk) X (rpwe,) = r pae, = (ар), (14-120 
у en consecuencia, la aceleración de Р será 
ар = (ар), + (ap), -аХт,% X ур 
(14-12e) 
= ахтръо Х(о X rp) 
(Nótese que en el último término es necesario el uso de paréntesis ya que 


w X (w X rp) (о X w) хтр = 0 


y el orden en que se efectúen los productos vectoriales es importante.) 


PROBLEMA EJEMPLO 14.1 


El plato de un tocadiscos alcanza su celeridad de funcionamiento de 331 rpmal 
cabo de 5 revoluciones a partir del momento de ponerlo en marcha. Determinar 
la aceleración angular inicial œ del plato si: 


а. La aceleración angular es constante, о = œ% = constante. 
b. La aceleración angular disminuye linealmente con la velocidad angular 
desde ay cuando в = 0 hasta 00/4 cuando 0 = 33! rpm. 


SOLUCIÓN 


a. Primero hay que expresar la velocidad angular en rad /s 


(331 rpm) (2л rad/rev) 
60 s/min 


= 3,491 rad/s 


y el desplazamiento angular en radianes 
(5 rev)(27 rad/rev) = 107 rad 


Ahora, como se busca una relación entre desplazamiento angular y veloci- 
dad angular, se integrará 


=%4® 
а= 010% 
y se obtendrá 
2 
мы = a (107) 
osea 
а = 0,1939 rad/s? Resp, 
b. Еп este caso, la aceleración angular ha de disminuir linealmente con la ve- 
locidad angular de manera que 


alo) = a(l 0, 21480) 


зі wdw _ гол 
5% толыға оја "40 


lo cual da 
ау = 0,4390 rad/s? 
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но 


Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 14.2 


Una rueda dentada de 80 mm de diámetro gira en torno a un eje que pasa por su y 
centro O (fig. 14-9). En cierto instante, la velocidad angular de la rueda es de 

2 rad/s en sentido antihorario, aumentando a razón de 1 rad/s?. Determinar la 

aceleración (en módulo, dirección y sentido) del diente A en dicho instante. 


SOLUCIÓN 


La aceleración de un punto de un cuerpo rígido en rotación en torno a un eje fijo 


es 


= гае, + rae, = (40)(1)j+ (40)(2) 


= = 160i + 40j mm/s? 
= 164,9 mm/s? “>. 14,04° 


O; A 
© 5 
| | 
и 80 mm 4 

Resp. Figura 14-9 


De otra manera, expresando la aceleración mediante productos vectoriales 


ал = ах (140 X (0X1)) 


" 


" 


40j+ (2k) х (80j) = 40) + 160 (-i) 
= 1601 + 405 mm/s? 
164,9 mm/s? = 14,040 


como antes. 


(1k) х (401) + (2k) х [(2k) х (401) | 


Resp. 


PROBLEMAS 


14-1 La posición angular de una rueda dentada viene dada 
por 


Ө = Se! sen 21 rad 


expresando / en segundos. Determinar la velocidad angular y 
la aceleración angular de la rueda en el instante /=2 


8. 


14-2 La velocidad angular de una rueda dentada viene dada 
por 


4а) +96? = 25 


donde w= 0 y O= Ө(1). Determinar 


а. La aceleración angular de la rueda en función de la posi- 
ción angular. 
b. La posición angular de la rueda en función del tiempo. 


14-3. El motor eléctrico representado en la figura P14-3 da a 
la muela una aceleración angular constante cuando se pone en 
marcha. Si el motor alcanza su celeridad de funcionamiento de 
3600 rpm en 3 s a partir de su puesta en marcha, determinar la 
aceleración angular de la muela 


Figura P14-3 


14-4* El motor eléctrico del problema 14-3 da a la muela una 
aceleración angular constante de 150 rad /s? cuando se pone en 
marcha, Determinar 


a. El tiempo que tarda el motor en alcanzar su celeridad de 
funcionamiento de 3600 rpm a partir de su puesta en mar- 
cha. 

b. El número de revoluciones que da la muela hasta alcanzar 
el motor su celeridad de funcionamiento. 


14-5 Cuando se desconecta el motor del problema 14-3, el 
rozamiento en los cojinetes hace que la muela tarde 2 minutos 
en pararse, con desaceleración angular constante. Determinar 
la desaceleración angular de la muela debida al rozamiento, 


14-6 El rozamiento en los cojinetes del motor eléctrico del 
problema 14-3 origina una desaceleración angular constante 
de 3 rad /s? cuando se desconecta el motor. Determinar 


a. El tiempo que tardará en pararse la muela si tenía una cele- 
ridad angular de funcionamiento igual a 3600 rpm. 

b. El número de revoluciones que dará la muela antes de pa- 
rarse. 


14-7" Un motor de par variable da a un disco una aceleración 
angular que varía linealmente con la posición angular en la for- 
ma indicada en la figura P14-7. Si la velocidad angular del dis- 
со es de 10 rad/s cuando 0 = 0, determinar la velocidad 
angular del disco al cabo de 50 revoluciones. 


ы 
S 


хл 


Aceleración angular, с (rad/s2) 
2 


0 25 50 
Posición angular, Ө (rad) 


Figura P14-7 


14-8 Un motor de par variable da a un disco una aceleración 
angular inversamente proporcional a su velocidad angular 


«= Е тай? 
0 


donde ве expresa еп rad /s, k es una constante y @= 0 cuando 
9-0. Si la velocidad angular del disco es de 40 rad/s al cabo 
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de 25 revoluciones, determinar cuál será su valor al cabo de 50 
revoluciones. 


14-9* Un motor de par variable da a un disco una aceleración 
angular de 


D gy aa 
a (2 в) rad/s 


donde @ве expresa en rad/s y 0- 


=0 en t=0. Determinar 

а. El tiempo que tarda el motor en hacer dar 50 revoluciones 
al disco, 

b. La velocidad angular del disco al cabo de 50 revoluciones. 


14-10" Un motor de par variable da a un disco una aceleración 
angular de 
а = 80,50 


donde @ se expresa en rad/s y 0- 0= 0 еп t= 0. Determinar 


а. El tiempo que tarda el motor en hacer dar 50 revoluciones 
al disco. 
b. La velocidad angular del disco al cabo de 50 revoluciones. 


14-11 Un pequeño bloque В gira con el plato horizontal A de 
la figura Р14-11. La distancia entre el bloque y el eje de rotación 
es г = 75 mm, la aceleración angular del plato es =5 rad/s? = 
constante y la velocidad angular inicial es nula. Determinar 


а. El instante 4 en el que las componentes normal y tangen- 
cial de la aceleración son iguales. 

b. El número N de revoluciones que da el plato entre los 
instantes = 0 y t= t. 

< La velocidad angular del plato en t = t. 


Figura P14-11 


14-12" Un pequeño bloque В gira con el plato horizontal A de 
la figura P14-11. La distancia entre el bloque у el eje de rotación 
es r = 50 mm, la aceleración angular del plato es œ= 5 rad/s? = 
constante y la velocidad angular inicial es nula. Determinar 


a. El instante t, en el que el módulo de la aceleración del blo- 
que vale 4 m/s?. 

b. El número N de revoluciones que da el plato entre los ins- 
tantes = 0у (=h. 

с. La velocidad angular del plato en t 


14-13 Оп pequeño bloque В gira con el plato horizontal A de 
la figura P14-11. La distancia entre el bloque y el eje de rotación 
es r = 125 mm, la aceleración angular del plato es 4=-2 
rad/s? = const. y la velocidad angular inicial es а) = 15 rad/s. 
Determinar el ángulo ¢ que forma la aceleración ay del bloque 
соп е! radio ОВ en t=5s. 


14-14 Оп pequeño bloque В gira con el plato horizontal A de 
la figura P14-11. La distancia entre el bloque y el eje de rotación 
es r=80 mm, la aceleración angular del plato es a=-3 rad/s?= 
constante y la velocidad angular inicial es œ= 15 гай /5. Deter- 
minar el instante t en que el ángulo ф que forma la aceleración 
ay del bloque con el radio OB es de 30%. 


14-15" Un pequeño bloque В gira con el plato horizontal A de 
la figura P14-11. La distancia entre el bloque y el eje de rotación 
es r = 100 mm, la aceleración angular del plato es 0=2 rad /s?= 
constante y la velocidad angular inicial es nula. Calcular y re- 
presentar gráficamente 


a. El módulo de la aceleración ар del bloque en función del án- 
gulo de rotación 6 para las dos primeras revoluciones del 
plato. 

b. El ángulo $ que forma la aceleración ay del bloque con el ra- 
dio OB en función del ángulo de rotación Ө para las dos pri- 
meras revoluciones del plato. 


14-16: El plato de bicicleta representado en la figura P14-16, 
tiene un diámetro de 200 mm. En un cierto instante, un eslabón 
de la cadena tiene una velocidad v,=0,4 m/s y una aceleración 
ал = 0,1 m/s?. Para este instante, determinar 

a. La velocidad angular @ del plato. 

b. Su aceleración angular о. 

e. La aceleración ар del diente В de dicho plato. 


O O O 2” 
16 


Figura Р14- 


14-17 El plato de bicicleta representado en la figura P14-16, 
cuyo diámetro es de 15 cm, está accionado por un motor eléc- 
trico que le comunica una aceleración angular constante о. El 
eslabón A de la cadena tiene una velocidad de 6 m/s, 5 s des- 
pués de que el motor arranque. Determinar 


a. La aceleración angular о del plato. 
b. La velocidad angular әде! plato en el instante en que од = 
6m/s. 


с, La aceleración ар del diente В del plato en el instante en que 
v,=6m/s. 


14-18“ Dos pesos А у В están sostenidos por hilos arrollados a 
un tambor escalonado según se indica en la figura P14-18. En 
el instante representado, el peso A lleva una velocidad vertical 
hacia abajo de 2 m/s, disminuyendo su celeridad a razón de 
1,5 m/s”. Determinar para este instante, 


a. La aceleración del peso В. 
b. La aceleración del punto D del borde del tambor. 


Figura Р14-18 


14-19 El tambor С representado en la figura P14-19 gira sobre 
dos ruedecitas А y В. Cuando arranca el motor, hace girar la 
rueda А con una aceleración angular constante од. Si el tambor 
alcanza su celeridad de funcionamiento de 20 rpm al cabo de 
3 в del arranque, determinar 


a. La aceleración angular de la rueda A. 
b. El número de revoluciones que habrá girado el tambor en 
los tres primeros segundos. 


Figura P14-19 


14-20* Inicialmente, el disco B de la figura P14-20 está en re- 
poso y el disco A gira a 600 rpm. Cuando llegan a tocarse, des- 
lizan durante 10 s y en este intervalo de tiempo la aceleración 
angular de cada disco se mantiene constante. Al final de los 
108, los discos ruedan sin deslizar uno sobre otro y el disco A 
habrá alcanzado una velocidad angular final de 250 rpm. De- 
terminar la aceleración angular de cada disco y la velocidad 
angular final del disco B, 


Figura P14-20 


14-21. Inicialmente, el disco B de la figura P14-21 gira еп sen- 
tido horario a 200 rpm y el disco A lo hace еп sentido antihora- 
rio a 500 rpm. Cuando llegan a tocarse, se deslizan durante 5 5 
y en este intervalo de tiempo la aceleración angular de cada 
disco se mantiene constante. Al final de los 5 s, los discos rue- 
dan sin tocarse y el disco B habrá alcanzado una velocidad an- 
gular final de 250 rpm en sentido horario. Determinar la 
aceleración angular de cada disco y la velocidad angular final 
del disco A. 


14-22 Se quiere llevar los dos discos de la figura P14-20 а con- 
tacto sin deslizamiento. Inicialmente, el disco B está en reposo 


Figura P14-21 


y el disco А gira a 600 rpm. Si al disco A se le comunica una des- 
aceleración angular constante de 3 rad/s? y al disco В se le da 
una aceleración angular constante de 5 rad/s?, determinar el 
tiempo que tardarán los discos en contacto en girar sin desliza- 
miento y la velocidad angular de cada disco en ese instante. 


14-23* Se quiere llevar los dos discos de la figura P14-21 a con- 
tacto sin deslizamiento. Inicialmente, el disco B está en reposo 
y el disco А gira a 750 rpm. Si al disco A se le comunica una des- 
aceleración angular constante de 5 rad /s? y al disco B se le da 
una aceleración angular constante de 8 rad/s?, determinar el 
tiempo que tardarán los discos en contacto en girar sin desliza- 
miento y la velocidad angular de cada disco en ese instante. 


14.5 MOVIMIENTO PLANO CUALQUIERA 


En este apartado nos referimos a todo movimiento plano en el cual las rectas 
del cuerpo giren sin que haya ningún punto del cuerpo fijo. Veremos que los 
movimientos planos cualesquiera son una superposición de una traslación y 
una rotación en torno a un eje fijo. 

Existen dos métodos generales para la solución de los problemas del movi- 
miento plano cualquiera. En el primero, se escriben las relaciones geométricas 
que describen las ligaduras a las que está sometido el cuerpo y su interacción 
con otros cuerpos, Después se utilizan estas relaciones para describir la situa- 
ción y movimiento de otros puntos del cuerpo. El segundo método aprovecha 
el concepto de movimiento relativo de puntos que se describió en el apartado 
13.6. Como la distancia entre dos puntos de un cuerpo rígido es invariable, las 
expresiones de la velocidad y aceleración relativas adoptan formas particular- 
mente sencillas que sólo dependen de la velocidad angular y de la aceleración 


angular del cuerpo. 


Para resolver un problema particular puede utilizarse uno u otro método. 
Algunos problemas tienen una descripción geométrica sencilla y pueden tra- 
tarse fácilmente con el método del movimiento absoluto. Los problemas que 
no puedan describirse geométricamente con facilidad, suelen resolverse utili- 
zando el método del movimiento relativo. Para muchos problemas, la elección 
del método es cuestión de gusto. 


86 


14.5.1 Análisis del movimiento absoluto 


Las ecuaciones relativas al movimiento angular del cuerpo rígido y al movi- 
miento de alguno de виз puntos se pueden obtener efectuando un análisis mi- 
nucioso de la relación entre puntos y rectas del cuerpo rígido. Primero se 
obtiene la situación de un cierto punto del cuerpo en función de la orientación 
angular de éste, A continuación, las derivadas respecto al tiempo de esta rela- 
ción dan la velocidad y la aceleración del punto en función de la orientación 
angular, la velocidad angular y la aceleración angular del cuerpo. 

Como el método del movimiento absoluto se apoya totalmente en la des- 
cripción geométrica del cuerpo o cuerpos del problema, no se pueden deducir 
fórmulas generales. Habrá que deducir fórmulas específicas para cada proble- 
ma concreto, tal como se ilustra en el ejemplo 14-3. 


Deducir una expresión que relacione la posición de un punto del borde de una 
rueda con la rotación de la rueda cuando ruede sin deslizamiento sobre una su- 
perficie horizontal en reposo. Utilizar dicha expresión para: 


a, Dar la velocidad del punto en función de Өу о, 

b. Demostrar que la velocidad del punto de contacto entre la rueda y la su рег- 
ficie es instantáneamente nula. 

& Dar la aceleración del punto en función de 6, оу а. 

d. Demostrar que la aceleración del punto de contacto con la superficie es nor- 
mal a ésta y no es nula, 


SOLUCIÓN 


a. Sean А, B, C y D puntos del borde de la rueda tales como los representados 
en la figura 14-10, Cuando la rueda gire un ángulo 6, su centro pasará de O. 
a О” y el punto С pasará a entrar en contacto con la superficie еп С^. La po- 
sición del punto А se podrá escribir en función del ángulo 6. 


Ty = (х+ геп 8)i+ (r+r cos уі 


donde x = ОО” = ВС” es la distancia recorrida por el centro de la rueda al 
girar ésta. Como la rueda no resbala al girar. la distancia ВС deberá ser 
igual a la longitud del arco ВС = r8 y por tanto 


ra= (10+r sen біз (r+r cos 6)j Resp. 


(La trayectoria representada por esta ecuación se denomina cicloide y pue- 
de verse dibujada en la figura 14-114.) 
La velocidad del punto A es la derivada respecto al tiempo desu vector 
de posición 
dr, 40 
УА ЗАТ ДӨ ЧЕ 
= rw (1 +cos Ө)1—веп Ө j] Resp. 


En la figura 14-112 se han representado las componentes y e y de la veloci- 
dad. 


© 
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CUALQUIERA 


Figura 14-10 


(a) 


(ы 


Figura 14-11 
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—14-24* La barra CD de la figura P14-24 se mueve horizontal- 
mente haciendo que gire la palanca AB. El disco tiene un radio 
r=50 mm y en el instante representado, Ө = 30° y la velocidad 
del vástago es de 7 m/s hacia la derecha. Determinar la veloci- 
dad angular о de la palanca AB. 


> 14-25* La barra CD de la figura Р14-24 se mueve horizontal- 
mente haciendo que gire la palanca AB. El disco tiene un radio 
к= 50 mm y en el instante representado, х = 125 mm y la velo- 
cidad del vástago es de 4,5 m/s hacia la derecha. Determinar la 
velocidad angular о de la palanca AB. 


14-26 En el caso del mecanismo del problema 14-24, expresar 
la velocidad angular @ de la palanca AB en función de la velo- 
cidad v de la barra CD, el radio ғ del disco y el ángulo Ө que la 
palanca AB forma con la horizontal. 


14-27* En el caso del mecanismo del problema 14-24, expresar 
la velocidad angular œde la palanca АВ en función de la velo- 
cidad v de la barra CD, el radio r del disco y la distancia x. 


14-28 La rotación de la leva circular de la figura P14-28 hace 
que suba y baje el émbolo. El radio de la leva es r = 50 mm y 
está montada en un eje situado a una distancia b = 35 mm de su 
centro. En el instante representado, la leva gira con una celeri- 
dad angular constante œ= 15 rad/s y Ө= 60°. Determinar la ve- 
locidad y la aceleración del émbolo en ese instante. 


Figura P14-28 


14-29 Еп el caso del mecanismo de la figura P14-28, expresar 
la velocidad v y la aceleración a del émbolo en función de la ve- 


locidad angular y la aceleración angular а de la leva, su radio 
ry el ángulo 6. 


14-30* El mecanismo representado en la figura P14-30 se uti- 
liza para convertir el movimiento de rotación del brazo AB en 
movimiento de traslación del vástago CD. En el instante терге- 
sentado, el brazo AB de longitud b =0.2 m está girando en sen- 
tido antihorario con celeridad angular constante œ= 12 rad /s 
y Ө= 60°, Determinar la velocidad y la aceleración del vástago 
en ese instante. 


Figura P14-30 


14-31 Enel caso del mecanismo del problema 14-30, expresar 
la velocidad y la aceleración del vástago en función de la posi- 
ción angular 6, la velocidad angular а, la aceleración angular 
ay la longitud b de la barra АВ. 


=14-32* Las correderas A y В de la figura P14-32 están obliga- 
das a moverse por sendas guías vertical y horizontal, respecti- 
vamente y están conectadas mediante una barra rígida de 
longitud d = 800 mm. En el instante representado, Ө = 75° y la 
corredera B se mueve hacia la derecha con una celeridad cons- 
tante de 25 mm/s. Determinar la velocidad angular y la acele- 
ración angular de la barra AB en ese instante. 


Figura P14-32 


14-33* Las correderas A y B de la figura P14-32 están obliga- 
das a moverse por sendas guías vertical y horizontal, respecti- 
vamente y conectadas mediante una barra rígida de longitud 
4-90ст. En el instante representado, х = 30 cm y la corredera 
B se mueve hacia la derecha con una celeridad constante de 
15 cm/s. Determinar la velocidad y la aceleración de la corre- 
dera А en ese instante. 


14-34 En el caso del sistema de la figura P14-32, expresar la 
velocidad angular y la aceleración angular de la barra AB en 
función de la velocidad ор y la aceleración аң de la corredera В, 
la longitud d de la barra AB y el ángulo 8. 


14-35* En el caso del sistema de la figura Р14-32, expresar 1а 
velocidad y la aceleración de la corredera A en función de la 
velocidad оӊ y la aceleración ав de la corredera B, la longitud d 
de la barra AB y la distancia x. 


14-36 La barra AB de 2 т de longitud, representada en la fi- 
gura P14-36, se desliza por un escalón de altura d = 1 m. Si el 
extremo B de la barra se mueve hacia la derecha con una cele- 
ridad constante de 0,25 m/s, determinar la velocidad angular 
de la barra en el instante en que el ángulo Ө valga 50°. 


Figura P14-36 


14-37 La barra AB de 2,1 m de longitud, representada en la fi- 
gura P14-36, se desliza por un escalón de altura d = 1,2 m. Si el 
extremo B de la barra se mueve hacia la derecha con una cele- 
ridad constante de 0,15 m/s, determinar la velocidad angular 
de la barra en el instante en que х = 0,6 m. 


14-38* En el caso de la barra del problema 14-36, determinar 
la velocidad del punto C de la barra que está en contacto con el 
escalón. 


14-39 Еп el caso de la barra del problema 14-36, expresar la 
velocidad angular de la barra AB en función de la posición x, la 
celeridad x de В, la altura d del escalón y el ángulo Ө. 
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14-40* Al girar la leva circular de la figura Р14-40, la barra se- 14-41* En el caso del mecanismo del problema 14-40, expresar 
guidora se mueve arriba y abajo. El radio de la leva es г =40 Іа velocidad y la aceleración de la barra seguidora en función 
mm y está montada sobre un eje situado a una distancia b = 25 de la velocidad angular w y la aceleración angular @ де la leva, 


mm de su centro. El radio del disco menor es г; 


30mm.Enel los radios r; y r de los discos y el ángulo Ө. 


instante representado, la leva gira con una celeridad angular 
constante @ = 10 rad /s y 6- 30". Determinar la velocidad y la 
aceleración que, en este instante, lleva la barra seguidora, 
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Figura P14-40 


14.5.2 Velocidad relativa 


Si son A y B dos puntos cualesquiera, sus posiciones estarán relacionadas, se- 
gún la regla del triángulo para la adición de vectores, por 


Tg = гард (14-13a) 


donde r4 y rg son las posiciones absolutas de los puntos А y B, respectivamente 
y гул es la posición de B relativa a А. Derivando respecto al tiempo la ecuación 
14-1 tenemos 

Vg = Va + Vga (14-13b) 


donde уд es la velocidad absoluta (medida respecto a un sistema de coordena- 
das fijo) del punto A, ур es la velocidad absoluta del punto B y урул es la velo- 
cidad relativa del punto B (medida relativa al punto A). Las ecuaciones 14-134 
y 14-13b son aplicables a dos puntos cualesquiera —tanto si forman parte de 
un cuerpo rígido como si no. 

Sin embargo, si los puntos А у В pertenecen a un cuerpo rígido, su separa- 
ción será constante y el punto B resulta recorrer una trayectoria circular alre- 
dedor del punto А. Por tanto, la velocidad relativa ууд vendrá dada por (ec. 
14-11) 

Ув/л = gr408,= ӨК X грд (14-130 


donde трд = гр — гд, e, es un vector unitario tangente al movimiento relativo 
(tangente a la circunferencia centrada en A) у @ ев la velocidad angular del 
cuerpo. Entonces 
Va = Ул%Ур/д<Уд%?р/дФе; 
БАТЫС ЗАТ (14-13ф 


Por tanto, la velocidad del punto В consiste еп la suma de dos partes: v4, que 
representa una traslación de todo el cuerpo con el punto A, y грудое,, que re- 
presenta una rotación de todo el cuerpo alrededor de A (fig. 14-12). Concreta- 
mente, la ecuación 14-13d nos dice: La velocidad de un punto cualquiera B de un 
cuerpo rígido consta de una traslación del cuerpo rígido con un punto A más una ro- 
tación del cuerpo rígido en torno al punto A. 

La ecuación de la velocidad relativa (ec. 14-13d) es una ecuación vectorial 
que, en el caso del movimiento plano, tiene dos componentes escalares inde- 
pendientes. Por tanto, la ecuación de la velocidad relativa se puede utilizar 
para hallar las dos componentes de la velocidad ур de un cierto punto cuando 
se conozcan la velocidad angular œ del cuerpo y la velocidad ул de otro punto 
del cuerpo. También puede resolverse dicha ecuación cuando se conozcan las 
direcciones de las velocidades уд y ур (por ejemplo, si A у В se deslizan a lo 
largo de guías fijas) y se da una de las tres magnitudes v4, vg и 0. 

Cuando dos o más cuerpos rígidos estén unidos por un pasador, como en la 
figura 14-13, podrán escribirse por separado las ecuaciones de la velocidad rela- 
tiva correspondientes a cada uno de los cuerpos. Uno de los puntos utilizados en 
cada ecuación deberá ser el punto común (punto В en la fig. 14-13) que une los 
dos cuerpos; su velocidad será la misma para cada cuerpo. El otro punto en cada 
ecuación será distinto (A o C) cuya velocidad sea conocida o haya que encontrar. 
Entonces, las velocidades y las velocidades angulares de los cuerpos podrán re- 
lacionarse igualando las dos expresiones de la velocidad del punto común 


Уз = Yat Vora = Yet Урус 
osea 
УА ФЕ X труд = Ус+ Ock X отр 


De esta ecuación pueden despejarse dos incógnitas cualesquiera si se dan las 
otras cantidades. 


PROBLEMA EJEMPLO 14.4 
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Figura 14-12 


Figura 14-13 


Figura 14-14 
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Pero, según se ve en la figura 14-15, la velocidad relativa viene dada por 
СІМЕМАТІСА DEL CUERPO RIGIDO 


Vaze = 30e,=30(= cos 30%- зеп 30°]) 


Ahora bien, la componente x de la ecuación а da 


\ 0 = 2-3% cos 30°i 
> озеа 
Ф = 0,770 rad/s (antihorario) Кезр. 
y la componente y da 
од = -(3)(0,770) sen 30° = – 1,155 m/s 
osea 
y e уд = 1155 п | Кезр. 
Е De otra manera, el término de la velocidad relativa se puede calcular utili- 


zando el producto vectorial 
Figura 14-15 
Уд/в = ӨК x (3 sen 30% +3 cos 30%) 


= -3@ sen 30°) -3% sen 30% 


que da el mismo resultado anterior. 


PROBLEM 


JEMPLO 14. 


La rueda del mecanismo corredera-cigüeñal representado en la figura 14-16 gira 
en sentido antihorario con celeridad constante de 10 rad /s. Determinar la velo- 
cidad ур de la corredera y la velocidad angular оар de la biela AB del cigüeñal 
cuando 6 = 60°. 


Figura 14-16 


SOLUCIÓN 


La rueda y la biela AB son dos cuerpos rígidos conectados еп el punto A. La уе- 
locidad del eje O de la rueda ев nula y la de la corredera В sólo tiene componente 


horizontal. Escribiendo la velocidad del punto común en relación con las velo- 


cidades de estos puntos y las velocidades angulares de cada uno de los cuerpos, 
se tiene 


АБАГА Уо%Уд/о (b) 
Tomando un sistema de coordenadas que tenga el eje x dirigido hacia la derecha 
y el eje y dirigido hacia arriba, y haciendo referencia a la figura 14-17, los térmi- 
nos de las velocidades relativas son 
Var = 7500 y E sen фі-сов 0 |) mm/s 
Vazo = 22564(- sen 60° 1- cos 60°]) mm/s 


en donde se determinará el ángulo ф mediante el teorema del seno (fig. 14-17c) 


sen ф _ sen 60° 
225 750 
de donde 
Y = 15,067 


Luego, las componentes x e y de la ecuación b 


Dg 7500, зеп 15,06" = — (225) (10) sen 60% 
= 7500), Cos 15,06? = — (225) (10) cos 60% 


dan 
ap = =1,553 rad/s 
| = 1,553 rad/s (horario) Resp. 
у 
Фр = -2250 mm/s 
osea 
Ур = 22,50 m/s <— Resp. 
e y 
IODOA A 
x 
OOA у А 
0 B B 
о IVBOAB * 2 AB Е + 
(а) ib) (а 
Figura 14-17 
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PROBLEMAS 


14-42* Las correderas A y B de la figura P14-42 están obliga- 
das a moverse por sendas guías vertical y horizontal. respecti- 
vamente y están conectadas por una barra rígida de longitud 
4-800 mm. En el instante representado, Ө = 75° y la corredera 
B se mueve hacia la derecha con una celeridad constante de 25 
mm/s. Determinar la velocidad de la corredera A y la veloci- 
dad angular de la barra AB en ese instante. 


Figura P14-42 


14-43* La barra AB de longitud 2,1 m, representada en la figu- 
ra P14-43, se apoya en un escalón de 1,2 m de altura. Si el extre- 
mo B de la barra se mueve hacia la derecha con celeridad 
constante de 0,15 m/s, determinar la velocidad angular de la 
barra en el instante en que х = 0.6 m. 


5-і 


Figura P14-4 


14-44 El émbolo de la figura P14-44 está conectado al сідйе- 
ñal mediante una biela de 650 mm de longitud. En el instante 
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representado, la velocidad angular del cigüeñal es de 360 rpm 
en sentido horario. Determinar la velocidad del émbolo en ese 
instante. 


Aal 650mm 


Figura P14-44 


14-45* El movimiento del núcleo del solenoide representado 
en la figura P14-45 hace girar una rueda dentada. Si, en el ins- 
tante representado, la velocidad angular de la rueda es (y = 
4 rad/s en sentido antihorario, determinar la velocidad angu- 
lar одр de la barra AB y la velocidad уд del núcleo. 


ы —— 325 тт 4 
Figura Р14-45 


14-46 El brazo ВС de la figura Р14-46 está unido al bloque 
deslizante y se le hace girar en sentido horario con celeridad 
angular constante de 2 rpm. Determinar la velocidad ос del 
bloque y la velocidad angular del enlace AB en el instante re- 
presentado, en el cual @ = 75° 


Figura P14-46 


14-47 Та barra de mando ВС está unida a la manivela AB, se- 
gún se indica en la figura P14-47. En el instante representado, 
la barra de mando BC se desliza por el interior de la guía pivo- 
tante D a razón de 375 mm/s. Determinar la velocidad angular 
yy de la manivela en ese instante. 


Ny 
сас 
375 mm/s 
Figura P14-47 
14-48* La rueda representada en la figura Р14-48 gira con una 
celeridad angular constante de 120 rpm en sentido antihorario. 


Determinar, en el instante representado, la velocidad angular 
Фл de la barra AB y la velocidad уд de la corredera A. 


250 mm 


Figura P14-48 


14-49 La rueda de la figura Р14-49 asciende por el plano in- 
clinado con una velocidad de 600 mm/s y velocidad angular 
de 5 rad/s en sentido horario. Determinar la velocidad de des- 
lizamiento en el punto de contacto A (velocidad relativa entre 
el punto de la rueda y la superficie en reposo). 


5 “ш 


600 mm/s 


Figura P14-49 


14-50* En el instante representado, el rodillo C de la figura 
P14-50 asciende por el canal con una velocidad de 250 mm/s. 
Determinar las velocidades angulares de las dos barras y la ve- 
locidad del pasador B en ese instante. 


Figura P14-50 


14-51* La manivela AB de la figura P14-51 tiene una velocidad 
angular constante de 60 rpm en sentido antihorario. Si en el 
instante representado 0 = 40°, determinar la velocidad angular 
del miembro ВС y la velocidad de deslizamiento en el punto de 
contacto D (velocidad relativa entre el punto del brazo BC y el 
pivote en reposo). 


el 450 mm 


Figura Р14-51 


14-52 Los engranajes de un automóvil de transmisión auto- 
mática constan de un anillo dentado R, una rueda planetaria P, 


Figura P14-52 
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tres (o más) ruedas satélites S y un marco giratorio C conectado 
a los centros de las ruedas satélites (fig. P14-52). Se logran di- 
versas razones de engranaje (razón de la velocidad angular de 
salida @ a la velocidad angular de entrada œn) manteniendo 
fija una de las partes y accionando las otras. Determinar la ra- 
zón de engranaje de la transmisión representada si se mantiene 
fijo el anillo, el planetario es la entrada (0, = ақ) y el marco gi- 
ratorio es la salida (йы = Өс). 


14-53* La placa triangular de la figura P14-53 oscila cuando 
gira el enlace AB, Determinar la velocidad angular de la placa 
y la velocidad del punto D en el instante representado, si el en- 
lace AB está girando a 60 rpm en sentido antihorario en el ins- 
tante representado. 


100 mm 
Figura Р14-53 


14-54* El movimiento del mecanismo representado еп la figu- 
та P14-54 está gobernado por la acción horizontal de los cili 
dros hidráulicos unidos a él en A y C. En el instante representa- 
do, A se mueve hacia la derecha con velocidad de 75 mm/s y 
C tiene una velocidad de 50 mm/s hacia la izquierda. Determi- 
nar las velocidades angulares de ambas barras y la velocidad 
del punto B en el instante representado. 


Figura P14-54 


14-55 La empuñadura del mecanismo representado en la fi- 
gura P14-55 tiene una velocidad de 125 mm/s vertical y hacia 
abajo durante un corto intervalo de tiempo de su movimiento. 
Determinar la velocidad angular de la barra AB y la velocidad 
del punto А en el instante representado. 


125 mm/s 


B 


E E 


Figura P14-55 


14-56* En el entramado de cuatro barras representado en la fi- 
gura P14-56, el enlace de mando AB tiene una velocidad angu- 
lar de 100 rpm en sentido antihorario durante un intervalo 
corto de tiempo de su movimiento. La barra BC está horizontal 
y la CD vertical cuando 9= 90°, Determinar la velocidad angu- 
lar de la barra BC y la velocidad del punto E cuando 6 = 90°. 


56m олен 


Figura P14-56 


14-57* Repítase el problema 14-55 para el caso en que la velo- 
cidad vertical del punto B se sustituya por una velocidad hori- 
zontal de 125 mm/s dirigida hacia la derecha, 

14-58 Repítase el problema 14-56 para el caso Ө = 0°. 

14-59* En el entramado de cuatro barras de la figura P14-59 el 
enlace de mando CD tiene una velocidad angular constante de 


Figura P14-59 


120 rpm en sentido horario. Determinar la velocidad angular 
de las barras AB y BC en el instante representado en el cual В 
se halla directamente encima de D. 


14-60 Enel caso del problema 14-50, determinar la velocidad 
máxima del rodillo C para la cual la velocidad del punto B sea 
inferior a 1 m/s y la velocidad angular de la barra AB sea me- 
nor que 2 rad /s en el instante representado. 


13-01 En el caso del problema 14-53, determinar la máxima 
velocidad angular del enlace AB para la cual la velocidad del 
punto D sea inferior a 15 cm/s y la velocidad angular de la pla- 
са sea inferior a 1 rad/s en el instante representado. 


14-62* En el caso del problema 14-56, determinar la máxima 
velocidad angular del enlace AB para la cual la velocidad del 
punto E sea inferior a 1 m/s y la velocidad angular de la barra 
CD sea inferior a 1,5 rad/s cuando Ө= 0°. 


14-63 En el caso del problema 14-57, determinar la máxima 
velocidad horizontal del punto B para la cual la velocidad del 
punto A sea inferior a 250 mm/s en el instante representado. 


14-54% En el caso del problema 14-58, determinar la máxima 
velocidad angular del enlace AB para la cual la velocidad del 
punto E sea inferior a 1 m/s y la velocidad angular de la barra 
CD sea inferior a 1,5 rad/s cuando Ө= 0°. 


14-65* En el caso del problema 14-59, determinar la máxima 
velocidad angular del enlace CD para la cual la velocidad an- 
gular de las barras AB y BC sean ambas inferiores a 3,0 rad /s 
en el instante representado. 


14-66 El brazo D del mecanismo representado еп la figura 
Р14-66 tiene un manguito que se desliza libremente sobre la 
barra BC. La barra de mando AB tiene una velocidad angular 
de 60 rpm en sentido antihorario cuando se halla en la posición 
que se indica. Para esta posición, determinar 


a. La velocidad angular del cuerpo del manguito D. 
b. La velocidad del punto С. 
с. La velocidad de la barra BC relativa al cuerpo del manguito D. 


Figura P14-66 


14-07% El mecanismo representado en la figura P14-67 se uti- 
liza para originar movimiento intermitente. Las dos ruedas gi- 
ran en torno a ejes fijos que pasan por sus centros respectivos. 
Si la rueda А tiene una velocidad angular constante de 30 rpm 
en sentido horario, determinar la velocidad angular de la rue- 
da B cuando 0= 30°. 


14.5.3 Centro instantáneo de rotación 


En un movimiento plano cualquiera de un cuerpo, no hay ningún punto que 
se halle siempre en reposo. No obstante, en cada instante, es siempre posible 
hallar un punto del cuerpo (o de su extensión) que tenga velocidad nula! Este 
punto recibe el nombre de centro instantáneo de rotación o, simplemente, cen- 


tro instantáneo. 


Es importante tener presente que el centro instantáneo de un cuerpo rígido 
en movimiento plano cualquiera no es un punto fijo. La aceleración del punto 


1 El caso en que (9 sea instantáneamente nula exige que dicho punto esté en el infinito. 
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INCH (їс = ГАВ 


(b) 


fac- шс = ГАВ 


la 
Figura 14-18 


Figura 14-19 


que es centro instantáneo no suele ser nula. Por tanto, diferentes puntos del 
cuerpo rígido serán centro instantáneo en diferentes instantes y la situación del 
centro instantáneo de rotación se moverá respecto al tiempo. 

Para situar el centro instantáneo, supongamos que A y B sean dos puntos 
cualesquiera del cuerpo rígido cuyas velocidades respectivas sean conocidas y 
que el punto С sea el centro instantáneo (cuya velocidad es nula). El punto С 
puede estar en el cuerpo o en su extensión. Como vc = 0, la ecuación de la ve- 
locidad relativa (ec. 14-13) nos da 


va = ok X rye 


por lo que el punto C deberá hallarse en la recta que pasa por A y es perpendi- 
cular a уд. Análogamente, 


Vg = ӨК X грис 


y el punto C deberá estar en la recta que pasa por B y es perpendicular a ур. Si 
VA У Vg no son paralelos, las dos rectas mencionadas se cortarán y el punto de 
intersección será el punto С (fig. 14-184). 

Si las velocidades de los puntos A y B fuesen paralelas, el centro instantá- 
neo debería hallarse en la recta que une dichos puntos. Como el módulo de la 
velocidad relativa ев ør, el centro instantáneo se hallará a una distancia r4/c = 
v4/w del punto A y a una distancia "ус = vg/ о del punto В; su situación podrá 
hallarse por semejanza de triángulos, tal como se indica en las figuras 14-18b y 
14-18с. 

Si las velocidades de los puntos A y В fuesen iguales en un instante cual- 
quiera, el cuerpo se hallaría instantáneamente en traslación y œ= 0. Este caso 
se podría incluir en lo visto anteriormente si se considera que el centro instan- 
táneo está en el infinito. 

Una vez localizado el centro instantáneo, la velocidad de cualquier otro punto 
del cuerpo se podrá hallar utilizando la ecuación de la velocidad relativa (ec. 14-13) 


Ур = Ус+Урус = ӨК X тру 


Cuando dos o más cuerpos estén unidos por un pasador, podremos hallar 
un centro instantáneo para cada cuerpo. En general, estos centros instantáneos 
no coincidirán en posición. La situación de cada centro instantáneo podrá ha- 
Патве como antes. Como la velocidad del punto que une dos cuerpos es la mis- 
ma para cada uno de ellos, los centros instantáneos de uno y otro deberán estar 
sobre una recta que pase por el punto común de ambos cuerpos (fig. 14-19). 

La utilización del centro instantáneo no es necesaria para resolver ningún 
problema. No es más que otra manera de expresar la ecuación de la velocidad 
relativa. 
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En el instante representado en la figura 14-20, la corredera A se está moviendo 
hacia la derecha con una celeridad de 3 m/s. Hallar la situación del centro ins- 
tantáneo de rotación y utilizarlo para hallar la velocidad angular @л del brazo 
y la velocidad ур de la corredera B 


SOLUCIÓN 


Como la corredera A se mueve en dirección horizontal, el centro instantáneo de 
rotación deberá hallarse sobre la vertical que pasa por A (fig. 14-21). Análoga- 
mente, el centro instantáneo deberá hallarse sobre la recta que pasa por B y es 
perpendicular a la barra guía de la derecha. El punto C de intersección de estas с 
dos rectas es el punto que se busca. Por el teorema del seno, 


AAC 2 
sen 60% зеп 40% 
Parc = 269m 


Por tanto, el centro instantáneo de rotación está situado a 2,69 m verticalmente 
por encima de А. 
Como C tiene velocidad nula. 


УА = Ye tVa сЕ 0 +Уд с 


y la velocidad del punto A vendrá dada por 


Figura 14-21 


PA ДЕР 
соп lo cual 
о) = 1,113 rad/s (antihorario) Resp. 


También, por ser nula la velocidad de С, 
Ур = VE +V BC OA Yiye 
y la velocidad del punto B vendrá dada por 
95 Tico 


Utilizando, de nuevo, el teorema del seno para hallar la distancia гус, se tiene 


£ 2 
Жубу 26а 

sen 80° sen 40° 
"ис = 3.06 т 


Por tanto, la velocidad de la corredera В será 


Py = Тус = 3,41 m/s 740% Кезр. 


PROBLEMAS 


14-007 Repetir el problema 14-42 (pág. 94) utilizando los prin- С.Е > 
cipios del centro instantáneo. = 

14-59% Repetir el problema 14-43 (pág. 94) utilizando los prin- 
cipios del centro instantáneo, 

14-70 Repetir el problema 14-44 (pág. 94) utilizando los prin- 
cipios del centro instantáneo. 

14-71* Repetir el problema 14-53 (pág. 96) utilizando los prin- 
cipios del centro instantáneo. 

14-72 Repetir el problema 14-56 (pág. 96) utilizando los prin- 
cipios del centro instantáneo, 

14-73 Repetir el problema 14-57 (pág. 96) utilizando los prin- 
cipios del centro instantáneo. 

14-74* Repetir el problema 14-58 (pág. 96) utilizando los prin- 
cipios del centro instantáneo. 

14-75 Repetir el problema 14-59 (pág. 96) utilizando los ргіп- 
cipios del centro instantáneo. 

14-76* La placa cuadrada de la figura P14-76 está unida a un 
enlace corto en A y a un rodillo en C. Si, en el instante represen- 
tado, el enlace OA tiene una velocidad angular de 4 rad/s en 
sentido antihorario, determinar la velocidad angular de la pla- 
ca y la velocidad del rodillo C utilizando los principios del cen- 
tro instantáneo. 


Figura P14-78 


14-79* Las ruedas de 30 cm de diámetro representadas en la 
figura P14-79 ruedan sin deslizamiento por un plano horizon- 
tal y están conectadas por una barra AB de 90 cm de longitud. 
Los pasadores A y B se hallan a 10 cm de los centros de las rue- 
das. En el instante representado, la velocidad del punto Pes de 
60 cm/s y está dirigida hacia la derecha. Determinar la veloci- 
dad del punto Q y la velocidad angular de la barra AB en ese 
instante utilizando los principios del centro instantáneo. 


320 al 


160 mm 
Figura P14-76 


14-77% En un intervalo de tiempo muy corto de su movimien- 
to, la corredera D de la figura P14-77 sube por el canal con una 
velocidad de 0,9 m/s. Determinar, para el instante representa- 
do, las velocidades angulares de las dos barras y la velocidad 
del punto B utilizando los principios del centro instantáneo. Figura P14-79 


1478 La rueda cigüeñal OA de la figura P14-78 gira en sentido 
antihorario con una velocidad angular constante de 180 rpm. 

Para la posición representada, determinar la velocidad de la co- 14-20 Se hace funcionar un coche de juguete por una cinta 
rredera B y la velocidad angular de la barra AB utilizando los móvil en la forma que se indica en la figura Р14-80. La cinta se 
principios del centro instantáneo. mueve a 2 m/s y la velocidad absoluta del coche es de 0,3 m/s. 
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Si el diámetro de las ruedas es de 50 mm, determinar la veloci- 
dad angular de las mismas y la velocidad ур del punto más 
adelantado de la rueda 


Figura P14-80 


14-81 Repetir el problema 14-79 para el caso en que la disposi- 
ción de las ruedas y la barra sea la que se indica en la figura P14-81 


Figura Р14-ВТ 


14-02" Una rueda escalonada rueda sin deslizamiento sobre su 
cubo en la forma que se indica en la figura P14-82. Si la veloci- 
dad del centro C es de 4,5 m/s hacia la derecha, en el instante 
representado, determinar 


a. La velocidad angular ө de la rueda. 
b. Las velocidades de los puntos A, D y E. 


D 
Figura P14-82 


14-83 Los centros de las tres ruedas dentadas de la figura 
14-83 están conectados mediante pasadores lisos al brazo ABC, 
que gira en sentido antihorario con una velocidad angular de 
5 rad/s. Si la rueda mayor está fija y no gira, determinar la ve- 
locidad angular de las otras ruedas y la velocidad del diente D, 
utilizando los principios del centro instantáneo. 


Figura Р14-83 


14-847 La rueda de 0,5 т de diámetro de la figura P14-84 está 
rodando sin deslizamiento por el interior de un tambor fijo de 
2,0 m de diámetro. Si el centro de la rueda tiene una velocidad 
de 1,5 m/s hacia la derecha cuando pasa por el punto más bajo 
del tambor, determinar la velocidad angular de la rueda en ese 
instante utilizando los principios del centro instantáneo. 


Figura P14-84 


14-857 Los centros de las dos ruedas dentadas de la figura 
P14-85 están conectados mediante pasadores lisos al brazo 
ABC, el cual gira en sentido horario con una velocidad angular 
constante de 5 rad /s alrededor del punto fijo A. La rueda ma- 
yor está rodando por la parte interior de un tambor dentado fi- 
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jo. Determinar la velocidad angular de cada una de las ruedas 
y la velocidad del diente D para la posición representada, uti- 
lizando los principios del centro instantáneo. 


Figura P14-85 


lagae ok x rna 
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Figura 14-22 


14.5.4 Aceleración relativa 


Derivando dos veces respecto al tiempo la ecuación de la posición relativa (ec. 
14-134) se tiene la relación entre las aceleraciones de los puntos A y B 


ак = а,+а„,, (14-14a) 


donde ад es la aceleración absoluta del punto A, ар es la aceleración absoluta 
del punto В y ayy, es la aceleración relativa del punto В (medida relativa al pun- 
to A). La ecuación 14-14 es aplicable a dos puntos cualesquiera tanto si forman 
parte del cuerpo rígido como si no. 

Sin embargo, si A y B son dos puntos de un cuerpo rígido, su separación 
permanece constante y el punto B recorrerá una trayectoria circular en torno al 
punto A. Por tanto, la aceleración relativa ард viene dada por (ес. 14-12) 


agza = (agza), + (agya), = ОК X rat ОК X (wk X труд) 


= Fpya 00 +70, (14-14) 


ал+ак X rga жок х (оК Хрл) 


ард = a4 + авџд 
адр, 06, %7р/д07е, (14-140 


Por tanto, la aceleración del punto В consta de dos partes: ад, que representa 
una traslación de todo el cuerpo con el punto A; y гуле, + груда? €n, que repre- 
senta una rotación del cuerpo en torno a un eje fijo que pasa por A (fig. 14-22). 

El uso de la ecuación de la aceleración relativa (ec. 14-14) en la resolución 
de problemas en los que interviene un solo cuerpo o una conexión de varios es 
análogo al uso de la ecuación de la velocidad relativa. Como la componente 
normal de la ecuación de la aceleración relativa contiene la velocidad angular 


0, habrá que resolver antes el problema de la velocidad relativa para poder re- 
solver el de la aceleración relativa. En el caso de la conexión de varios cuerpos, 
la aceleración del punto común a los dos cuerpos rígidos se escribe en función 
de la aceleración de algún otro punto (cuya aceleración se conozca o desee co- 
nocer) de cada uno de los cuerpos rígidos. 

El centro instantáneo de rotación de un cuerpo rígido en movimiento plano 
cualquiera no es un punto fijo. La aceleración del punto que es centro instan- 
táneo no suele ser nula. Por tanto, no se deberá utilizar este punto para el cál- 
culo de aceleraciones. Para localizar el centro instantáneo de aceleración nula 
se podrá seguir un análisis semejante al utilizado para localizar el centro ins- 
tantáneo de rotación (o de velocidad nula). Sin embargo, el centro instantáneo 
de aceleración nula no suele ser útil para la resolución de problemas sencillos. 


PRC A EJEMPLO 1 


Para las condiciones e instante especificados en el ejemplo 14-4, determinar la 
aceleración angular de la escalera y la aceleración de su extremo superior. 
SOLUCIÓN 


La aceleración del extremo В de la escalera viene dada por аҙ = 0 y la aceleración 
del extremo A estará dirigida a lo largo de la pared: ад = ад). Entonces, la ecua- 
ción de la aceleración relativa da 


алі =ар+адв= 0+ (адв), + Arya, (9 
Pero, según se ve en la figura 14-23, los términos de la aceleración relativa vienen 


dados por 
(алу), = Зое, = 3af соз 30°1- зеп 30°]) 


(aag), = 30%, = 307(- sen 30°1-соз 30°]) 
donde, del problema ejemplo 14-4. о = 0,770 rad /s. Entonces, la componente x 
de la ecuación с da 
0 = – Зо cos 30 +3(0,770)? sen 30° 
ос = 0,342 rad/s? (antihorario) Resp. 
y la componente y da 
a Уф 
= -2,053, m/s? 


(3) (0.342) sen 30° – (3)(0,770)? cos 30% 


osea 
a, = 2053 m/s? | Resp. 


De otra manera, los términos de la aceleración relativa se pueden calcular 
utilizando el producto vectorial 


(аду), = ак x (- 3 sen 30% + соз 30%) 


= – Зо зе 30° 1-30 cos 30° j 
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14.5 MOVIMIENTO PLANO 
CUALQUIERA 


Figura 14-23 
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= uk x [ok х (-3 sen 30° 1-3 cos 30° j 
CINEMÁTICA DEL CUERPO RÍGIDO (адв), [ok х (=3 sen 30° 4—3 cos 30° j) | 


= ок х [- 30 sen 30° і– 30 cos 30° j] 
= - Зай sen 30° 1-37 cos 30° j 


que da el resultado anterior. 


PROBLEMA EJEMPLO 14.8 


Para las condiciones e instante especificados en el problema ejemplo 14-5, deter- 
minar la aceleración ар de la corredera y la aceleración angular одр de la biela. 


SOLUCIÓN 


La aceleración del eje O de la rueda es nula y la aceleración de la corredera B sólo 
Aaa tiene componente horizontal. Además, según el problema ejemplo 14-5, 004 = 
/ NOA 10 rad/s (antihorario), сод = 0 rad/s?, 0, = 1,533 rad/s (horario) y el ángulo 
que forma la biela AB con la horizontal es 0 = 15,06”. Escribiendo la aceleración 
del punto común A en función de las aceleraciones de los puntos O y B se tiene 


ад = E Y = ао+адо 
osea 
арі + (алу), + (адв), = 0+ (24,0), + (адо), th 
Pero en la figura 14-24 se ve que los términos de las aceleraciones relativas vie- 
nen dados por 


(алув), = 7500, y (— sen фі- cos ф j) 


п 


—194,87а, рі – (742,20 pj mm/s?) 
(адл), = 75005 y (сов фі- sen 0 j) 


1746,71 — 470] mm/s? 
(a470), = 225004 (— sen 60° ї + сов 60° j) = 0 mm/s? 


в : (ад/о), = 2250% 4 (- cos 60° i- sen 60° j) 
a = -112504- 19485j mm/s? 
(b) Luego, la componente y de la ecuación d da 
Figura 14-24 742,20 pp – 470 = -19485 
o sea 
адр = 25,6 rad/s? (antihorario) Resp. 


y la componente x da 
ар 194,870, p + 1746,7 = -11250 
ар = -8000 mm/s? 
ар = 8000 mm/s? — Resp. 


PROBLEMAS 


14-80 En el caso del problema 14-42, determinar la acelera- 
ción de la corredera A y la aceleración angular de la barra AB 
en el instante en que 0= 75°. 


14-87* En el caso del problema 14-43, determinar la acelera- 
ción de A y la aceleración angular de la barra AB en el instante 
en que x = 0,6 т. 


14-88 El cigüeñal del problema 14-44 tiene una aceleración 
angular de 5 rad /s? en sentido horario en el instante represen- 
tado. Determinar la aceleración del émbolo y la aceleración an- 
gular de la biela BC en ese instante. 


14-89* En el problema 14-45, la velocidad del núcleo está dis- 
minuyendo a razón de 75 mm/s?. Determinar la aceleracción 
angular о de la rueda dentada y la aceleración angular @ de 
AB en el instante representado. 


14-90 En el problema 14-46, determinar la aceleración ас del 
bloque y la aceleración angular @ del enlace en el instante en 
que 0=75°. 


14-97 En el problema 14-53, la aceleración angular del enlace 
AB es de 10 rad /s? en sentido antihorario. Determinar la acele- 
ración angular de la placa y la aceleración del punto D en el 
instante representado. 


14-927 En el problema 14-56, la aceleración angular del enlace 
AB es de 12 rad /s? en sentido antihorario. Determinar la acele- 
ración angular de la barra BC y la aceleración del punto E cuan- 
do 0= 90°. 


14-93 En el caso del problema 14-59, determinar la acelera- 
ción angular de las barras AB y BC en el instante representado. 


14-94% En el problema 14-76, la velocidad del punto С está dis- 
minuyendo a razón de 50 mm/s?, Determinar la aceleración de 
los puntos А y В en ese instante. 


14-95% La rueda representada en la figura P14-95 está rodan- 
do sin deslizamiento sobre la superficie horizontal. En el ins- 
tante representado, la rueda tiene una velocidad angular de 


Figura P14-95 


6 rad/s y una aceleración angular de 2 rad /s?, ambas en senti- 
do horario. Determinar la aceleración angular de los enlaces 
AB y BC en ese instante. 


14-9» La rueda de 400 mm de diámetro representada en la fi- 
gura P14-96 está rodando sin deslizamiento sobre la superficie 
horizontal. La barra AB tiene una longitud de 750 mm y está 
unida a la rueda mediante un pasador liso situado a 150 mm 
del centro. En el instante representado, el centro de la rueda 
tiene una velocidad de 1,5 m/s hacia la izquierda y una acele- 
ración de 0,80 m/s? hacia la derecha. Determinar la aceleración 
angular о de la rueda y la aceleración angular @д de la barra 
en ese instante. 


Figura P14-96 


14-97% Los ejes de dos ruedas están unidos rígidamente a un 
vehículo según se indica en la figura P14-97. La velocidad y la 
aceleración del vehículo son 9 m/s hacia la derecha y 0,9 m/s? 
hacia la izquierda, respectivamente, Las ruedas están además 
conectadas mediante una barra horizontal AB. Si la rueda me- 
nor está rodando sin deslizamiento, determinar la aceleración 
angular de las dos ruedas y la aceleración relativa entre la rue- 
da mayor y la superficie en el punto C. 


k 2,5m 


125mm DA 250mm 


Figura P14-97 


14-98 Las dos ruedas dentadas de la figura Р14-98 giran en 
torno a sus ejes respectivos. Las barras AB y BC tienen, cada 


105 


una, una longitud de 125 mm. En el instante representado, la 
rueda mayor gira en sentido antihorario con una velocidad an- 
gular constante ад = 12 rad/s. Determinar las aceleraciones 
angulares одр y Оңс de las dos barras y la aceleración del pasa- 
dor A relativa al pasador C. 


14-99 Repetir el problema 14-97 para el caso еп que el ex- 
tremo derecho de la barra AB de 2,5 m de longitud estuviera 
conectado al punto В” еп vez de al В. 


14-100* Еп el problema 14-98, la rueda grande gira en senti- 
do antihorario con w4 = 5 rad /s. Determinar la aceleración an- 


gular ад de esta rueda para la cual fuesen iguales las 
aceleraciones angulares de las dos barras (ац = Oc). 


14-101 Enel problema 14-85, el brazo ABC tiene una acele- 
ración angular de 2 rad /s? en sentido antihorario. Determinar 
la aceleración angular de cada rueda y la aceleración del diente 
D, para la posición representada. 


14-102* Еп el problema 14-84, la celeridad del centro de la 
rueda disminuye a razón de 0,5 m/s? cuando pasa por la parte 
más baja del tambor. Determinar la aceleración angular de la 
rueda y la aceleración del punto С (punto de la rueda en con- 
tacto con el tambor) en ese instante. (Sugerencia: Suponer que el 
centro A del tambor y el centro B de la rueda están unidos me- 
diante una barra rígida. Relacionar los movimientos angulares 
de rueda y barra imaginaria mediante el movimiento dado del 
centro de la rueda.) 


14-103* En el caso del mecanismo del problema 14-67, deter- 
minar la aceleración angular de la rueda В cuando 6 = 30°. 


Figura P14-98 


14.6 MOVIMIENTO RELATIVO A EJES EN ROTACIÓN 


Hasta ahora, en este capítulo, hemos descrito la posición, la velocidad y la ace- 
leración de cada punto utilizando un sistema de coordenadas fijo. La posición 
relativa, la velocidad relativa y la aceleración relativa también se han descrito 
utilizando el mismo sistema de coordenadas fijo. Para el tipo de problemas que 
se han considerado hasta ahora, este enfoque ha resultado adecuado, directo y 
de utilización relativamente sencilla. 

Sin embargo, existen otros tipos de problemas para los cuales conviene des- 
cribir la posición o el movimiento de uno de los puntos relativo a un sistema 
de coordenadas en rotación. Entre los problemas de este tipo podemos citar: 


1. ЕІ movimiento se observa desde un sistema de coordenadas que está gi- 
rando. Por ejemplo, la Tierra tiene un movimiento de rotación y los siste- 
mas de coordenadas solidarios a la Tierra son sistemas de coordenadas en 
rotación. El efecto de la rotación terrestre sobre la descripción del movi- 
miento de columpios, pelotas de béisbol, bicicletas, aviones, etc. es tan pe- 
queño que ni se considera. En cambio, el efecto no es despreciable cuando 
se describe el movimiento de cohetes y naves espaciales cuando se obser- 
van desde la Tierra en rotación. 

2. Cuando los movimientos de dos puntos están relacionados de alguna ma- 
nera pero no son iguales y no están en un mismo cuerpo rígido, Por ejem- 
plo, algunos mecanismos están conectados mediante pasadores que se 
deslizan por ranuras. El movimiento relativo se especifica de manera con- 
veniente dando el movimiento de traslación y rotación de la pieza que 
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contiene la ranura, la forma de dicha ranura y la rapidez con que el pasa- 
dor la recorre. 

з. La solución de problemas de Cinética еп los que interviene la rotación de 
cuerpos rígidos de forma irregular. Los momentos y productos de inercia 
dependen del sistema de coordenadas que se utilice para describirlos. Si 
los ejes están fijos pero el cuerpo gira, sus momentos de inercia variarán a 
menos que el cuerpo presente ciertas simetrías. En cambio, si se deja que 
los ejes de coordenadas giren con el cuerpo, los momentos y productos de 
inercia serán constantes. 


Desde luego, al derivar para obtener la velocidad y la aceleración, habrá que 
tener en cuenta la rotación del sistema de coordenadas. 


14.6.1 Posición 


Para ver cómo afecta a la descripción del movimiento la rotación del sistema 
de coordenadas, consideremos que A y B sean dos puntos cualesquiera anima- 
dos de movimiento plano. En función de un sistema de coordenadas fijo X-Y, 
las situaciones de A y B vienen dadas por los vectores de posición 


аза Үй A 


donde i y | son vectores unitarios asociados a los ejes X e Y, respectivamente. 
La regla del triángulo para la adición de dos vectores da ry =r4 + гуд. Si se mide 
туд еп el sistema de coordenadas fijo X-Y, este resultado es exactamente el que 
se ha utilizado en la primera parte de este capítulo. 

Supongamos ahora que el punto A pertenezca a un cuerpo rígido que gire 
con velocidad angular œ= 0 k y con aceleración angular а = Ëk (fig. 14-25). 
Supongamos además que el movimiento (posición, velocidad y aceleración) 
del punto A pueda describirse fácilmente en el sistema de coordenadas fijo. 
Por otra parte, supongamos que el punto B se mueva de una manera prefijada 
relativa al cuerpo rígido giratorio —pudiera ser un pasador que corra por una 
ranura. Aun cuando pudiera ser fácil describir el movimiento (posición, velo- 
cidad y aceleración) del punto B relativo al cuerpo giratorio, pudiera no ser fá- 
cil la descripción de su movimiento relativo al eje de coordenadas fijo X-Y. 

En lugar de lo anterior, sea x-y un sistema de coordenadas solidario al cuer- 
po rígido y que gire con él. Tomemos el punto A como origen de este sistema 
giratorio. Entonces, en función de este sistema, el vector de posición relativa es 


грд = Ye, +уе, 
donde se han representado por e, y е, los vectores unitarios asociados a los ejes 
giratorios, a fin de distinguirlos de los vectores unitarios fijos i y j y hacer re- 
saltar que aquéllos son función del tiempo. Por tanto, la posición de B vendrá 


determinada por 


Ey = ТА +Трид тд + (xe, +ye,) (14-15) 


en donde x, y, тд =Хді + Y4 j, e, = соз ĝi + sen бі уе,--веп 0i+cos 0j se 


supone son funciones del tiempo conocidas. 


14.6 MOVIMIENTO RELATIVO A EJES 
EN ROTACIÓN 


Figura 14-25 
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е0 
б a е +40) - e0) 


14.6.2 Velocidad 


La relación entre las velocidades absoluta y relativa se obtiene derivando res- 
pecto al tiempo la ecuación de la posición relativa (ec. 14-15): 


d(xe, +ye,) 


i 

< 
> 

+ 


(14-162) 


1 
< 
> 
+ 
< 
т 
& 
4 
ж 
R 
+ 
- 


en donde уҙ, = Хе, + ye, es la velocidad de В relativa al sistema Фе coorde- 
nadas giratorio x-y (medida en él). Los dos últimos términos aparecen porque 
las direcciones de los vectores unitarios e, y е, varían con el tiempo a causa de 
la rotación de los ejes x-y. 

Las derivadas de los vectores unitarios e, y e, se calculan aplicando la regla 
de la cadena para la derivación, que nos da 


de, de, 40 
з 7 do dt 
donde 
de, етің e, (0+A0) –е, (0) 
dð лө-о дө 


Pero en el límite, cuando АӨ 0, la діѕіапсіа|е,(0+ А6)- е,(6)| tiende а la 
longitud del arco de una circunferencia de radio unidad As = 148 y el ángulo 
Ptiende a 90° (fig. 14-26). Por tanto, el vector е (Ө + ДӨ) — e, (0) tiene por módu- 
lo ДӨ y está dirigido en la dirección de e, y 


de, Де, Ж 
„= —E = = Б 
F = b lim = деу х е, (14-16b) 


donde о = оку о = 6 = 10/41. 
Análogamente, la derivada de e, respecto al tiempo se puede calcular me- 
diante la regla de la cadena 


аө dt 
donde 
de, е,(0+ Л) –е,(0) 
рас m O ia A шы 
t л8-0 АӨ 


Pero en el límite cuando А0->0, la distancia |е,(0:- А6)-е,(6)| tiende, una 
vez más, a la longitud del arco de una circunferencia de radio unidad 
As = 140 y el ángulo В vuelve a tender a 90° (fig. 14-26). Por tanto, el vector 
e,(0+ ДӨ) –е,(0) tiene por módulo ДӨ y está dirigido en sentido opuesto a e, y 


de р - Абе 5 
>= ii х = = -16С) 
т Ө im. 18 бе, =w X e, (14-160) 


Aplicando estos resultados еп la ecuación de la velocidad relativa (ec. 14-164) 
tenemos 
Ув 


= V+ Vpt (Хо X e +yw хе) 
A Brel a 
á (14-160 
= УА+@ X грд Уры 


donde уд, уз ув se miden relativas al sistema de coordenadas fijo Х-Ү; груду 
Увге Se miden relativos al sistema de coordenadas giratorio x-y. Desde luego, 
todos los vectores de la ecuación 14-16d se deben expresar en un sistema de co- 
ordenadas común antes de efectuar las sumas y el producto vectorial. O bien 
труд Y Уве! Se expresan en el sistema de coordenadas fijo X-Y (utilizando las ex- 


presiones е, = сов ĝi + sen Oj y e, = — sen Qi + соз Ө] ), o bien v4 y Vg debe- 
rán expresarse en el sistema de coordenadas giratorio x-y (utilizando las 
expresiones і = cos Өе,— sen бе, y | = sen бе, + сов бе, ). La elección se basa- 


rá solamente en la forma en que se conozcan los datos y en la forma en que 
quieran tenerse los resultados. 

Бі A y В son dos puntos de un mismo cuerpo rígido, entonces уры = 0, œ 
será su velocidad angular y la ecuación 14-164 se reduce a la ecuación 14-134. 
No será necesaria la complejidad adicional del sistema de coordenadas girato- 
rio ni será útil para este tipo de problemas. 

Si A es un punto fijo de un cuerpo rígido en rotación y B es un pasador que 
corre en una ranura del cuerpo (fig. 14-25), у АТФ X ть, será la velocidad 
que tendría el punto B si estuviera fijo en el cuerpo en vez de estar moviéndose 
respecto a él. El último término уры es la velocidad adicional que tiene el pun- 
to В а causa de su movimiento a lo largo de la ranura. La dirección de Ур es 
tangente a la ranura, según se indica. 


14.6.3 Aceleración 


La relación entre las aceleraciones absoluta y relativa se obtiene derivando la 
ecuación de la velocidad relativa (ес. 14-164) respecto al tiempo, con lo que se 
tiene 


dw труд Пура 
ав = Ap + GX А+ X =н 4-4” (14-17а) 
Del cálculo de la velocidad relativa, 
dr, 
Т = Voa tO X Ep (14-17b) 


Un cálculo semejante de la derivada de үҙ, nos da 


ауры Ate, +ye,) 
dt dt 


П 


de de 
(te, + ўе) +(# теу жү) 
араз (tw X e,+ýw хе) 


= Agp tO X Уры (14-170) 
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donde ав = Ye, + ўе, esla aceleración de В relativa al sistema de coordena- 
das giratorio x-y (medida en él). Aplicando las ecuaciones 14-17b y 14-17c en la 
ecuación 14-174 y reagrupando términos se llega a 

Ay = A¿+FOX Tp ¿+0 X (0 X Tp, 1) 


+ Age + 20 X ур. (14-17d) 


donde ад, ар. оу а зе miden relativas al sistema de coordenadas fijo X- 
груд» VBrel У ангы Se miden relativas al sistema de coordenadas giratorio x- 
También ahora, los vectores de la ecuación 14-174 deben expresarse еп un sis- 
tema de coordenadas común antes de efectuar las sumas y productos vectoria- 
les. Puede utilizarse o bien el sistema de coordenadas fijo X-Y o bien el 
giratorio х-у. La elección se basará tan sólo en la forma en que se conozcan los 
datos y en la forma en que se desee tener los resultados. 

Si A у B son dos puntos fijos de un mismo cuerpo rígido, entonces Ур = ар = 
0, азу а son la velocidad angular y la aceleración angular del cuerpo y la ecuación 
14-174 se reduce a la ecuación 14-14с. No es necesaria la complejidad adicional del 
sistema de coordenadas giratorio, ni resulta útil para este tipo de problemas. 

Si A es un punto fijo en un cuerpo rígido en rotación y B es un pasador que 
se desliza por una ranura del cuerpo (fig. 14-25), la aceleración que tendría el 
punto B si estuviera fijo en el cuerpo rígido en vez de moviéndose respecto a 
él será ад ға X E yg + о X (е X гл). El término agre es la aceleración adicional 
que tiene el punto B a causa de su movimiento a lo largo de la ranura. El término 
restante 2 w X ур... denominado aceleración de Coriolis, no tiene una inter- 
pretación sencilla. Tal como indica el producto vectorial, la aceleración de Co- 
riolis será siempre perpendicular tanto а о (estará en el plano del movimiento) 
сото а ургы (será perpendicular а la ranura a lo largo de la cual se mueve el 
pasador). 

La orientación, situación del origen, velocidad angular y aceleración angu- 
lar del sistema de coordenadas giratorio deberán tomarse de manera que sim- 
plifiquen el cálculo de los distintos términos que figuran en las ecuaciones de 
la velocidad relativa y de la aceleración relativa. Por ejemplo, el origen A debe- 
rá ser un punto cuyas velocidad y aceleración absolutas sean fáciles de obtener. 
La velocidad y la aceleración angulares del sistema giratorio se deberán elegir 
de manera que se puedan calcular fácilmente la velocidad y aceleración del 
punto B relativas al sistema de coordenadas giratorio. La orientación del sistema 
de coordenadas giratorio relativa al sistema de coordenadas fijo deberá tomarse de 
manera que sean fáciles de describir las componentes de los diversos vectores. 

Por último, las ecuaciones 14-16 y 14-17 son igualmente válidas para descri- 
bir el movimiento relativo de puntos individuales que para describir el movi- 
miento de puntos del cuerpo rígido. Aun cuando se han deducido para el caso 
de movimiento plano (в = «Ж. груд = хе, + ye,, etc.), en el apartado siguiente se 
verá que la expresión vectorial de estas ecuaciones es igualmente válida en el 
caso de un movimiento tridimensional cualquiera. 


PROBLEMA EJEMPLO 14.9 


leridad constante de 72 km/h (fig. 14-27). Determinar la velocidad y la acelera- 
ción que el auto В parece tener para un observador que vaya en el auto А, en el 
instante representado, 


Figura 14-27 


SOLUCIÓN 
En función de coordenadas ғ-0 fijas con origen en el centro de la curva 


уд = róey  20ey=150 бе, 


Por tanto, 0 = 0.1333 rad/s. Además, como la celeridad del auto A es constante, 
Ө = 0 y la aceleración de A será 


åa = (#—т@?уе + (т@+2#б)е„ = – (150)(0,1333)2е, = - 2,665 m/s? 


El sistema de coordenadas móvil x-y es solidario al auto A y se mueve con él. 
Como estas coordenadas están siempre alineadas con las ғ-Ө anteriores, la velo- 
cidad angular y la aceleración angular de la rotación del sistema de coordenadas 
x-y serán ө = 0,1333k rad /s y æ = 0. Luego, la ecuación de la velocidad relativa 
(ec. 14-16d) es 

Ур - vato х fRA + V Brel 


donde 
Уд = 72е, km/h=20e, m/s Ур = 9бе, km/h = 26,7е, m/s 
© Хоту, = (0,1333k) х (15е,) = 2,00е, m/s 
Despejando ъз, ѕе tiene 
Vara = 47е, m/s = 169e, km/h Resp. 
La ecuación de la aceleración relativa (ec. 14-17d) es 


арт-алтаХт,,,%ө х (о X тр) +2p +20 х Уве! 


mi 
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Figura 14-28 


38-90% 
= 13,529 ve 


Figura 14-29 


donde 


ар= 0 aX трд 0 
өх (өх трд 


20 х ур. = (01333) х (40е, 


= (01333) х (200е,) --0,267е, m/s? 


-1,252е, m/s? 


Despejando apre se tiene 


ары = 419е, m/s? Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 14.10 | 


Al oscilar el brazo BC, de 400 mm de longitud, del mecanismo representado en 
la figura 14-28, el collar С se desliza en uno y otro sentido por el brazo AD. ба- 
biendo que ф = 1,5 sen лі rad donde t se expresa en segundos, determinar la ve- 
locidad de rotación Ф del brazo AD y la celeridad v de la corredera a lo largo del 
brazo AD cuando t = 1 S 


SOLUCIÓN 
El sistema de coordenadas x-y se toma de manera que gire con el brazo AD te- 
niendo su origen en A, según se indica en la figura 14-29. Cuando t= { 5 


$ = 1,299 rad = 74437 ф = 2,356 rad/s 
ф = -12,821 rad/s? 


ус = (400) (2,356)е, = 942,48 mm/s = 7443° 


Además, por el teorema del coseno 


AC? = 800? + 4002 — 2(800)(400) cos 74,43% 
osea 
AC - 792,60 mm 
y por el teorema del seno 


sen Ө _ sen 74,43% Eb o 
400 — 792,60 о 


La ecuación de la velocidad relativa (ес. 14-164) será 
Ус = vato x Іс/д%Устеі 
donde, expresándola еп el sistema de coordenadas giratorio (v. fig. 14-29) 
v¿=0 Усы = Ve, 
©Хтсуд = ӨК x 792,60e, = 792,60we, mm/s 
Ус = 942,48 (cos 13,52? е, sen 13,52° еу) mm/s 


Entonces, la componente ey de la ecuación de la velocidad relativa da 


© = ё = – 0,278 rads | = 0278 rad/s / Resp. 
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y la componente e, da 
v = 916,4 mm/s (hacia fuera) Resp. 


De otra manera, las componentes de la ecuación de la velocidad relativa se 
pueden escribir en función del sistema de coordenadas fijas X-Y (v. fig. 14-29) 


ул-0 
Усте = 2 sen 29,09% – р cos 29,09) 
w X roy, = ӨК х 792,60(sen 29,09 i- cos 29,09 |) 


Ус = 942,48( cos 74,431 – sen 74,43|) 


Luego, las componentes i y | de la ecuación de la velocidad relativa dan 


692,60) + 0,4860 = 253,0 
385,30 – 0.8740 = -908,0 


Resolviendo este sistema de ecuaciones se tienen los mismos resultados anterio- 
res. 


PROBLEMA E 


En el mecanismo de la figura 14-30, el brazo AB gira en sentido horario con una 
frecuencia constante de 6 rpm mientras el pasador P se mueve hacia fuera a lo 
largo de una guía radial practicada en el disco giratorio con una celeridad cons- 
tante de 25 mm/s. En el instante representado, r = 7,5 cm, @ = 12 rpm, 2=0,1 
rad /s?, ambas en sentido horario. Determinar la velocidad y la aceleración ab- 
solutas del pasador P en ese instante. 


SOLUCIÓN 


Se toma el sistema de coordenadas giratorio x-y con origen еп В y el eje x en la bá 

dirección de la guía, según se indica en la figura 14-31a. Entonces, la velocidad А РГ Feye, > 

angular del sistema de coordenadas x-y será pi f a 
{30° 


w= (-12к rev/min) ( 2л arrer ) =- 1,2566k rad/s 


La ecuación de la velocidad relativa (ec. 14-16d) es 
ур = Vpt Х тро + Vpr (0 
donde, en el sistema de coordenadas giratorio (fig. 14-314) 
v= аз 29. = 60% 
= 2449, - 14,138e, cm/s 
Ура = 25e, cm/s 
wX tg, = (- 1,2566k) х (75е) -- 9,425e, cm/s 


Por tanto 
Vp = 270е,- 23,6е/ стз Кезр. Figura 14-31 
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Үр = 35,9 cms 7 71,1% Resp. 


La ecuación de la aceleración relativa (ec. 14-17d) es 
ap = apta X Tp gX wX (wX tp) 


+ Ape +20 XV pej 


donde, en el sistema de coordenadas giratorio (fig. 14-31c) 


ay = 09) [LED] 30 
= -8,883e, — 15385, cm? 


ax pyg = (0,1K) х (7,5е,) =-(075,) cm/s? 
вх (0 XTp p) <-(1,2566К) х (-3.770e,) 


= -(11,843e,) cm/s? 


2w X тр = 2-1,2566k) х (2.5е,) = 6.283е, ст/ѕ2 


Por tanto 


osea (у. fig. 14-314) 


PROBLEMAS 


14-104* El automóvil A recorre una carretera recta con una ce- 
leridad constante de 90 km /h mientras el automóvil B describe 
una curva circular de radio 150 m con una celeridad constante 
de 70 km/h (fig. P14-104). Determinar la velocidad y la acele- 
ración que el auto A parece tener según un observador que 
vaya en el auto B en el instante representado. 


ары = 0 
ар = -20,7e,-224e, cm/s? Resp. 
ap = 30,5 ст? 7 173° Resp. 


14-105* Elautomóvil A recorre una carretera recta con una ce- 
leridad constante de 104 km/h mientras el automóvil B descri- 
be una curva cirĉular de radio 180 m con una celeridad de 
72 km/h (fig. P14-105). Si la celeridad de B está disminuyendo 
a razón de 3 m/s?, determinar la velocidad y la aceleración que 
el auto A parece tener según un observador que vaya en el auto 
B en el instante representado. 


Figura P14-104 


Figura P14-105 


14-106* El automóvil A recorre una carretera recta con una ce- 
leridad constante de 80 km /h mientras el automóvil В describe 
una curva circular de radio 125 m con una celeridad de 50 km/h 
(fig. P14-106). Si la celeridad de B está aumentando a razón de 
5 m/s?, determinar la velocidad y la aceleración que el auto А 
parece tener según un observador que vaya en el auto B en el 
instante representado. 


Figura P14-106 


14-107 El automóvil A describe una curva circular de radio 
150 m con una celeridad constante de 72 km /h mientras el auto 
B describe otra curva circular de radio 225 m con una celeridad 
constante de 96 km/h (fig. P14-107). Determinar la velocidad y 
la aceleración que el auto Á parece tener según un observador 
que vaya en el auto B en el instante representado. 


Figura P14-107 


14-108 El automóvil A recorre una carretera recta con una ce- 
leridad constante de 60 km/h mientras el automóvil В describe 
una curva circular de radio 100 m con una celeridad de 35 km/h 
(fig. P14-108). Si la celeridad de B está disminuyendo a razón 
de 1,5 m/s?, determinar la velocidad y la aceleración que el 
auto A parece tener según un observador que vaya en el auto 
B en el instante representado. 


Figura P14-108 


14-109* En las condiciones del problema 14-107, determinar 
la velocidad y la aceleración que el auto B parece tener según 
un observador que vaya en el auto A en el instante representa- 
do. (¿Son estos valores los de la velocidad y la aceleración del 
problema 14-107 cambiados de signo?) 

14-110 Enel caso del mecanismo del ejemplo 14-10, determi- 
nar la aceleración angular адр del brazo AD y la aceleración a 
de la corredera a lo largo del brazo AD cuando t= | s. 


14-111* En el mecanismo de la figura P14-111, el brazo АВ 
gira en sentido antihorario con velocidad angular de 2 rad/s 
en el instante representado. Determinar la velocidad angular 
(cp del brazo CD y la celeridad v de la corredera a lo largo de 
CD en ese instante. 


100 mm С 


A тт] 


Figura P14-111 
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14-112* En el mecanismo de la figura P14-112, el brazo АВ 
gira en sentido antihorario con velocidad angular de 2 rad/s 
en el instante representado. Determinar la velocidad angular 
Фср del brazo CD y la celeridad v de la corredera a lo largo de 
AB en ese instante. 


100 mm С 


mn de -0250т---і 


Figura Р14-112 


14-113 Determinar la aceleración angular оср del brazo CD 
y la aceleración a de la corredera a lo largo del brazo CD, en el 
caso del mecanismo del problema 14-111, si la velocidad angu- 
lar Фар es constante. 


14-114* Determinar la aceleración angular осту del brazo CD 
y la aceleración a de la corredera a lo largo del brazo AB, en el 
caso del mecanismo del problema 14-112, si la velocidad angu- 
lar 04g es constante. 


14-115 Determinar la aceleración angular ос del brazo CD 
y la aceleración a de la corredera a lo largo del brazo CD. en el 
caso del mecanismo del problema 14-111, si la velocidad angu- 
lar одр está disminuyendo a razón de 0,5 rad/s?, 


14-115 Determinar la aceleración angular аср del brazo CD 
y la aceleración a de la corredera a lo largo del brazo AB, en el 
caso del mecanismo del problema 14-112, si la velocidad angu- 
lar 004 y está disminuyendo a razón de 0,5 rad /s?. 


14-117* Cuando el brazo AB, de 15 cm de longitud, del meca- 
nismo representado en la figura P14-117 oscila, el pasador В se 


Figura Р14-117 
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desliza en uno y otro sentido por la guía practicada en el brazo 
CD. Sabiendo que Ө- cos лі rad, donde t se expresa en segun- 
dos, determinar la velocidad angular ap y la aceleración an- 
gular аср del brazo CD cuando t= } s. 


14-118 Cuando el brazo АВ, de longitud 75 mm, del meca- 
nismo representado en la figura P14-118 oscila, el pasador B se 
desliza en uno y otro sentido por la guía practicada en el brazo 
CD. Sabiendo que 0 = 3 sen лі rad, donde t se expresa еп segun- 
dos, determinar la velocidad angular @cp y la aceleración an- 
gular ос del brazo CD cuando t=0,1 в. 


Figura P14-118 


14-119* La rueda de la figura Р14-119 gira en sentido horario 
con frecuencia constante de 120 rpm. El pasador D está fijo a la 
rueda en un punto situado a 125 mm de su centro y se desliza 
por la guía practicada en el brazo AB. Determinar la velocidad 
angular Фр y la aceleración angular (д del brazo AB en el ins- 
tante representado. 


|——375 mm 1 


Figura Р14-119 


14-120" Al girar el miembro de la figura P14-120, la cuerda 
amarrada a la corredera se enrolla alrededor del eje fijo en A y 
tira hacia adentro de la corredera В con una velocidad ғо rela- 
tiva al miembro. Si éste gira con celeridad angular constante de 
60 rpm, determinar la velocidad absoluta ур y la aceleración 


absoluta ay de la corredera cuando se halle a 400 mm del eje y 
sear=10mm. 


Ў Y же А B 
A 
0556 Еа] 


Figura P14-120 


14-121 А1 girar el miembro de la figura P14-121, una espiga 
A situada en la parte inferior de la corredera recorre el surco en 
espiral practicado en una placa fija y tira hacia fuera de la co- 
rredera. La espiral viene dada por r = 0,0875 6” donde Ө se ex- 
presa en radianes y y en centímetros, girando el miembro con 
una celeridad constante de Å= 1,5 rad /s. Determinar la veloci- 
dad absoluta v4 y la aceleración absoluta ад de la corredera 
cuando r = 15 cm. 


Figura P14-121 


14-122* La placa ranurada de la figura P14-122 tiene una ve- 
locidad angular constante de 15 rad/s en sentido horario. La 
corredera А tiene una celeridad constante relativa a la ranura 


Figura P14-122 


деи = 100 mm/s. Si а = 200 mm y b = 0 mm, determinar la ve- 
locidad absoluta уд y la aceleración absoluta a, de la corredera. 
Repetirlo para el caso de una velocidad angular de 15 rad /s en 
sentido antihorario. 


14-123 La placa ranurada de la figura P14-122 tiene una ve- 
locidad angular constante de 15 rad /s en sentido horario. La 
corredera B tiene una celeridad constante relativa a la ranura 
de и = 25 cm/s. бі a = 0 cm, determinar la velocidad absoluta 
vg y la aceleración absoluta ар de la corredera. Repetirlo para 
el caso de una velocidad angular de 15 rad /s en sentido anti- 
horario. 


14-124 Repetirel problema 14-122 para el caso en que b=50 mm. 
14-125* Repetir el problema 14-123 para el caso en que а = 20 cm. 


14-126 La placa ranurada de la figura P14-122 tiene una velo- 
cidad angular de 15 rad /s y una aceleración angular de 5 rad /s?, 
ambas en sentido horario. La corredera C tiene una celeridad 
constante relativa a la ranura de и = 100 mm/s. Si a = 200 mm y 
Ө= 20°, determinar la velocidad absoluta vc y la aceleración ab- 
soluta aç de la corredera. Repetirlo para el caso en que la veloci- 
dad y aceleración angulares sean de sentido antihorario. 


14-127* La placa ranurada de la figura P14-127 tiene una velo- 
cidad angular de 15 rad /s y una aceleración angular de 5 rad /s?, 
ambas en sentido horario. La corredera D tiene una celeridad 
constante relativa a la ranura de и = 25 cm/s. біл = 20 cm y 
Ө = 0°, determinar la velocidad absoluta vp y la aceleración ab- 
soluta ар de la corredera. Repetirlo para el caso en que la veloci- 
dad y aceleración angulares sean de sentido antihorario. 


Figura P14-127 


14-128* Repetir el problema 14-126 para el caso en que Ө= 40°. 
14-129 Repetir el problema 14-127 para el caso en que 9=60%. 


14-130* La placa ranurada de la figura P14-127 tiene una ve- 
locidad angular de 15 rad/s y una aceleración angular de 
5 rad/s?, ambas en sentido horario. La corredera E tiene una 
celeridad constante relativa a la ranura de и = 100 mm/s. бі 
а = 200 mm, determinar la velocidad absoluta у; y la acelera- 
ción absoluta ay de la corredera. Repetirlo para el caso en que la 
velocidad y aceleración angulares sean de sentido antihorario. 


18 
CINEMÁTICA DEL CUERPO RÍGIDO 


Figura 14-32 


14.7 MOVIMIENTO TRIDIMENSIONAL DE UN CUERPO RÍGIDO 


El movimiento tridimensional de un cuerpo rígido que se estudia en este apar- 
tado es considerablemente más complicado que el movimiento bidimensional 
estudiado en apartados anteriores de este capítulo, No tan sólo los puntos del 
cuerpo se mueven en el espacio tridimensional sino que, además, varían con el 
tiempo las direcciones de los vectores velocidad angular y aceleración angular. 
El tratamiento vectorial no solamente es útil en la descripción del movimiento, 
sino que es absolutamente necesario para describir el movimiento de cuerpos 
en tres dimensiones. 

Antes de entrar en el estudio de un movimiento tridimensional cualquiera 
de un cuerpo rígido o el caso particular de su rotación en torno a un punto fijo, 
será necesario considerar algunos aspectos de las rotaciones de cuerpos rígidos 
en tres dimensiones. 


14.7.1 Teorema de Euler 


El teorema de Euler dice que cuando un cuerpo rígido gira alrededor de un punto 
fijo, toda posición del cuerpo se puede obtener a partir de cualquier otra posición me- 
diante una sola rotación en torno a un cierto eje que pasa por dicho punto fijo. 

Para demostrar el teorema de Euler, consideremos el movimiento de un 
cuerpo rígido que gire alrededor de un punto fijo A. El punto B representa la 
posición de un punto arbitrario en cierto instante y el punto В” representa su 
posición en un instante posterior (fig. 14-32). Como el cuerpo es rígido, el pun- 
to B deberá moverse sobre una superficie esférica de radio R centrada en A. La 
cáscara esférica indicada representa las posiciones posibles del punto B duran- 
te el movimiento. Al punto que en la posición inicial del cuerpo ocupa el lugar 
B' le llamaremos С y pasará а С” en la posición final en virtud de este mismo 
movimiento. Como la posición final de B es la misma que la posición inicial de 
С. ambos puntos se hallan a la misma distancia de A y ambos se moverán sobre 
la misma superficie esférica. 

La configuración de un cuerpo rígido queda determinada por tres cuales- 
quiera de sus puntos. Por tanto, la demostración del teorema exige demostrar 
que el movimiento del cuerpo que lleva el punto В а В” puede obtenerse me- 
diante una sola rotación en torno a un cierto eje que pase por А y que esta mis- 
ma rotación lleva el punto C a C’. 

Сото los puntos В, В - y C’ se hallan sobre una misma superficie esféri- 
ca, los arcos de círculo máximo BC (distancia entre los puntos B y C en la po- 
sición inicial del cuerpo) y В”С” (distancia entre los puntos Ву С еп la posición 
final del cuerpo) deberán ser iguales en virtud de la rigidez de éste. En la su- 
perficie esférica de centro en A y radio R, construyamos los círculos máximos 
que bisecan ortogonalmente a los arcos BB” y СС”. Dichos círculos se cortan 
en dos puntos, uno de los cuales se ha rotulado D en la figura 14-32. Por último, 
tracemos los arcos de círculo máximoBD , B"D = CD y C'D. En virtud de su 
construcción, estos arcos serán iguales. Por tanto, los dos triángulos esféricos 
ВВ Фу CC'D serán iguales y el ángulo 9 que forman las tangentes en D a BD 
y ЕТ será igual al que forman las tangentes en Da CD у C'D. Así pues, una 
rotación de magnitud ф en el sentido adecuado alrededor de AD llevará В so- 
bre B’ y C sobre С”, determinando la posición final del cuerpo a partir de su po- 
sición inicial, según reza el teorema de Euler. 


14.7.2  Rotaciones finitas (no son vectores) 


Del teorema de Euler se deduce que el movimiento durante un intervalo de 
tiempo А/ de un cuerpo rígido que tenga un punto fijo puede considerarse que 
es una rotación Agen torno a ип cierto eje. Esto podría representarse mediante 
un vector dirigido según el eje de rotación y de módulo igual al valor de la ro- 
tación. Por ejemplo, para designar la rotación de la figura 14-32 podría utilizar- 
se la expresión ф = фед. Sin embargo, aun cuando estas expresiones definen 
módulo, dirección y sentido, no obedecen a las reglas de adición de vectores y 
no son vectores a menos que las rotaciones sean infinitesimales. 

Mediante un ejemplo sencillo podemos mostrar que las rotaciones finitas 
по obedecen a las reglas de adición de vectores. Tomemos un libro y establez- 
camos un sistema de coordenadas como se indica en la figura 14-33a. Sean 
AB, = 90% y ДӨ, = 90°], que representan rotaciones antihorarias de 90° alrede- 
dor de los ejes ES e y, respectivamente. La rotación ДӨ, “А6, (es decir, la rotación 
АӨ, seguida de la rotación А6)) da como resultado la posición final representa- 
da еп la figura 14-33b. En cambio, la rotación АӨ, +A6,(es decir, la rotación A0, 
seguida de la rotación 46,) da lugar a la posición! final representada en la figura 
14-33c. Evidentemente, estas posiciones finales no coinciden у la "suma" de las 
rotaciones depende del orden en que se escriban 


A0,+A0,%A0,+A0, 


Por tanto, las rotaciones finitas no son vectores. 

Las magnitudes tales como las rotaciones finitas se denominan "pseudovec- 
toriales". Aun cuando pueden representarse mediante segmentos orientados, 
no se pueden sumar como vectores y no son magnitudes vectoriales. Por esta 
y Otras razones, las rotaciones finitas son magnitudes difíciles de manejar. Si 
bien se pueden tratar en problemas de Dinámica superior, en este primer curso 
de Dinámica no abordaremos el cálculo de las rotaciones finitas. 


14.7.3 Rotaciones infinitesimales 


Aun cuando las rotaciones finitas no se pueden combinar vectorialmente, sí se 
pueden combinar así las rotaciones que sean suficientemente pequeñas, las 
cuales son vectores. En la figura 14-34 se han representado las rotaciones infi- 
nitesimales 40) y 46; de un cuerpo rígido en torno a un punto fijo A. Primera- 
mente llevan el punto P hasta Q} y luego hasta 5 si se efectúa primero la 
rotación 46). Si se aplicara primero la rotación 26, pasaría primeramente P а 
О» у luego a 57. Aunque estos movimientos tienen lugar sobre una superficie 
esférica de radio R, en el caso de rotaciones infinitesimales la curvatura de la 
superficie tiene un efecto despreciable, los lados de la figura de desplazamien- 
tos son, en esencia, paralelos y 5 = 5”. Así pues, el desplazamiento total del 
punto P vendrá dado por 


dr = dr, +dr, = dr, “ат, 
= (40, x r+d0, X r=d0, X таб)хт 
(40, +d0,) X r= (d0,+d0,) X т 
d0 xr (14-18) 


donde 
40-46, 40, 
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Figura 14-34 


es una única rotación resultante en torno al eje que se indica y no depende del 
orden de los sumandos en la adición vectorial. 


14.7.4 Rotación en torno a un punto fijo 


Como ahora sabemos que 40 es un vector, su derivada respecto al tiempo tam- 
bién lo será. A este vector 


=6= 1% 
0 ж; 


se le da el nombre de vector velocidad angular. La dirección del vector veloci- 
dad angular о) representa el eje en torno al cual gira el cuerpo y su módulo es 
igual a la rotación que se efectúa por unidad de tiempo. Sin embargo, en el caso 
de la rotación en torno a un punto fijo, la dirección de dicho eje no es constante. 


Por tanto, tanto el módulo como la dirección de в) serán función del tiempo. 
La aceleración angular es la derivada de la velocidad angular respecto al tiempo: 


а= о 


Como tanto la dirección como el módulo de ө dependen del tiempo, Іа deriva- 
da deberá tener en cuenta las variaciones de una y otro. En general, la dirección 
de а no coincide con la de о. 

La velocidad de un punto cualquiera del cuerpo rígido viene dada por la 
derivada del vector de posición respecto al tiempo. Si el desplazamiento de la 
ecuación 14-18 tiene lugar en un tiempo 44, entonces 

dr 40 


а. 


y la velocidad del punto еп Р vendrá dada por 
v=o Xi} (14-19) 


La aceleración en la posición P viene dada por la derivada respecto al tiempo 
del vector velocidad: 


dvp dw drp 

з 4 х дар: 

e О?ЧаЕ 
=0X 51 +0XV,=0X 1rp+0X(0X ть) (14-20) 


Aun cuando estas ecuaciones son formalmente iguales a las del movimiento 
plano, importa recordar que tanto los módulos como las direcciones de w y de 
а varían соп el tiempo у que la dirección de а no coincide con la de о. 


14.7.5 Cuerpo rígido en un movimiento cualquiera 


Si A y B son dos puntos móviles, sus posiciones estarán relacionadas, en virtud 
de la regla del triángulo para la adición de dos vectores, de la manera siguien- 
te: 


Tp = Ta+Taa (14-21) 


donde r y rg son los vectores de posición absoluta de A у В, respectivamente 
y Tga es el vector de posición de В relativa а А. Derivando la ecuación 14-21 ten- 
dremos la ecuación para la velocidad relativa 


VS Va + Vaya 


donde уд y vz son las velocidades absolutas de A у В, respectivamente у Vg/Ą 
es la velocidad de B relativa a A. Sin embargo, si A y B fuesen dos puntos de 
un cuerpo rígido su separación se mantendría constante y el punto B se move- 
ría sobre una superficie esférica centrada en A. Por tanto, la velocidad relativa 
Увуд Vendría dada por (ec. 14-19) 


Vara = 0 Х Труд 
Por tanto 


Vg = УА%УдурҺ УДЗ ӨХ груд (14-22) 
y la velocidad del punto В consiste еп la suma de dos partes: v4 que representa 
una traslación de todo el cuerpo con el punto A; y о X груд, que representa una 
rotación en torno al punto A. Análogamente, derivando respecto al tiempo la 
ecuación 14-22 tenemos 


ар +ард=ад+а х тудо х (w X труд) (14-23) 


у la aceleración del punto В consta también de dos partes: ад, que representa 
una traslación de todo el cuerpo con el punto А; y а X трд + о X (6 X гуд), 
que representa una rotación en torno al punto A. 

De nuevo hemos de advertir que las direcciones de e y а по son constantes 
y que el cálculo de la velocidad relativa y de la aceleración relativa debe reali- 
zarse teniendo en cuenta tal hecho. 


14.7.6 Movimiento tridimensional relativo a ejes en rotación 


El desarrollo de las ecuaciones para la velocidad relativa y la aceleración rela- 
tiva en un movimiento tridimensional relativo a ejes en rotación sigue una 
marcha paralela a la seguida en el apartado 14.6 para el caso del movimiento 
plano. La diferencia estriba en que, en el caso del movimiento tridimensional, 
las direcciones de los vectores velocidad angular y aceleración angular no son 
fijas como en el caso del movimiento bidimensional. Si en las derivaciones se 
incluye la variación temporal de dichas direcciones, la forma vectorial de las 
ecuaciones 14-164 y 14-174 será la correcta y dichas ecuaciones serán válidas 
tanto para el movimiento bidimensional como para el tridimensional. 
Análogamente a como se hizo en el desarrollo del apartado 14.6, considere- 

mos un movimiento tridimensional cualquiera de dos puntos A y В cuyas si- 
tuaciones se especifiquen el sistema fijo de coordenadas XYZ por los vectores 
de posición 

ty = X i+ Y jt Zak 

Tp = Xpi+ Ypj+ Zk 


donde i, j y k son vectores unitarios asociados a los ejes X, Y y Z, respectiva- 
mente. En cambio, la posición relativa se escribirá respecto a un sistema de co- 


эз 


14.7 MOVIMIENTO 
TRIDIMENSIONAL DE UN CUERPO 
RIGIDO 


122 
CINEMÁTICA DEL CUERPO RÍGIDO 


ordenadas xyz que tenga su origen еп A y gire con velocidad angular а y 
aceleración angular « respecto al sistema fijo de coordenadas XYZ. Por tanto, 


Taza = хе, +уе, +2е, 
donde los vectores unitarios asociados a los ejes x, y, 2 se han representado рог 
€, €, y e, para distinguirlo de i, j y К у hacer resaltar que son función del tiempo. 
Entonces, por adición de vectores, los vectores de posición absoluta гд y гр y el 
vector de posición relativa труд estarán relacionados de la manera siguiente: 


Tp = T4+ (хе, +ye,+ze,) (14-24) 


La relación entre las velocidades absolutas y relativa se obtiene derivando res- 
pecto al tiempo la ecuación de la posición relativa (ec. 14-24), es decir: 


d(xe, +ye, +ze,) 


ts, 
vat AF 
ра dx de, dy de, dz de, 
БАҒЫНАДЫ A YA тер 
е de de 
= Vatvot (e ну Gp Ge) (14-252) 


en donde ур. = Хе, + уе, + е, es la velocidad de В relativa al sistema de co- 
ordenadas giratorio xyz (medida en él). 

Las derivadas de los vectores unitarios del paréntesis de la ecuación 14-254 
se pueden calcular de manera análoga a la utilizada en el apartado 14.6. De otra 
manera, el vector unitario e, puede considerarse que es el de posición de un 
punto que gira alrededor de А con velocidad angular œ. Entonces, la derivada 
de e, respecto al tiempo sería la velocidad de aquel punto y vendría dada por 


de, > 
a 
Análogamente, 
de de, 
тәй == 
ж ==*%у у т =oxe, 


Aplicando estos resultados en la ecuación 14-25а tenemos 


Vg 


и 


УА Уны + (хо Хе, +уо хе +20 х е.) РОТИ 


V¿FOX труд + Vpr 


donde уд, vg y œ se miden relativas al sistema de coordenadas fijo XYZ; гуд у 
Vpre¡ Se miden relativos al sistema de coordenadas giratorio xyz. 

La relación entre las aceleraciones absoluta y relativa se obtiene derivando 
respecto al tiempo la ecuación de la velocidad relativa (ec. 14-25b) y se obtiene 


(14-264) 


Según el cálculo de la velocidad relativa, 


йү, 
e = Vigo FO X труд (14-26b) 


Otro cálculo análogo de la derivada de Ур respecto al tiempo nos da 


AV prel а d(xe, + уе, + 2е,) 


dt dt 


E г) А ( „де, de, йе ) 
= (Ye, +ўеу + е.) + рУ 
= ар + (Хо X e +0 х е,%20 хе) 


= apet Х Ур (14-260) 


donde az, = Ye, + ўе, + ѓе, es la aceleración del punto В relativa al sistema 
de coordenadas giratorio xyz (medida en él). Aplicando las ecuaciones 14-26b 
y 14-26c en la ecuación 14-264 y reagrupando términos, tenemos 


ар= а+ахтрд+о X(W X груд) 


+20 Х Ура + agre (14-260 


donde ад, ay, œ y а se miden relativas al sistema de coordenadas fijo XYZ; груд’, 
уры Y Agro Se miden respecto al sistema de coordenadas giratorio xyz; y al térmi- 
no 209 X уһ. se le da el nombre de aceleración de Coriolis. 

Las ecuaciones 14-26 y 14-27 exigen la suma de varios vectores. Para sumar- 
los, habrá que expresar sus componentes en un sistema de coordenadas co- 
mún. Dichas componentes pueden escribirse o en el sistema de coordenadas 
fijo XYZ o en el sistema de coordenadas giratorio xyz. La elección se basa úni- 
camente en la forma en que se den los datos y en la forma que se quiera dar los 
resultados. 

La orientación, situación del origen, velocidad angular y aceleración angu- 
lar del sistema de coordenadas giratorio se deberán tomar de manera que sim- 
plifiquen el cálculo de los distintos términos de las ecuaciones de la velocidad 
relativa y de la aceleración relativa. Por ejemplo, el origen A debería ser un 
punto cuya velocidad y aceleración absolutas puedan obtenerse con facilidad, 
La velocidad angular y la aceleración angular del sistema giratorio deberían to- 
marse de manera que se puedan calcular fácilmente la velocidad y aceleración 
del punto B relativas al sistema giratorio de coordenadas. La orientación del 
sistema de coordenadas giratorio relativa al sistema de coordenadas fijo debe- 
ría tomarse de manera que sea fácil describir las componentes de los distintos 
vectores. 


PROBLEMA EJEMPLO 14.12 
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en A, punto alrededor del cual puede pivotar libremente. Cuando disco y árbol 
ruedan en torno a su propio eje con velocidad angular (,, el árbol rueda también 
alrededor de un eje vertical con velocidad angular 0. Si œ = 5 rad/s y ù = 
20 rad /s? en el instante representado, determinar 


b. 


La velocidad angular total œ y la aceleración angular total ex del disco еп 
ese instante. 

La velocidad усу la aceleración ас del punto С del borde del disco еп ese 
instante. 


Figura 14-35 


SOLUCIÓN 


La barra AB forma un ángulo de 18,43" con el eje x (fig. 14-364). Según la 
regla de la mano derecha, la velocidad angular «y está dirigida de B hacia 
A y expresada en función de sus componentes es 


Ф| = @ерд =- 5 cos 18,437 і-5 sen 18,43% k rad/s 


(a) 
= – 4,7441 1,581k rad/s 


donde ерд es un vector unitario dirigido de В hacia А. Como el disco rueda 
sin deslizamiento, la longitud del arco DD” en la rueda ha de ser igual a la 
longitud del arco DD” en la superficie (fig. 14-36b) 


5 = 200 0, = 632.460, (2) 


Derivando la ecuación b respecto al tiempo se tiene la relación entre las ve- 
locidades angulares о} y 0, 


Ф, = 0,3162 о, (о 
Entonces ж, = 1,581k rad/s 
ө = +, = — 4741 rad/s Resp. 


La aceleración angular æ es la derivada de la velocidad angular | 


а= 0 = iti 
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La velocidad del punto C viene dada por la ecuación 14-19 
СІМЕМАТІСА DEL CUERPO RÍGIDO 


ус = © X ro =- 47441 x (569,21 + 200] + 189,69k) 


899,9] — 948,8К mm/s 
900j-949k mm/s Resp. 


и 


m 


La aceleración del punto C viene dada por la ecuación 14-20 
ас= ахтс+е х ус 
(18,971, 7,505) х (569,21 + 200] + 189,69) 
— 4,7441 х (899,0) – 948,8) 
- 14231 – 903] – 3790k mm/s? Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 14.13 


La varilla de la figura 14-37 está conectada a las correderas A y B mediante rótu- 
las. Si la corredera Á se mueve en el sentido negativo del eje x con una celeridad 
constante de 150 mm/s, determinar 


ц 


a. La velocidad ур y la aceleración аҙ de la corredera В еп el instante represen- 
tado. 

b. La velocidad angular оу la aceleración angular æde la varilla en el instante 
representado. (Supóngase que la varilla no gira en torno a su propio eje.) 

SOLUCIÓN 


а. Representando por x la posición de la corredera A y por y la de la corredera 
B, la longitud de la varilla AB, en todo momento, será 


(24 y? + 3002) = 335 (а) 


Elevando al cuadrado los dos miembros de Іа ecuación a y derivando res- 
pecto al tiempo, se tiene 


2x4 +2yy =0 (b) 
donde ï = г, = -150 mm/s e ý = ор. En el instante representado, x = 
100 mm e y = 75 mm. Por tanto, 
ор = 200 mm/s 
Figura 14-37 i Үҙ = 200) mms Resp. 


Derivando la ecuación b respecto al tiempo, se tiene 
Pet yy =0 
donde í = а, = 0 e / = ар. Por tanto, 
Ay = - 2500/3 mm/s? 


Osea Ag = — 833] mm/s? Кезр. 
b. La ecuación de la velocidad relativa es 


ф УА УВА УДТ руд 


donde уд =- 1501 mm/s, vg = 200) mm/s y la posición de B relativa а A es 
труд = — 100i +75) + 300k mm 
Por tanto 
200j = – 150i + (0,14 өй +0,k) х(-100і +75] + 300k) 
= (3000, - 750, – 150) 1 (1000, + 3000) ј + (750, + 1000) к (0 
Aun cuando la ecuación с es vectorial, sus tres componentes 
e 3000, -75ш, = 150 (ф 


y: 3000, + 100%, = -200 (e) 
РЯ 730, + 1000, 


no son suficientes para hallar las tres componentes incógnitas de la veloci- 
dad angular. La velocidad relativa de los extremos de la varilla AB es inde- 
pendiente de la rotación de ésta en torno a su propio eje y el sistema de 
ecuaciones d, e y f da infinitas soluciones para la velocidad angular « que 
difieren en la velocidad de rotación en torno а AB. Está ambigtiedad se eli- 
mina suponiendo que la barra no gira еп torno а su propio eje. 

La hipótesis de que la barra AB no gira en torno a su propio eje equiva- 
le a suponer que la componente de wen la dirección de la barra es nula: 

остри = (0,1+0,j+0,k) - (—1001 +75] +300k) 


= - 1000, +750, + 3000, = 0 (8) 
Resolviendo el sistema constituido por las ecuaciones d, e y 5. se tiene 


0, = -0,5680 rad/s; о, = 04260 radis 
©, = - 0,2959 гай 
озеа 
w = —0,5680 + 0,4260 — 0,2959 Resp. 


Análogamente, la ecuación de la aceleración relativa 
ap = а +ар,д =ад+е хте хур, (h) 


donde a4 =0, ар = —833] mm/s? y Уру = Ур уд = 150,01 + 200,0] mm/s. Por 
tanto, la ecuación h de la aceleración relativa da 
= 833) = 0+ (œi + aj + a к) x (1001 + 75] +300) 
+(0,56801 + 0,4260] - 0,2959k) х (150,04 + 2005) 
= ((00а,-75а,)1- (1004, +3000) + (750, +1000,)k ] 


+ [59,1751— 44,385] —177,5k] (й 

tiene las tres componentes 
ж 3000, -75а, = – 59,175 0 
у: 3000, + 1000: = 788.6 (9 


ш 75а,%100а, =177,5 h 


127 

14.7 MOVIMIENTO 
TRIDIMENSIONAL DE UN CUERPO 
RÍGIDO 


128 
CINEMÁTICA DEL CUERPO RIGIDO 


Figura 14-38 


(b) 


Figura 14-39 


Haciendo la hipótesis de que la varilla no gira en torno a su propio eje, 


æ: rg, = (@,i + a j+ ak) - (-100i +75j + 300k) 


- 1000, + 750, + 3000, = 0 


(m) 


Por último, resolviendo el sistema constituido por las ecuaciones k, Гу m, se 


tiene 
а, = 2,367 rad/s? а, = 0,000 rad/s? 
а, = 0,789 rad/s? 
osea а = 2,3671 +0,789k rad/s? 


'OBLEMA EJEMPLO 


Resp. 


14.14 


La escalera de bomberos representada en la figura 14-38 se eleva con una celeri- 
dad angular constante 6, = 0,5 rad/s. Simultáneamente, gira en torno a un eje 
vertical con una celeridad angular constante Ө, = 0,8 rad/s y se extiende con una 
celeridad constante $ =1,5m/s. Determinar la velocidad vz y la aceleración аҙ 


del extremo de la escalera cuando s = 10 m y 6, = 30°. 


SOLUCIÓN 


El sistema de coordenadas giratorio xyz se toma con su origen en A, según se in- 
dica en la figura 14-38. La velocidad de rotación del sistema xyz se toma de ma- 
nera que la escalera se encuentre siempre en el plano yz. Entonces, la ecuación 


de la velocidad relativa (ec. 14-25b) es 


УВ = V¿+OX труд Ур 


0 


16; 


donde 


о 
w х трд = бце, X (s cos б,е, +з sen 0,6.) 
= -(0,8)(10)30°е, = — 6.928е, 
y (fig. 14-39а) 
Уве = 15 cos Өе +5 sen 0,е, 
- 88, sen Oe, +56 соз 6,е,] 
= [1,5 cos 30° – (10) (0,5) sen 30°] e 
-1,201e, +5,080e, 


y 


Por tanto 
Ув = -6.928e,— 1201e,+ 5,080e, 


La ecuación de la aceleración relativa (ec. 14-26d) es 


ар-адтахт,,,%о X (о X трд) tage +240 X Ур. 


Resp. 
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14-131* Dibujar la posición final del libro de la figura 14-334 
tras las rotaciones sucesivas 


A0,=90% 46,-9% 46,-90% 

a ай. 
Determinar también la rotación única (eje y ángulo) equivalen- 
te a esa combinación de rotaciones. 


14-132* Dibujar la posición final del libro de la figura 14-330 
tras las rotaciones sucesivas 

A0,=180% ЛӨ =90° ДӨ, = 180° 
Determinar también la rotación única (eje y ángulo) equivalen- 
te a esa combinación de rotaciones. 


14-133 Dibujar la posición final del libro de la figura 14-334 
tras la rotaciones sucesivas 

A8,=90% 40,-9%% 46,-9%  A0,=90* 
Determinar también la rotación única (eje y ángulo) equivalen- 
te a esa combinación de rotaciones. 


14-134* Dibujar la posición final del libro de la figura 14-334 
tras las rotaciones sucesivas 


AB, = 90° 40, = 90° ДӨ, = – 90° АӨ, = 90° 


14-135 Determinar cuál de las siguientes rotaciones de un 
cuerpo dará lugar a la misma posición final de él: 


а. дө, = 90°, AQ, = 90% 

b. А6, = 90°, АӨ, = 90% 

с АӨ, = 90°, АӨ, =- 90° 

4. АӨ, =- 90°, АӨ, = 90° 

е. ДӨ, = – 90°, 46, = 90°, АӨ, = 90° 

f. А6,- 90%, АӨ, = 90°, АӨ, = — 90° 

& АӨ, == 90°, ДӨ, = 90%, ЛӨ, = 90° 

h. A0, = – 90°, ДӨ, = 90°, Аб, = — 90%, ДӨ, = 90° 
90% 


i. 46, = 90°, AQ, = 90%, Д0, =— 90°, АӨ, = 


14-136 El disco de 400 mm de diámetro representado en la fi- 
gura P14-136 está rígidamente unido a un árbol de 750 mm de 
longitud y rueda sin deslizamiento sobre una superficie fija en 
el plano xy. El árbol, que es perpendicular al disco, está unido 
en А a una rótula y puede pivotar libremente en torno de A. 
Cuando el disco gira con velocidad angular @ en torno al ár- 
bol, éste gira también alrededor de un eje vertical con veloci- 
dad angular a». Si а) = 2 rad/s y ф = 5 rad/s? en el instante 
representado, determinar: 


a. La velocidad angular total « y la aceleración angular total 
жеп ese instante. 

b. La velocidad vcy la aceleración ас del punto С del borde 
del disco en ese instante. 


200 mm 


200 mm |, 


Figura P14-136 


y 


14-137* El tubo AB de 375 mm de longitud representado en la 
figura P14-137 gira alrededor de un eje vertical con celeridad 
angular а),, Al mismo tiempo, el tubo BC de longitud 300 mm 
gira en torno de AB con celeridad angular о), y el disco de 250 mm 
de diámetro gira en torno al tubo BC con una celeridad angular 
0» Determinar, рага el instante representado (cuando BC está 
еп el plano horizontal, œ = 5 rad/s = constante, 0) = ©, =0, 
0,=3 rad/s y ф, =-10 rad/s?) 
а. La velocidad angular total « y la aceleración angular total 
а del disco. 
b. La velocidad vp y la aceleración ар del punto D del borde 
del disco. 


Figura P14-137 


14-138 El eje del disco de 250 mm de diámetro de la figura 
P14-138 está montado sobre la plataforma giratoria de 800 mm 
de diámetro y gira con ella. Si, en el instante representado, 
а =10 rad/s, @ = 40 rad/s?, о, - 3 rad/s y ф,--25 rad/s?, 
determinar 
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а. La velocidad angular w y la aceleración angular total о del 
disco en ese instante. 

b. La velocidad vp y la aceleración ар del punto D del borde 
del disco en ese instante. 


Figura P14-138 


14-139* El tubo AB de 375 mm de longitud de la figura P14- 
137 gira en torno a un eje vertical con una celeridad constante 
о,. Al mismo tiempo, el tubo BC de longitud 300 mm gira alre- 
dedor de AB con una celeridad angular a y el disco de 250 mm 
de diámetro gira alrededor del tubo BC con una celeridad an- 
gular ақ. Determinar, para el instante representado (cuando 
BC está en el plano horizontal, @ = 5 rad/s = constante, 0% = 
3 rad/s, Ф,--10 rad/s”, @, = ф,-0) 


а. La velocidad angular total e» y la aceleración angular total 
а del disco. 

b. La velocidad уу y la aceleración а del punto E del borde 
del disco. 


14-140* Un motor eléctrico gira unas palas (v. fig. P14-140) 
con una celeridad angular constante œ = 600 rpm. Al mismo 
tiempo, el motor gira en torno a un eje vertical con una celeri- 
dad constante а), = 5 rpm. Determinar, para el instante repre- 


Figura Р14-140 


sentado, la velocidad angular total е у la aceleración angular 
total ar de las palas. 


14-141 La varilla de longitud 120 cm de la figura P14-141 está 
conectada a las correderas A y В mediante rótulas. En el instan- 
te representado, x = 50 cm y la corredera A se mueve en el sen- 
tido negativo del eje х con una celeridad constante de 45 cm/s. 
Determinar 


а. La velocidad ур y la aceleración ар de la corredera В en ese 
instante. 

b. La velocidad angular « y la aceleración angular æ de la 
varilla en ese instante. (Supóngase que la varilla no gira 
en torno a su propio eje.) 


Figura P14-141 


14-142* La varilla de 1200 mm de longitud de la figura P14- 
142 está conectada a las correderas A y B mediante) rótulas. En 


e 
Figura P14-142 


el instante representado, y = 750 mm y la corredera В se mueve 
en el sentido positivo del eje y con una celeridad constante de 
100 mm/s. Determinar 


а. La velocidad уд y la aceleración a, de la corredera А еп ese 
instante, 

b. La velocidad angular ө y la aceleración angular æ de la 
varilla en ese instante. (Supóngase que la varilla no gira 
en torno a su propio eje. 


14-143 La varilla de 125 ст de longitud representada en la fi- 
gura P14-143 está conectada a las correderas A y B mediante 
rótulas. Cuando la corredera В pasa рог el eje x (xy = 60 cm, 
Ун = 0 cm, zp = 0 ст), la velocidad y la aceleración de la corre- 
dera A son y=45cm/se ў = 15 ст /5?, respectivamente. Рага 
este instante, determinar 


ә. La velocidad ур y la aceleración ар de la corredera В. 
b. La velocidad angular e y la aceleración angular а. (Supón- 
gase que la varilla no gira en torno a su propio eje.) 


Figura P14-143 


14-144* Supóngase que la posición de la corredera В del pro- 
blema 14-142 viene dada por y(t) = 1000 sen nt donde t se ex- 
presa en segundos, y en milímetros y n = 1 rad /s. Determinar 


a. La velocidad v, y la aceleración a, de la corredera A en el 
instante / = 0,8 s. 

b. La velocidad angular о y la aceleración angular а de la 
varilla en el instante / = 0,8 s. (Supóngase que la varilla no 
gira en torno a su propio eje-) 


14-145 Supóngase que la posición de la corredera A del pro- 

blema 14-141 viene dada por x(t) = 60 sen nt donde t se expresa 

en segundos, x en centímetros y n=1 rad/s. Determinar 

а. La velocidad ур y la aceleración ay de la corredera В en el 
instante t= 0,5 s. 

b. La velocidad angular w y la aceleración angular æ de la 
varilla en el instante / = 0,5 s. (Supóngase que la varilla no 
gira en torno a su propio eje.) 


14-146* La rueda де 600 mm de diámetro de la figura Р14-146 
gira con una celeridad angular constante œ = 5 rad/s. La vari- 
lla AB de 1000 mm de longitud está conectada al borde de la 
rueda en el punto A y a la corredera B mediante rótulas. Para 
el instante representado, еп el cual 0 = 90°, determinar 


а. La velocidad ур y la aceleración ay de la corredera В en ese 
instante. 

b. La velocidad angular w y la aceleración angular а de la va- 
rilla en ese instante. (Supóngase que la varilla no gira en 
torno a su propio eje.) 


Figura P14-146 


14-147 El cigüeñal OA de la figura P14-147 está girando con 
0-3 rad/s y Ө= 10 rad/s? La varilla de 90 cm de longitud está 
conectada en А al cigüeñal y en В a la corredera mediante rótu- 
las. Determinar, para el instante representado en el cual Ө = 0°, 


a. La velocidad vp y la aceleración ар de la corredera В еп ese 
instante. 

b. La velocidad angular w y la aceleración angular æ de la va- 
тШа еп ese instante. (Supóngase que la varilla no gira еп 
torno a su propio eje.) 


Figura P14-147 
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14-148* La escalera de bomberos del problema ejemplo 14-14 
gira en torno a un eje vertical con celeridad angular constante 
0 = 0,8 rad/s соп $=0, ï=- 2,5 т/з°, 0,=0 y 0,=-15 
rad/s? cuando s = 10 ту 6 = 30°. Determinar la velocidad vg 
y la aceleración ар del extremo de la escalera en ese instante. 


14-149 Una cuenta В se desliza por una varilla doblada que 
gira en torno al eje x (fig. P14-149). En el instante representado, 
la varilla está en el plano xz siendo 0-5 rad/s, Ф = 18 rad/s?, 
s=200 mm, $ = 25 mm/s y $ =- 62,5 mm/s? Determinar la 
velocidad ур y la aceleración ар de la cuenta en ese instante. 


Figura P14-149 


14-150* Un cursor B se desliza por una guía practicada en un 
disco de 500 mm de diámetro que gira alrededor de un eje ver- 
tical (fig. Р14-150), En el instante representado, @ = З rad/s, 
Ò =8rad/s?.s=200 mm, $ = 250 mm/s y $ --50 mm/s?. De- 
terminar la velocidad ур y la aceleración аҙ del cursor en ese 
instante. 


Figura P14-150 


14-151* Una cuenta B se desliza por un aro que gira en torno 
al eje y (fig. P14-151). En el instante representado, el aro de 50 
ст de diámetro se halla en el plano y-z y œ= 8 rad/s, Ф = 12 
rad/s?, Ө= 30° y 6 = 10 rad/s = constante. Determinar la velo- 
cidad уҙ y la aceleración аҙ de la cuenta en ese instante. 


14-152 Repetir el problema 14-150 para el caso s = 0. 


Figura P14-151 


RESUMEN 


La Cinemática estudia cómo se mueven los cuerpos. En el caso de cuerpos só- 
lidos, la descripción completa del movimiento exige que se den la situación y 
orientación del cuerpo. La Cinemática de los cuerpos sólidos comprende mag- 
nitudes tanto lineales como angulares. El estudio de la Cinética, que relaciona 
el movimiento con las fuerzas que lo originan, exige una buena comprensión 
de la Cinemática. 

Los sólidos se considerará que son rígidos. En un cuerpo rígido, las separa- 
ciones de dos puntos cualesquiera se mantienen fijas e independientes del 
tiempo. Además, los ángulos definidos por las distintas tripletas de puntos son 
invariables. 

En la traslación de un cuerpo rígido, la orientación de toda recta del mismo 
se mantiene invariable: las rectas horizontales permanecen horizontales y las 
verticales permanecen verticales. Esto significa que el movimiento de todo 
punto del cuerpo rígido es igual al de cualquiera otro de sus puntos. La Cine- 
mática de los puntos que constituyen un cuerpo rígido en movimiento de tras- 
lación es igual a la Cinemática del movimiento de un punto. 

En el movimiento plano de un cuerpo rígido, cada uno de sus puntos se 
mantiene en un plano. La traslación y la rotación en torno a un eje fijo coplana- 
rias son tipos específicos del movimiento plano. Un movimiento plano cual- 
quiera es todo movimiento plano para el cual las rectas del cuerpo giran sin 
que éste tenga fijo ninguno de sus puntos. El movimiento plano cualquiera de 
un cuerpo rígido consiste en una traslación de todo el cuerpo con uno de sus 
puntos más una rotación del cuerpo en torno a dicho punto. 

Para la resolución de problemas de movimiento plano cualquiera existen 
dos métodos generales: el análisis del movimiento absoluto y el análisis del 
movimiento relativo. En el método del movimiento absoluto se escriben las re- 
laciones geométricas que describen las ligaduras a las que está sometido el 
cuerpo y su interacción con otros cuerpos. Después se utilizan estas relaciones 
para describir la situación y el movimiento de otros puntos del cuerpo. El mé- 
todo del movimiento relativo utiliza la rigidez del cuerpo para relacionar la ve- 
locidad y aceleración de dos puntos de dicho cuerpo rígido. Como la 
separación de dos puntos de un mismo cuerpo rígido es invariable, las expre- 
siones de la velocidad relativa y la aceleración relativa adoptan formas parti- 
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134 cularmente sencillas, las cuales sólo dependen de la velocidad y aceleración 
СІМЕМАТІСА DEL CUERPO RIGIDO angulares del cuerpo, 

Para resolver un problema cualquiera puede utilizarse uno u otro método. 
Algunos problemas se describen geométricamente con facilidad y se manejan 
fácilmente con el método del movimiento absoluto. Los problemas que no ten- 
gan una descripción geométrica fácil suelen resolverse utilizando el método 
del movimiento relativo. En muchos casos, la elección del método es cuestión 
de gusto personal. 

En un movimiento plano cualquiera de un cuerpo rígido, ninguno de sus 
puntos está fijo a lo largo del tiempo. Sin embargo, en cada instante se puede 
hallar un punto del cuerpo (o de su prolongación) cuya velocidad sea nula. Una 
vez localizado este centro instantáneo, la velocidad de cualquier otro punto del 
cuerpo se podrá hallar utilizando la ecuación de la velocidad relativa. La utili- 
zación del centro instantáneo no es necesaria para resolver un problema cual- 
quiera. No es sino otra manera de expresar la ecuación de la velocidad relativa. 

El centro instantáneo de rotación de un cuerpo rígido en movimiento plano 
cualquiera no está fijo. Por tanto, diferentes puntos del cuerpo rígido serán 
centros instantáneos en distintos instantes y la situación del centro instantáneo 
de rotación se moverá a lo largo del tiempo. En el cálculo de aceleraciones no 
deberá utilizarse el centro instantáneo de rotación. 

Existen varios tipos de problemas en los cuales conviene describir la posi- 
ción o el movimiento de un punto respecto a un sistema de coordenadas en ro- 
tación. En particular, algunos mecanismos están conectados mediante pasado- 
res que se deslizan por ranuras o guías. El movimiento relativo se especifica 
convenientemente dando los movimientos de traslación y rotación del miem- 
bro que contiene la ranura, la forma de ésta y la velocidad de recorrido del pa- 
sador a lo largo de dicha ranura. Al derivar la ecuación de la posición relativa 
para obtener las ecuaciones de la velocidad y la aceleración relativas habrá que 
tener en cuenta la rotación del sistema de coordenadas, Ello da lugar a tres nue- 
vos términos: Увгы, авг Y 20 X Ур en las ecuaciones de la velocidad relativa 
y de la aceleración relativa. 


PROBLE 5 DE REPASO 


14-153" El mecanismo representado en la figura P14-153esun а. La velocidad angular wç y la aceleración angular aç del 


esquema simplificado de una prensa de imprenta. Al girar la 
manivela AB (Ө =5 rpm = constante), el tambor С se mueve en 
uno y otro sentido sobre el papel. Para el instante representado 
(Ө = 50°) determinar 


Figura P14-153 


tambor. 
b. La velocidad vp y la aceleración ар del punto D de la super- 
ficie del tambor. 


14-154 La cubierta del rodamiento a rodillos representado 
en la figura P14-154 está fija, mientras que el árbol interior gira 
a velocidad constante de 5000 rpm. Si los rodillos ruedan sin 
deslizamiento por las pistas de 50 y 60 mm de diámetro respec- 
tivamente, determinar la velocidad v y la aceleración a del 
punto 


а. A de la superficie del árbol. 
b. C del eje de un rodillo. 

с. В dela superficie del rodillo. 
9. D de la superficie del rodillo, 


Figura P14-154 


14-155 El camión representado еп la figura P14-155 se halla 
inicialmente parado ante un semáforo. Al tener luz verde асе- 
lera a 0,24 m/s? y el barril de 0,9 m de diámetro empieza a ro- 
dar hacia atrás con aceleración angular constante œ = 0,025 
rad/s?. Determinar 


a. Lo que habrá recorrido el camión antes de que el barril cai- 
ga por su trasera. 

b. La velocidad ус del centro del barril у su velocidad angular 
“cuando sale por la trasera del camión, 

с. La velocidad de deslizamiento (velocidad relativa del ba- 
rril respecto al suelo) en el instante en que llega al suelo. 


Figura P14-155 


14-156 Un motor eléctrico hace girar las palas del ventilador 
de la figura P14-156 con la frecuencia constante de 600 rpm. Al 
mismo tiempo, el motor gira en torno a un eje vertical con una 
velocidad angular @, y una aceleración angular о. Determinar 
la velocidad angular total « y la aceleración angular total œ de 
las palas en el instante en que о, = З rad /s y œ, = 12 rad/s?. 


Figura P14-156 


14-157 бе eleva una viga AB de longitud 3,6 m mediante un 
torno, en la forma indicada en la figura Р14-157. El torno se 
acelera con una aceleración angular constante de 0,05 rad/s? 
hasta que su velocidad angular alcanza las 10 rpm, mantenién- 
dose luego constante esta velocidad angular. Si el sistema parte 
del reposo con Ө = 90° determinar la velocidad уҙ y la acelera- 
ción ар cuando 


а. 0-60% b. 60-30% є. 6-0” 


Figura P14-157 


14-158* La cuchilla de una segadora de césped rotatoria gira 
constantemente a 900 rpm en sentido horario vista desde enci- 
ma (fig. P14-158). La cuchilla tiene una longitud de 800 mm y 
la segadora avanza con celeridad constante v = 3 m/s. Para el 
instante representado, en el cual la cuchilla es perpendicular a 
la velocidad у 


a. Determinar la velocidad v y la aceleración a de los extre- 


mos de la cuchilla. 
b. Hallar el centro instantáneo de rotación de la cuchilla. 


Figura P14-158 


14-159 ЕІ tanque representado en la figura P14-159 avanza 
con una celeridad constante de 48 km/h. En el instante repre- 
sentado, la torreta está apuntando hacia delante y girando con 
velocidad angular constante @ =2 rad /s mientras el cañón se 
alza a razón de 00,5 rad /s y @, = 0,03 rad /s?. Si el cañón tie- 
ne una longitud de 3 m, determinar la velocidad v, y la acele- 
ración ад de su boca. 


Figura P14-159 
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14-160* Un bloque pequeño B gira con el plato horizontal A 
de la figura P14-160. La distancia entre el bloque y el eje de ro- 
tación es de 200 mm y el plato parte del reposo. Si el bloque co- 
mienza a deslizarse cuando su aceleración supera el valor 0,65. 
determinar el número N de revoluciones al cual se inicia el des- 
lizamiento, la velocidad angular о del plato a la cual se inicia 
dicho deslizamiento y el ángulo Ө que forma la aceleración del 
bloque con la dirección radial cuando se inicia el deslizamien- 
to, en los casos: 


0 rad /5?. 


0,0 rad /s?. 
с. а= 20.0 rad/s? 


se 


Figura P14-160 


14-161*El tanque del problema 14-159 dispara una granada en 
el instante representado. Si sale del cañón con una celeridad re- 
lativa de 255 m/s 


a. Determinar la velocidad absoluta Vg de la granada cuando 
sale del cañón. 

b. Determinar dónde caerá la granada (tiene una aceleración 
vertical hacia abajo constante de 9,81 m/s? y el suelo es 
рінпезу ос еті); 

с. Comparar la respuesta del apartado b con la que se obten- 
dría en el caso de que el tanque estuviera parado en el ins- 
tante de hacer fuego. 


14-162 Е bloque pequeño В gira con el plato horizontal А de 
la figura P14-160. El bloque empieza a deslizarse cuando la 
aceleración se hace mayor que 0,6g. El plato parte del reposo y 
se acelera hasta alcanzar las 30 rpm en una revolución, mante- 
niendo a continuación constante la velocidad angular, Deter- 
minar la máxima distancia r para la cual no se desliza el bloque 
en el caso de que 


а. œ= constante 
b. о disminuya linealmente respecto a Ө a partir de о = о 
cuando @= 0 hasta œ= 0 al cabo de una revolución. 


PO UE 


14-163* En el instante representado, el camión de la figura 
P14-163 lleva una velocidad de 48 km/h y está acelerando a ra- 
zón de 1,5 т /в?. Si el extremo A de la barra AB de 3 m de lon- 
gitud se desliza hacia atrás con celeridad de 0,6 m/s relativa al 
camión, 

a. Determinar la velocidad vgy la aceleración aç del centro de 

la barra AB. 
b. Localizar el centro instantáneo de rotación C de la barra AB. 


Figura P14-163 


14-164 Та lanzadera С de la figura P14-164 oscila en uno y 
otro sentido a causa de la rotación de la rueda D de 0,50 m de 
diámetro. Si dicha rueda gira con velocidad angular constante 
igual a 30 rpm, determinar la velocidad ус y la aceleración ас 
de la lanzadera en el instante representado, en el cual el miem- 
bro AB está horizontal. 


09т- 


e 5 


Figura P14-164 


14-165 La antena de radar de la figura P14-165 está siguiendo 
un avión. En el instante representado, el plato del radar está gi- 
rando alrededor de un eje vertical con celeridad angular cons- 
tante igual a 04 rad/s, ф=30°, $ =-05rad/s y ф =0.02 rad/s”. 
Para ese instante, determinar: 


a. La velocidad angular « y la aceleración angular а de la 


antena, 
b. La velocidad vy y la aceleración аң del emisor de señal Н. 


Figura P14-165 


Problemas para resolver con ordenador 


C4-166 Una rueda de 600 mm de diámetro está rodando sin 

deslizamiento sobre una superficie horizontal, según se indica 

en la figura P14-166. La barra AB de 1 m de longitud está co- 

nectada a la rueda en un punto situado a 250 mm de su centro 

y el extremo A se desliza libremente por la superficie. Si el cen- 

tro de la rueda lleva una celeridad constante de 1,2 m/s hacia 

la derecha y 9= 0 cuando t = 0, calcular y representar gráfica- 

mente 

а. La velocidad од del extremo А de la barra en función del 
tiempo (0<t<35). 

b. La aceleración angular аҙ de la barra en función del tiem- 
ро(0<2<3 х), 

с. La aceleración aç del centro de masa de Іа barra en función 
del tiempo (0<1<3 s). 


Fas 
7 


Figura P14-166 


(14-167 El mecanismo corredera-manivela de la figura P14- 
167 es una idealización del mecanismo de automóvil constitui- 
do por cigileñal, biela y émbolo. Si la manivela gira соп una ve- 
locidad angular 0 constante 


a- Escribir las expresiones correspondientes а la aceleración 
ас del émbolo, la velocidad angular ф de la biela y la acele- 
ración $ de ésta, en función de 0, Ө, fas у fsc 

b. Tomando (45 =75 mm, зс = 175 mm y 0=4800 rpm, repre- 
sentar gráficamenteac, ф y ф en función de 6(0 = Ө = 3607). 


Figura P14-167 


(14-158 Una rueda escalonada está rodando sin deslizamien- 
to sobre un par de raíles, según se indica en la figura P14-168. 
Si el centro de la rueda lleva una celeridad constante ос y la co- 
ordenada x del punto A es nula cuando = 0% 


а. Escribir las expresiones de posición (хд, ya), velocidad (о... 
Vay) y aceleración (4 4, аду) del punto A en función de los ra- 
dios г y ra la velocidad осу el ángulo 6. 

b. Parar, =75 mm, r = 150 mm y ос= 05 m/s. representar gráfi- 
camente la posición del punto A (y4 en función de x4) para una 
revolución y media de la rueda (0 << 6 = 450°). Dibujar la recta 
radial del centro al punto А para @Ө= 0°, 30°, 60°, 90°, 120°, ... 

с. Sobre una copia de la gráfica de la posición, trazar por A un 
segmento rectilíneo en la dirección de la velocidad v4 cuya 
longitud sea proporcional a la celeridad, рага = 0°, 30°, 60°, 
90°, 120°, ... 

d. Sobre una copia de la gráfica de la posición, trazar por А un 
segmento rectilíneo en la dirección de la aceleración ay 
cuya longitud sea proporcional al módulo de la acelera- 
ción, para Ө= 0°, 30°, 60°, 90°, 120°, ... 


Figura Р14-168 


(14-159 El mecanismo de la figura P14-169 es un dispositivo 
que se utiliza a menudo para crear un movimiento intermiten- 
te. El tamaño y situación de la rueda impulsora A es tal que la 
espiga P entra y sale sin brusquedad en la ranura. Si la rueda 
de entrada gira con velocidad angular constante @ = 5 rad /s: 


а. Calcular y representar gráficamente la posición angular Өр 
de la rueda impulsada en función del tiempo para una re- 
volución completa de la rueda impulsora (es decir, para 
0 = б, = 360°). Sea 6,-0%еп/-0. 

b. Calcular y representar gráficamente la velocidad angular 
0% de la rueda impulsada en función del tiempo para una 
revolución completa de la rueda impulsora. 

с. Calcular y representar gráficamente la aceleración angular 
аң de la rueda impulsada en función del tiempo para una 
revolución completa de la rueda impulsora. 


Figura P14-169 


С14-170 El mecanismo representado en la figura P14-170 se 
utiliza para hacer avanzar la película en un proyector cinema- 
tográfico. Cuando gira el enlace impulsor AB, el gancho Р еп- 
gancha la película y la tira hacia la izquierda en forma 
alternada, luego se separa de ella y se mueve hacia la derecha. 
Бі el enlace AB gira a una celeridad angular constante ің = 
900 rpm 


a. Calcular y representar gráficamente el movimiento de la 
uña P (posición yp en función de xp) para una revolución 
completa del enlace AB. 

b. Calcular y representar gráficamente las componentes hori- 
zontal y vertical de la velocidad de la uña P en función del 


tiempo. (Sea Ё = 0 cuando AB y CD estén verticales, como 
en la figura.) 


+ Calcular y representar gráficamente las componentes hori- 


zontal y vertical de la aceleración de la uña P еп función del 
tiempo. 


Figura P14-170 
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INÉTICA DEL PUNTO: 
LEYES DE NEWTON 


'ACIONES DEL - 
\У!МЇЕМТО............142 


ав fuerzas de rozamiento necesa- 
rías, debe peraltarse la calzada. 


142 д p е 
CINÉTICA DEL PUNTO: 
LEYES DE NEWTON 


15.1 INTRODUCCIÓN 


En los capítulos 13 (Cinemática del punto) y 14 (Cinemática del cuerpo rígido) 
se han estudiado los movimientos de las partículas y de los cuerpos rígidos sin 
considerar las fuerzas necesarias para originar dichos movimientos. En ellos se 
desarrollaron relaciones que describen cómo varían la velocidad y la acelera- 
ción de un cuerpo con el tiempo o con un cambio de posición. En un curso an- 
terior de Estática, se desarrollaron métodos para determinar la fuerza resultan- 
te R y el momento resultante C de todo sistema de fuerzas que pueda ejercerse 
sobre un cuerpo. Cuando la resultante del sistema de fuerzas que se ejerce so- 
bre un cuerpo (supuesto un punto) es nula, el cuerpo está en equilibrio (en re- 
poso o moviéndose con velocidad constante). Cuando dicha resultante no es 
nula, el cuerpo se halla animado de movimiento acelerado. Las fuerzas no 
equilibradas y los movimientos que originan constituyen el tema cial a 
tratar en los restantes capítulos de este libro. 

El movimiento que experimenta un cuerpo cuando está sometido a un sis- 
tema de fuerzas no equilibrado se puede establecer utilizando tres métodos di- 
ferentes: (1) método de fuerza, masa y aceleración, (2) método de trabajo y 
energía y (3) método de impulso y cantidad de movimiento. El método más 
útil para la resolución de un problema particular depende de la naturaleza del 
sistema de fuerzas (constantes o variables) y de la información que se busca 
(reacciones, velocidades, aceleraciones, etc.). 


15.2 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO 


En los tiempos anteriores a Galileo y Newton, se creía que un cuerpo en reposo 
estaba en su estado natural; por tanto, para mantenerlo en movimiento era ne- 
cesaria una cierta fuerza. La gran contribución de Newton a la Mecánica fue 
darse cuenta de que no era necesaria una fuerza para mantener en movimiento 
un cuerpo una vez que se hubiera puesto en movimiento y que el efecto de una 
fuerza es alterar la velocidad, no mantenerla. 


15.2.1 Segunda ley de Newton 


Las tres leyes de Newton para el movimiento, tal como suelen expresarse hoy 
en día, se consignaron en el apartado 12.2. La primera ley atañe a una partícula 
(o punto material) en reposo o que se mueva con velocidad constante y la ter- 
cera ley rige la acción y la reacción entre cuerpos que interactúan. Ambas se 
han utilizado para desarrollar los conceptos de Estática, La segunda ley de 
Newton para el movimiento, que relaciona el movimiento acelerado de un 
punto material con las fuerzas que originan el movimiento, constituye la base 
de los estudios de Dinámica. Se dijo anteriormente que la primera ley de 
Newton, que trata el caso de punto material en equilibrio, es un caso particular 
de la segunda ley. Cuando la fuerza resultante es nula (R = 0), la aceleración 
del punto es nula (a=0); por tanto, el punto estará en reposo o moviéndose con 
velocidad constante (en equilibrio). El enunciado moderno de la segunda ley 
de Newton, presentado en el apartado 12.2, es: 


Segunda ley. Si sobre una partícula se ejerce una fuerza exterior, aquélla se 
acelerará en la dirección y sentido de la fuerza y el módulo de 
la aceleración será directamente proporcional a la fuerza е іп- 
versamente proporcional a la masa de la partícula. 


Matemáticamente, la segunda ley de Newton se expresa en la forma: 


(15-1) 


donde 


а ез la aceleración de la partícula 

Fes la fuerza que se ejerce sobre la partícula 

т ез la masa de la partícula 

Кев una constante de proporcionalidad que depende de las 
unidades que se hayan tomado para la aceleración, la fuerza 
y la masa. Un sistema para el cual k=1 tendrá unidades 
cinéticas coherentes. 


Соп К = 1, la ecuación 15-1 se puede escribir en la forma conocida 
Е = та (15-2) 


En la actualidad, en Estados Unidos, los ingenieros utilizan dos sistemas de 
unidades cinéticas coherentes: el Sistema Internacional de Unidades (unidades 
SI) y el U.S. customary system. En el SI, las magnitudes fundamentales son la 
longitud (m), la masa (kg) y el tiempo (6). La unidad de fuerza, llamada newton 
(N) es, por definición, la fuerza que aplicada a una masa de 1 kg le comunica 
una aceleración de 1 m/s?. El sistema SI es un sistema absoluto ya que las tres 
unidades fundamentales son iguales en cualquier punto (del entorno de la Tie- 
rra, la Luna, del espacio, etc.). En el sistema SI, el peso W de un cuerpo (fuerza 
de la gravedad), como cualquier otra fuerza, se expresa en newton. Así pues, 
según la segunda ley de Newton, el módulo W del peso de un cuerpo de masa 
тез 


W = mg (15-3) 


En Estados Unidos sigue utilizándose un sistema cuyas magnitudes funda- 
mentales son la longitud (ft), la fuerza (Ib) y el tiempo (s). La unidad de tiempo 
(el segundo) es la misma que en el sistema SI. La unidad de longitud (el pie) es, 
por definición, 0,3048 m. La unidad de fuerza (la libra) se define diciendo que 
es el peso al nivel del mar y a una latitud de 45% de un patrón de platino que 
tiene una masa de 0.453 592 43 kg. Como la unidad de fuerza depende de la 
atracción gravitatoria terrestre, el U.S, customary system no es un sistema ab- 
soluto. En este sistema, la unidad de masa es el slug. Por definición, una masa 
de 1 slug adquiere una aceleración de 1 ft/s?cuando se le aplica una fuerza de 
1 Ib. En los problemas de Cinética, еп donde intervienen fuerzas, masas y ace- 
leraciones, cuando se dé el peso W de un cuerpo en libras, se podrá obtener la 
masa т еп slug mediante la expresión 


т= (15-4) 
g 


donde g es la aceleración de la gravedad. 

La ecuación 15-2 expresa el hecho de que los módulos de F y a son propor- 
cionales y que los vectores F y a tienen la misma dirección y sentido (ya que m 
es un escalar positivo). La ecuación 15-2 es válida tanto para fuerzas constantes 
como para fuerzas que varíen con el tiempo (en módulo o dirección). 
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Cuando se utilice la ecuación 15-2 para resolver problemas de Cinética, las 
medidas de la aceleración hay que efectuarlas respecto a ejes de referencia fijos 
en el espacio (que tengan una orientación constante respecto a las estrellas fi- 
jas). Un tal sistema de ejes se denomina terna galileana o sistema inercial pri- 
mario. Cuando un sistema de ejes de referencia sea solidario a la Tierra, la 
aceleración que en él se mida no será la aceleración absoluta que ha de figurar 
en la ecuación 15-2, a causa de la rotación de la Tierra en torno a su eje y de su 
aceleración respecto al Sol al recorrer su órbita. En la mayoría de los problemas 
técnicos en la superficie terrestre, las correcciones a efectuar para compensar la 
aceleración de la Tierra respecto al sistema inercial primario son despreciables 
y las aceleraciones medidas respecto a ejes solidarios a la superficie terrestre se 
pueden tratar como si fuesen absolutas. Sin embargo, la ecuación 15-2 no será 
válida cuando a represente una aceleración relativa medida respecto a un sis- 
tema de ejes móviles sobre la Tierra. Además, habrá que considerar las compo- 
nentes de la aceleración del movimiento de la Tierra cuando se aborden 
problemas tales como el vuelo de naves espaciales o las trayectorias de misiles 
balísticos. 

Los valores internacionalmente aceptados de g relativa a la Tierra al nivel 
del mar y a una latitud de 45° son 9,80665 m/s? у 32,1740 ft/s?. En el trabajo 
rutinario, estos valores suelen redondearse a 9,81 m/s? y 32,2 ft/s?. Los valores 
absolutos internacionalmente aceptados para g al nivel del mar y a una latitud 
de 45°, que deberán tomarse cuando se utilice un sistema inercial primario son 
9,8236 m/s? у 32,2295 ft/s?. 


15.2.2 Ecuaciones del movimiento de un punto 


Cuando sobre un punto material se ejerce un sistema de fuerzas F}, Ез. Ез, .... Е„, 
su resultante es una fuerza R cuya recta soporte pasa por el centro de masa del 
punto, ya que todo sistema de fuerzas que se ejerzan sobre un punto debe 
constituir un sistema de fuerzas concurrentes. El movimiento del punto mate- 
rial debido a la acción de la resultante R viene regido por la segunda ley de 
Newton para el movimiento en la forma 


R = XF=ma (15-5) 


Si escribimos la fuerza resultante R y la aceleración a en función de sus com- 
ponentes cartesianas rectangulares, la ecuación 15-5 será 


У(Р,і+Р,ј+Р,к) =m (azi + a,j +a,k) (15-6) 


Expresando esta ecuación vectorial en forma de componentes tenemos 


R, = EF, = ma, 
R, = EF, = ma, (15-7 
R, = EF, = та, 
Análogamente, la ecuación 15-6 se puede escribir en forma escalar: 
R, = EF, = ma, 
R, = E, = ma, (15-8) 


En muchos problemas de Cinética del punto conviene expresar la acelera- 
ción del punto material en función de su posición (x, y, 2). En tales casos, com- 
binando las ecuaciones 15-5 y 13-8 tenemos 

E(F,i+F,j+F,k) =m(3i+ yj+2k) 


Las componentes escalares de esta ecuación vectorial son 


ЯҒ, =m Z =m 


' 
3 
в 


УР, = 


y (15-9) 


2, 
УЕ, = та, = т 2 = тӯ 


Cuando se utilice alguna de estas ecuaciones del movimiento de un punto 
en la resolución de un problema, deberá establecerse un convenio de signos. 
Una vez establecido un sistema de ejes de referencia, un convenio de signos con- 
veniente (v. fig. 15-1) indica las componentes de la fuerza, la velocidad y la ace- 
leración con el mismo signo que el eje de referencia asociado (una componente 
positiva de la fuerza, la velocidad o la aceleración actúa en el sentido positivo del 
eje de coordenadas correspondiente). Las componentes desconocidas de la fuer- 
za. la velocidad y la aceleración se suponen positivas y se representan como 
magnitudes positivas en todo diagrama de movimiento (cinético) que se utilice 
en la resolución del problema. Al estudiante puede resultarle útil representar 
los vectores ma en un diagrama separado próximo al diagrama de sólido libre 
utilizado para las fuerzas. Si la incógnita se evalúa como magnitud positiva, se 
verificará el sentido supuesto a aquélla. 


15.2.3 Ecuaciones del movimiento de un sistema de puntos 


Las ecuaciones del movimiento de un sistema de puntos materiales se pueden 
obtener aplicando la segunda ley de Newton a cada uno de los puntos perte- 
necientes al sistema. Por ejemplo, consideremos el conjunto de п partículas 
representado en la figura 15-24. La partícula ¡-ésima tiene una masa m; y su 
situación se especifica respecto a un sistema de ejes de referencia adecuado 
utilizando el vector de posición r, con origen en el del sistema de coordena- 
das. Cada partícula del sistema (v. Fig. 15-2р) puede estar sometida a un sis- 
tema de fuerzas exteriores de resultante R;y a un sistema de fuerzas interiores 
б, 62...62. б. Las fuerzas interiores se deben a las interacciones elásticas 
entre partículas y a efectos eléctricos o magnéticos. La fuerza interior ejercida 
por la partícula p,sobre la partícula p;se representa рог f; Aplicando la segun- 
da ley de Newton a la partícula ¡-ésima se tiene 


п 
R;+ Y = та; (15-10) 


ізі 


En la suma de fuerzas interiores, Ё; es nula porque la partícula p; no se ejerce 
fuerza sobre sí misma. 
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Si una partícula p; ejerce una fuerza Ё; sobre la partícula p; la tercera ley de 
Newton nos dice que la partícula p; ejercerá sobre la p; una fuerza f; de igual 
recta soporte y módulo que f;; pero de sentido opuesto. Así pues, 


+ =0 (15-11) 


Sumando las ecuaciones del movimiento correspondientes a las n partículas 
del sistema se obtiene una ecuación del movimiento para el sistema. Así pues, 


ER+ E (E£,)= Ema, (15-12) 
ісі 


1=1 ds 1Nj=) 


Como todas las fuerzas internas del sistema son, dos a dos, colineales, opuestas 
y de igual módulo, su suma será nula y la ecuación 15-12 se reduce a 


R= Кун Ema, (15-13) 


La ecuación 15-13 nos indica que la resultante R del sistema exterior de fuerzas 
aplicadas que se ejercen sobre el sistema de partículas es igual a la resultante 
de los vectores inercia ma de las partículas del sistema. A la cantidad ma se le 
llama, a veces, fuerza de inercia; ahora bien, como no es ni una fuerza de con- 
tacto ni una fuerza gravitatoria (peso), muchos evitan utilizar la palabra fuerza 
para designar al vector inercia ma. 

Si consideramos el centro de masa del sistema de puntos materiales, pode- 
mos escribir la ecuación 15-13 de otra forma. El centro de masa del sistema es 
el punto С definido por el vector de posición rg que satisface la relación 


п 
ттс = У, mx; (15-14) 
ізі 


donde 


es la masa total del sistema de puntos materiales. Derivando respecto al tiempo 
la ecuación 15-14, tenemos 


que podemos escribir 


n 
тас- Y m;a; (15-15) 
1 


Combinando las ecuaciones 15-13 y 15-15, tenemos 


R = та; (15-16) 


Las componentes de esta ecuación vectorial nos dan 


-тас, 
УЕ, = К, = тас, (15-17) 
= тас- 


Las ecuaciones 15-16 y 15-17 constituyen expresiones matemáticas del "ргіпсі- 
pio del movimiento del centro de masa" de un sistema de puntos materiales. 
Las ecuaciones 15-17 para un sistema de puntos materiales son formalmente 
iguales a la ecuación 15-7 para un punto material único. Esta correspondencia 
nos indica que un sistema de puntos materiales se puede tratar como un punto 
material único, situado en el centro de masa G, supuesta concentrada en él toda 
la masa del sistema, si se supone que se aplica una fuerza igual a la resultante 
R soportada por una recta que pase por G. De hecho, todo cuerpo puede ser 
considerado como punto material al aplicar la ecuación 15-17. Sin embargo, en 
general, la recta soporte de la fuerza resultante R no pasará por el centro de 
masa del sistema y la resultante consistirá en una fuerza resultante R que pase 
por el centro de masa G y un par de momento resultante С. El movimiento de 
rotación debido a Cse estudiará en el capítulo siguiente que trata de la Cinética 
del cuerpo rígido. 


15.3 MOVIMIENTO RECTILÍNEO 


En el apartado 13.3 se describió la Cinemática del punto material animado de 
movimiento rectilíneo. En tal caso, la trayectoria es una recta y si se orienta el 
sistema de coordenadas de manera que el eje x coincida con ella, la posición, 
velocidad y aceleración del punto serán descritas por completo por sus com- 
ponentes x. Así, 


(15-18) 


En el caso del movimiento rectilíneo a lo largo del eje x, las ecuaciones 15-7 
para el punto material se reducen a 


УЕ, = ma, 
EF, =0 (15-19) 
р> ЖЕ, 


En este tipo de movimiento, podemos prescindir de la notación vectorial y uti- 
lizar el signo de una magnitud para indicar si el sentido de una magnitud vec- 
torial es el del semieje positivo o el del negativo del eje x. Existen cuatro tipos 
de problema referentes al movimiento rectilíneo. 


Primer caso. F = constante. En los problemas de movimiento rectilíneo en 
los que la fuerza sea constante, la segunda ley de Newton da 


(a) 
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Segundo caso. 


Tercer caso. 


Cuarto caso. 


Integrando dos veces respecto al tiempo Ё se tiene 


Х 


Pine 1 

m 

„1 а 

=? делі ей 

Las dos constantes Су y C¿se pueden determinar a partir de las 

condiciones iniciales del problema en cuestión. 

F = función del tiempo. En los problemas de movimiento rec- 

tilíneo en los que la fuerza varíe con el tiempo, la aplicación de 

la segunda ley de Newton da 

E) (b) 
m 


# = 


Cuando se conoce la función F(t), se puede integrar dos veces 
respecto al tiempo la ecuación b para obtener las expresiones 
de la velocidad x y de la posición x. En dichas expresiones, 
aparecerán dos constantes de integración C; у С; que se po- 
drán evaluar a partir de las condiciones iniciales del problema 
en cuestión. 
Е = función de la posición. En los problemas de movimiento 
rectilíneo en los que la fuerza varíe en función de la posición, 
la aplicación de la segunda ley de Newton da 

¿= E0 (с) 

т 

A la ecuación c le podemos dar una forma más útil si observa- 
mos que 


edi жақ di 
* = dt ad (9 


con lo que la ecuación с podrá expresarse así: 
жағ= В) ау © 
т 


Cuando se conozca la función Р(х), se podrá integrar la ecua- 
ción e para obtener Х en función de x. Además, como Х = dx/dt, 
podemos volver a integrar la expresión obtenida en la primera 
integración para obtener una relación entre la posición x y el 
tiempo t. Las constantes resultantes de las integraciones se 
pueden evaluar a partir de las condiciones iniciales del proble- 
ma en cuestión. 

Е = función de la velocidad. En los problemas de movimiento 
rectilíneo en los que la fuerza varíe en función de la velocidad, 
la aplicación de la segunda ley de Newton dará 


di AS (0 
о bien 
ах Ға) 


а е 2и (g) 


Cuando se busque una relación entre la velocidad y el tiempo, 
la ecuación f da 
-тйх 
“E 
Cuando se busque una relación entre la velocidad y la posi- 
ción, la ecuación g da 
- тх dx 
Pa 
En uno y otro caso, las constantes resultantes de las integracio- 
nes se evalúan utilizando las condiciones iniciales del proble- 
та en cuestión. 


Los ejemplos siguientes ilustran el procedimiento para resolver los proble- 
mas referentes al movimiento rectilíneo de un punto material. 


PROBLEMA EJEMPLO 15.1 
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Como la suma de las fuerzas es constante, también lo será la aceleración a, 
Así pues, 
216,5 


= 2 
r 481 ms Resp. 


Integrando la aceleración constante a, = dv,/dt = 4,81 m/s?, se tiene 
dx 
v, = = АВИ, 


Como en t = 0, v,=0 (no hay velocidad inicial), C, = 0. Así pues, en f=3s, 


Uy = 4811-4813) = 14,43 m/s Resp. 
Integrando la velocidad v, = dx/dt = 4,811 se tiene entonces 
x= завіс, 


Como en #= 0 esx = 0 (no hay desplazamiento inicial), С, = 0, En t=3 s, 


1 


4,811 = 5 4,81(3)? = 21,6 m Resp. 


ы 


х= 


Dos cuerpos А у В de masas m4 = 50 kg y mp = 60 kg están unidos mediante una 
cuerda que pasa por una polea, según se indica en la figura 15-44. Se suponen 
despreciables las masas de polea y cuerda y que la longitud de ésta se mantiene 
constante. El coeficiente de rozamiento cinético y entre el bloque A y el plano 
inclinado vale 0,25. Determinar la tensión de la cuerda y la aceleración del blo- 
que A cuando se hayan soltado los bloques partiendo del reposo. 


Figura 15-4 


SOLUCIÓN 


En las figuras 15-4b y 15-4c se han representado diagramas de sólido libre para 
los bloques A y B, respectivamente. Aplicando al bloque A las ecuaciones esca- 
lares del movimiento (ecs. 15-19) se tiene 
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4 s: 
МА=$тд8 =0 15.3 MOVIMIENTO RECTILÍNEO 
4 
Na = (509.81) 
= 3924N 
3 
EF, = тда, Т-дМа-5тд8 = Malay 


т — (025)(392,4) - 3504951) = 504), 
T- 392,4 = 5004, (а) 


Сото а longitud de la cuerda es constante, ару --ад,. Aplicando las ecuaciones 
15-19 al bloque В, se tiene 


EF, = твару Ттр =- Mpl az 
-тмл, Т-609,81) =- 60a 7 (b) 
Т -588,6 = — 604 4, 


Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones a y b se tiene 


ад; = 1,784 mls? 


Resp. 
Т = 482 N Р 


PROBLEMA EJEMPLO 


Los dos bloques representados en la figura 15-54 están en reposo sobre una su- 
perficie horizontal cuando se aplica una fuerza Е al bloque В. Los pesos de los 
bloques A y В son, respectivamente, 225 М y 375 М. El coeficiente de rozamiento 
estático u, entre los bloques es 0,25 y el coeficiente de rozamiento cinético д; en- 
tre la superficie horizontal y el bloque В vale 0,20. Determinar la máxima fuerza 
F que puede aplicarse al bloque В antes de que los bloques dejen de moverse jun- 
tos. 


Figura 15-5 


== SOLUCIÓN 
СІМЕТІСА DEL PUNTO: 
LEYES DE NEWTON En las figuras 15-5b y 15-5c pueden verse diagramas de sólido libre de los blo- 


ques А y B, respectivamente. Aplicando las ecuaciones escalares del movimiento 
(ecs. 15-19) al bloque А se tiene 


ХЕ, 0 N¿-W,=0 
Na = W4 =225N 
EF, = ma, UN 4 = тда, 
2:995 
0250225) = а, 


Como uN 4es la máxima fuerza de rozamiento que puede desarrollarse en la su- 
perficie de contacto entre los bloques А y В, 


a,(máx) = 92100250225) = 2,45 m/s? 


Aplicando las ecuaciones 15-19 al bloque B se tiene 


EF,=0 М,-Мл-ИМұ-0 
Ng =N¿+W 
= 225 +375 = 600 N 


EF =ma,  Е-щМл-ЩМь=тьа, 
F = mp2,+4N ¿+ АМ, 
= 01900,45) + 0.25(225) + 0.20(600) 
-270М Resp. 


РКО! 


EJEMPLO 15 


El trineo representado en la figura 15-64 se utiliza para el ensayo de pequeños 
cohetes propulsores de combustible sólido. La masa combinada de trineo y со- 
hete es de 1000 kg. De las características del combustible, se sabe que el empuje 
que proporciona el cohete durante el movimiento del trineo puede expresarse 
en la forma 


F = а+Ьї-сї? 


donde F se expresa en newton y ten segundos. Si el trineo parte del reposo cuan- 
do el empuje del cohete es de 10 KN, recorre 700 m y alcanza una velocidad de 
150 m/s durante un recorrido de prueba de 10 s, determinar 


а. Los valores de las constantes a, b y с, 

b. Las aceleraciones máxima y mínima que experimenta el trineo durante el 
ensayo. 

Despreciar la fricción entre el trineo y los raíles y la reducción de masa del com- 

bustible durante la prueba 


Figura 15-6 


SOLUCIÓN 


En la figura 15-6) puede verse el diagrama de sólido libre del cohete con el trineo 
y el sistema de referencia que se utilizará en el análisis. Aplicando la ecuación 
escalar del movimiento (ес. 15-19) en la dirección x se tiene 


EF, = та, =mi а+р-с2 = тї 


Сото la fuerza se expresa еп función del tiempo, la velocidad у el despla- 
zamiento del trineo se obtendrán sin más que integrar la ecuación del mo- 
vimiento en la dirección x. Así pues, 


теі і-ші 
mi=at+ ВЕ 3°! +C; 


mx = За + тс +Сү+ Су 


De las condiciones iniciales: 


i=0ent= Су 0 
х= 0 еп #=0 С, =0 
Е = 10010) № en t=0 а= 10108) № Resp. 


De las condiciones finales del ensayo: 


% = 150 m/s en t=108 1000(150) = 1010310) +1 5102-3 0(10)* 


que simplificando da 
15Ь— 100c = 15000 (а) 
х-700 en t=10s 1000(700) = 3(10)(102)(10)2 + È b(10) — ү, e(10)* 


que simplificando da 
Ь-5с = 1200 (b) 
Resolviendo el sistema constituido por las ecuaciones a y b se tiene 
b 
c 


и 


1800 N/s Resp. 
120 N/s? Resp. 


Por tanto 


F = 10 000 + 1800t — 12012 
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CINÉTICA DEL PUNTO: 
LEYES DE NEWTON 


Figura 15-7 


b. a, =E=10+ 181-0128 
т 
Para que la aceleración sea máxima о mínima 
da, 
Р 1,8 0,241 = 0 t = 7,505 


Еп!-7,508 


a, = 10+1,8(7,50) - 0,12(7,50): = 16,75 m/s? 


Ent=0s 
a, = 10,0 m/s? 
Ent=10s 
4, = 16,0 m/s? 
Por tanto, en t= 7,508 
а, = п, = 1675 m/s? Resp. 
Enf=0s 
а, = Amin = 1000 m/s? Resp. 


PROBLE 


A EJEMPLO 


El rozamiento (u = 0,10) y un resorte lineal (4 = 365 N /m) oponen resistencia al 
movimiento del bloque A (W = 3580 N). Si se suelta el bloque partiendo del re- 
poso con el resorte indeformado, determinar, durante la primera fase del movi- 
miento hacia abajo del plano inclinado, 


a. БІ desplazamiento máximo del bloque a partir de su posición de reposo. 
b. La velocidad del bloque cuando se halle a 4,5 m de su posición de reposo. 
с. El tiempo que emplea el bloque en llegar a 4,5 m de su posición de reposo. 
d. La aceleración del bloque cuando comience a subir por el plano inclinado. 
SOLUCIÓN \ 


Қ 
En la figura 15-7) puede verse el diagrama de sólido libre del bloque ena pri- 
mera fase de su movimiento (hacia abajo del plano inclinado). Las ecuaciones es-- 
calares del movimiento del bloque (ecs. 15-19) son 


+7 EF,=0 N -W cos 30° = 0 
М = 3580 cos (30%) = 3100 N 
жу IF =тї W sen30° -4N-F=mxi 


3580 - 


3580 sen 30° — 0,10(3100) - 365x = Js T 


que simplificando da 


Ahora bien, 


Por tanto 155 
ï dž = (4,06-х) dx 15.3 MOVIMIENTO RECTILÍNEO 


Integrando los dos miembros se tiene 


= 4.061 -J2+C, 


De la condición inicial += 0 en x = 0, resulta С =0, Así pues, 


i=% = ә 212 
x= тр = 18,123] 
а. Е! desplazamiento máximo tiene lugar cuando х = 0. Luego 
%812-)-0 ха = В Resp. 


b. Cuando el desplazamiento del bloque sea igual а 45m, 
x= [8,12(4,5)— (4,5)2] 142 = 404 m/s № Resp. 
с. El tiempo se obtiene integrando la expresión 
peant 
BR av 
cuya solución es 


-4.06 
3.06 


і- МЕ )+с, 


De la condición inicial х = 0 en f = 0, resulta С. = л/2. Luego, 


ЕЕ 


Ey (9) 


5 


[ 


i 
6 
в 


= 1,6798 Resp. 


d. Enla figura 15-7c puede verse el diagrama de sólido libre del bloque para la 
segunda fase del movimiento (ascendiendo el plano inclinado). La ecuación 
del movimiento al principio de esta fase da 


EF, =mi W sen 30° + 4N -F =m? 
3580 sen 30° + 0,10(3100) - 365(8.12) = дн; 
De donde 
x =a, = -237 = 2370/88 Resp. 
PROBLEM 15 


Un punto material cae bajo la acción de la gravedad, a través de un medio que 
le ejerce una fuerza resistente proporcional a su velocidad. Desarrollar ecuacio- 
nes para la velocidad y el desplazamiento de la partícula. La velocidad y el des- 
plazamiento valen cero en el instante = 0. 


CINETICA DEL PUNTO: 
LEYES DE NEWTON 


W=mg 


Figura 15-8 


SOLUCIÓN 


En la figura 15-8 pueden verse el diagrama de sólido libre del punto y el sistema 
de referencia que se va a utilizar. Aplicando al punto la ecuación escalar del mo- 
vimiento (ec, 15-19) en la dirección x, se tiene 


EF, = та, 
do 


W-Fg=mg-kv=m di 


Separando las variables (о y f) e integrando, se tiene 
In(mg kv) = - Ec, 


Como v = 0 cuando += 0, 
С, = In(mg) 
inng – ко) = – к жіп(те) 


тісін = e km) озса mg=ko = mge t/m 


pos = TEU -e t/m) Resp. 


Integrando, se tiene 
хата, ті, “ит с, 


k R 
Como х =0 cuando t=0, 
2 
Por tanto 
а Ет) t Resp. 


PROBLEMAS 


En los problemas siguientes, todas las cuerdas, hilos y cables se 
suponen flexibles, inextensibles y de masa despreciable. Los 
pasadores y poleas son de masa despreciable y exentos de ro- 
zamientos. 


15-1* Una caja de masa 100 kg descansa sobre el suelo de un 
montacargas (fig. P15-1). Determinar la fuerza que la caja ejer- 
ce sobre dicho suelo si el montacargas 


2. Arranca hacia arriba con una acleración de 3 m/s?, 
b. Arranca hacia abajo con una aceleración de 2 m/s2. 


5-25 Determinar la fuerza constante F que se necesita para 
acelerar un automóvil (m = 1000 kg), por una carretera llana, 
desde el reposo hasta 20 m/s en 10 s (у. fig. P15-2). 


Figura P15-1 


0 m/s —— 


Figura Р15-2 


15-3* Sobre una superficie plana y horizontal se apoya un 
bloque que pesa 1000 М, según se indica en la figura Р15-3. De- 
terminar: 


а. El módulo de la fuerza F que produciría una aceleración de 
1,5 m/s? si la superficie fuese lisa. 

b. La aceleración que originaría una fuerza F de 500 М si el 
coeficiente de rozamiento cinético ¿4 entre bloque y suelo 
valiese 0,25. 


Figura P15-3 


15-4* Un bloque de hielo cuya masa es de 15 kg se desliza 20 m 
sobre una superficie horizontal antes de pararse (fig. P15-4). Si 
su velocidad inicial era de 15 m/s. determinar 


a. La fuerza de rozamiento entre bloque y superficie. 
b. El coeficiente de rozamiento cinético ду. 


ЕТ ыы Ит 


О m/s 


Figura P15-4 


15-5 Cuando un equipo de televisión se coloca sobre una 
báscula de resortes situada en el suelo de un ascensor, la bás- 
cula indica 250 N cuando el ascensor está en reposo. Determi- 
nar 


a. La aceleración del ascensor cuando la báscula señale un 
peso de 200 М. 

b. El peso que señala la báscula cuando la aceleración es de 
3 m/s? hacia arriba. 


15-6 Un automóvil de masa 1500 kg se mueve por una ca- 
rretera horizontal con una celeridad constante de 60 km/h (fig. 
P15-6). El automóvil toma ahora una aceleración constante y 
alcanza una velocidad de 80 km/h еп 5 s. Determinar 


а. La fuerza necesaria para lograr esta aceleración. 
b, La distancia recorrida por el automóvil durante los 5 s que 
dura la aceleración. 


Figura P15-6 


15-7* Se aplica una fuerza de 100 N a un bloque cuyo peso es 
de 125 М, según se indica en la figura P15-7. Sean x=0 y v=0 
cuando г = 0 y determínese la velocidad y el desplazamiento 
del bloque епі = 55 ві 


а. El plano inclinado que soporta al bloque fuese liso. 
b. El coeficiente de rozamiento cinético 4 entre plano y blo- 


que valiese 0,25. 


Figura P15-7 


15-8“ Se empuja un bloque de masa 20 kg hacia arriba por un 
plano inclinado con una fuerza horizontal F de 200 N, según se 
indica en la figura P15-8. El coeficiente de rozamiento cinético 
шепте plano inclinado y bloque vale 0,10.Siv=0 y x=0 cuan- 
do г= 0, determinar 

a. La aceleración del bloque. 


b. El tiempo que tarda el bloque en recorrer 15 m. 
<. La velocidad del bloque cuando haya recorrido 10 m. 


Figura P15-8 
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15-9 Los bloques A y В pesan, respectivamente, 150 N y 
300 N y están conectados mediante una cuerda, según se indica 
en la figura P15-9. Los coeficientes de rozamiento cinético son 
0.20 para el bloque A y 0,15 раға el bloque B. Si la fuerza F apli- 
cada a la cuerda es de 200 N, determinar 


а. La aceleración del bloque В. 
b. La velocidad del bloque А al cabo de 5 s. 


F 


Figura P15-9 


15-10 Un montacargas contiene tres bultos, según se indica 
en la figura P15-10, La masa de la caja del montacargas es de 
750 kg y las masas de los bultos A, B y C son, respectivamente, 
300 kg, 200 kg y 100 kg. Durante un corto intervalo de tiempo 
el montacargas experimenta una aceleración hacia arriba de 
8 m/s. Durante dicho intervalo, determinar 


a. La tensión del cable del montacargas. 
b. La fuerza que el suelo del montacargas ejerce sobre A. 
<. La fuerza que В ejerce sobre С. 
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15-11* Tres cajas unidas mediante cables descansan sobre una 
superficie horizontal según se indica en la figura P15-11. Los 
pesos de las cajas A, В y C son, respectivamente, 1000 N, 750 М 
y 1500 М. El coeficiente de rozamiento cinético д, entre la su- 
perficie y las cajas es 0,20. Si la fuerza F aplicada a las cajas es 
de 875 N, determinar la aceleración de las cajas y las tensiones 
de los cables que las unen. 


Figura P15-11 


15-12* Se ha soltado un punto material desde una posición 
elevada y alcanza una velocidad de 10 m/s antes de que se le 
aplique una fuerza resistente constante. Durante los siguientes 
10 т de caída, la celeridad se reduce a 5 m/s. Si el punto tiene 
una masa de 5 kg, determinar la fuerza que se ejerce sobre él. 


15-13 La caja de un ascensor pesa 10 kN, está bajando a 
7,5 m/s a un pozo minero y se lleva al reposo con aceleración 
constante en una distancia de 15 m (fig. P15-13). Determinar la 
aceleración y la tensión del cable mientras la caja disminuye su 
velocidad. 


Figura P15-13 


15-14 Dos cuerpos, А (т -50 kg) y B (my =25 kg) están uni- 
dos mediante un cable según se indica en la figura P15-14. Cin- 
co segundos después de soltar los cuerpos partiendo del 
reposo, el cuerpo В lleva una velocidad de 10 m/s hacia abajo. 
Determinar 


a. La aceleración del cuerpo A. 
b. La tensión del cable. 
с. El coeficiente de rozamiento cinético ш, para el cuerpo A. 


Figura P15-14 


15-15* El plano inclinado de la figura P15-15 tiene una longi- 
tud de 6 m y se utiliza para bajar cajas de la calle al sótano de 
un almacén. El coeficiente de rozamiento cinético 4, entre caja 
y plano vale 0,25. El coeficiente de rozamiento cinético py entre 
caja y suelo del sótano vale 0,40. Si a una caja que pesa 150 М 
se le da una velocidad inicial de 3 m/s en lo alto del plano in- 
clinado, determinar 


а. La velocidad de la caja cuando abandone el plano inclinado. 
b. La distancia que recorre la caja por el suelo del sótano des- 
pués de abandonar el plano inclinado. 


уйы 2” 8 2. ' 


Figura P15-15 


15-16* El carrito representado en la figura P15-16 tiene una 
masa de 200 kg y se mueve hacia la derecha con una velocidad 
de-5 m/s. Determinar 


a. La aceleración del carrito en su subida por el plano inclinado. 
b. La distancia d que ascenderá por el plano inclinado hasta 
llegar a detenerse. 


Figura P15-16 


15-17 Los bloques A y B pesan 150 N y 250 N, respectivamen- 
te, y están unidos por una cuerda según se indica en la figura 
Р15-17. Los coeficientes de rozamiento cinético 4, valen 0,35 
para el bloque A y 0,15 para el bloque B. Durante el descenso 
de los bloques por el plano inclinado, determinar 


а. La aceleración del bloque B. 
b. La tensión de la cuerda. 


Figura P15-17 


15-18 Dos cuerpos А y В, cuyas masas valen 25 kg y 30 kg, 

respectivamente, están dispuestos según se indica en la figura 

P15-18. Durante el movimiento de los cuerpos, determinar la 

aceleración del cuerpo A y la tensión del cable que los une si 

а. La superficie horizontal es lisa. 

b. El coeficiente de rozamiento cinético ду, del cuerpo B vale 
0,20. 


Figura P15-18 
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15-19" Los bloques А y B que pesan, respectivamente, 1000 N 
y 400 N, están conectados mediante una cuerda según se indica 
en la figura P15-19. Determinar 


a. La aceleración del bloque В. 
b. La tensión de la cuerda. 


de 


Figura Р15-19 


15-20* Los bloques A (тд = 25 kg) y B (my = 40 kg) de la figura 
P15-20 están conectados mediante cables flexibles a poleas que 
tienen diámetros de 300 mm y 150 mm, respectivamente. Las 
dos poleas están rígidamente unidas una a otra y sus pesos son 
despreciables, así como los rozamientos. Hallar las tensiones 
de los cables una vez se hayan soltado los cuerpos partiendo 


del reposo. 


Figura P15-20 


15-21 Dos carritos están conectados mediante un cable que 
pasa por la garganta de una pequeña polea, según se indica en 
la figura P15-21. Los pesos de los carritos A y B son, respectiva- 
mente, 2500 N y 2000 М. Una vez liberados partiendo del геро- 
so, determinar 
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Figura P15-21 


а. La aceleración de los carritos. 

b. La tensión del cable 

©. La distancia que recorren durante los primeros 10 s de 
movimiento. 


15-22 La caja representada en la figura P15-22 tiene una masa 
de 100 kg y una velocidad de 15 m/s cuando comienza a ascen- 
der por el plano inclinado. Los coeficientes de rozamiento es- 
tático и, y cinético шщ entre plano у caja valen 0,30 y 0,25, res- 
pectivamente. Determinar 


a. La aceleración de la caja cuando asciende por el plano incli- 
nado. 

b. La distancia recorrida por la caja antes de pararse. 

£. La velocidad de la caja cuando, a su regreso, llega al punto 
más bajo del plano inclinado. 


Figura P15-22 


15-23* Dos bloques A у В, conectados mediante un cable 
flexible, se sueltan partiendo del reposo en las posiciones re- 
presentadas en la figura P15-23. El coeficiente de rozamiento 
cinético д entre el bloque A y el plano inclinado vale 0,15. El 
bloque В choca con la superficie horizontal 3 в después de sol- 
tarlo. Si el bloque A pesa 250 М, determinar 


а. La aceleración del cuerpo В. 

b. El peso del cuerpo В. 

£. La tensión del cable mientras los bloques están en movi- 
miento. 


Figura P15-23 


15-24* En la figura P15-24 se representan dos cuerpos A y B de 
masas 25 kg y 30 kg, respectivamente. El coeficiente de roza- 
miento cinético 4 para el cuerpo A vale 0,20 y el sistema se li- 
bera partiendo del reposo. Durante el movimiento de los 
cuerpos, determinar 


а. La aceleración del cuerpo A. 

b, La tensión del cable que conecta los cuerpos. 

c. La velocidad de los cuerpos al cabo de 5 s de iniciarse el 
movimiento. 


Figura P15-24 


15-25 En la figura P15-25 se han representado dos cuerpos А 
y B, que pesan 250 N y 225 N, respectivamente, El coeficiente 
de rozamiento cinético щ para el cuerpo В vale 0,20 y el sistema 
se libera partiendo del reposo. Durante el movimiento de los 
cuerpos, determinar 


a. La aceleración del cuerpo A. 

b. La tensión del cable que une los cuerpos. 

с, La distancia recorrida por el cuerpo В durante los primeros 
5 s de movimiento. 


Figura P15-25 


15-25 En la figura P15-26 se han representado dos cuerpos А 
y B de masas 40 kg y 30 kg, respectivamente. El coeficiente de 
rozamiento cinético 4, para el cuerpo A vale 0,25 y el sistema 
se libera partiendo del reposo. Durante el movimiento de los 
cuerpos, determinar 

a. La aceleración del cuerpo A. 


b. La tensión del cable que une los cuerpos. 
c. La velocidad del cuerpo В al cabo de 5 s de movimiento. 


Figura P15-26 
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15-27% En la figura P15-27 se han representado dos cuerpos А 
y B, que pesan 150 N y 100 N, respectivamente, El coeficiente 
de rozamiento cinético entre el bloque A y el plano inclinado 
vale 0,30. La superficie horizontal sobre la que se apoya el blo- 
que Bes lisa. Cuando los bloques están en la posición represen- 
tada, el bloque B se mueve hacia la derecha con una velocidad 
de 1,5 m/s. Determinar 


а. La tensión del cable que conecta los cuerpos. 
b. El tiempo que tardará el bloque B en pararse. 
с. La distancia que habrá recorrido el bloque В antes de pararse. 


Figura P15-27 


15-28* Las masas de los cuerpos А y В de la figura P15-28 son 
15 kg y 10 kg, respectivamente. El coeficiente de rozamiento ci- 
nético дү entre el cuerpo A у la superficie horizontal vale 0,20 y 
los cuerpos se sueltan partiendo del reposo. Durante su movi- 
miento, determinar 


а. La tensión del cable que conecta los cuerpos. 

b. La velocidad del cuerpo B a los 5 s de movimiento. 

с. La distancia recorrida por el cuerpo В durante los primeros 
58 de movimiento. 


Figura P15-28 


15-29 Los dos cuerpos representados en la figura P15-29 es- 
tán conectados mediante una correa plana flexible que pasa so- 
bre una superficie cilíndrica. Los coeficientes de rozamiento 


162 


estático д, y cinético ш entre la correa y la superficie valen 0,15 
y 0,10, respectivamente. El peso del cuerpo A es de 500 N y el 
de В, 1000 М. Determinar 


a. La aceleración del cuerpo A. 
b. La tensión de la correa en el segmento comprendido entre 
el cuerpo A y la superficie cilíndrica. 


Figura P15-29 


15-30* En la figura P15-30 se han representado dos cuerpos A 
y B cuyas masas respectivas son 25 kg y 30 kg. Los coeficientes 
de rozamiento estático д, y cinético Шу valen 0,25 y 0,20, respec- 
tivamente. Si la fuerza F aplicada al cuerpo B es de 100 N, de- 
terminar 


a. La aceleración del cuerpo A. 

b. La tensión del cable que conecta los cuerpos. 

с. La distancia recorrida por el cuerpo A durante los primeros 
5 s de aplicación de la fuerza. 


Figura P15-30 


15-31 El bloque de 300 kg representado en la figura Р15-31 se 
está moviendo hacia la izquierda a 6 m/s cuando se le aplica la 
fuerza F, El módulo de la fuerza viene dado por la expresión 
F = 200 + 601, donde F se expresa en newton y / en segundos. 
Si la superficie es lisa, determinar 


a. El tiempo que tarda el bloque en pararse. 

b. La distancia recorrida por el cuerpo desde que se le aplica 
la fuerza hasta que se para. 

c. La posición del cuerpo 10 s después de aplicarle la fuerza. 


F: 


Figura P15-31 


15-32* La celeridad de un avión de masa 12 500 kg al aterrizar 
en la cubierta de un portaaviones se reduce desde 216 km/h 
hasta cero por la acción de los frenos del avión y el sistema de 
detención por cable. La fuerza que ejercen los frenos del avión 
es constante e igual a 90 KN. La fuerza frenante del sistema de 
cable puede expresarse mediante la ecuación 


F= 850 000t— 425 0002. 
donde Еве expresa en newton y геп segundos. Determinar 


a. La aceleración máxima que experimenta el piloto. 
b. El tiempo que dura la operación de frenado. 
с. La distancia recorrida por el avión durante el frenado. 


15-33 El bloque representado en la figura P15-33 pesa 250 М. 
El coeficiente de rozamiento cinético entre el bloque y el plano 
inclinado vale 0,20. En el instante representado, la velocidad 
del bloque es de 6 m/s hacia abajo del plano. Si, en este instan- 
te, se le aplica una fuerza resistente Fp = 7,30, donde Fp se ex- 
presa еп newton y v en metros por segundo, determinar 


а. La velocidad del bloque al cabo de 5 s. 

b. La distancia que recorre el bloque durante los primeros 5 s 
en que está aplicada la fuerza resistente, 

с. La velocidad de régimen que alcanza el bloque. 


Figura P15-33 


15-34 Desde la superficie terrestre, se dispara verticalmente 
hacia arriba un proyectil de 5 kg con una velocidad inicial de 
300 m/s. Determinar 


а, La altura máxima que alcanza el proyectil si se desprecia la 
resistencia del aire. 

b. La altura máxima que alcanza el proyectil si la fuerza retar- 
dadora que le ejerce el aire es Fp = 0,0067, donde Ру se ex- 
presa еп newton y 0 en metros por segundo. 

с. La velocidad del proyectil cuando vuelve al suelo si se tiene 
en cuenta la fuerza retardadora del aire. 


15-35* Los bloques A y В de la figura Р15-35 pesan 125 N y 250 
N, respectivamente. Los bloques están en reposo y el resorte 
(4 =417 N/m) está indeformado cuando los bloques se hallen 
en la posición representada. Determinar la velocidad y la ace- 
leración del bloque B cuando esté 0.3 m por debajo de su posi- 
ción inicial. 


Figura P15-35 


15-36* Una acróbata aérea de masa 55 kg salta desde un globo 
estacionario situado a una altura de 3000 m (v. fig. P15-36). La 
fuerza resistente que el aire ejerce sobre su cuerpo cuando tiene 
los brazos en cruz puede expresarse en la forma Ек =0,1800?, 
donde Ғ se expresa en newton y v еп metros por segundo. De- 
terminar la velocidad de régimen que alcanza y el tiempo que 
tarda en alcanzar el 95% de dicha velocidad de régimen. 


Fg =0,180 v? 


Figura P15-36 
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15-37 La cadena flexible representada en la figura P15-37 
pesa 8,3 №/ т. El coeficiente de rozamiento cinético entre la ca- 
dena y el plano horizontal vale 0,20, Si se suelta la cadena par- 
tiendo del reposo en la posición representada, determinar su 
velocidad en el instante en que toda ella alcance la posición 
vertical y el tiempo que tardará el extremo A en abandonar el 
plano horizontal. 


Figura P15-37 


15-38* La masa del bloque A de la figura P15-38 es de 10 kg. 
El bloque está en reposo y el resorte (+ = 25 N/m) indeforma- 
do en la posición representada. Un segundo después de soltar 
el bloque, determinar 


a. La velocidad y aceleración del bloque. 
b. La tensión T del cable. 


Figura P15-38 


15-39 La bola representada en la figura P15-39 tiene una 
masa de 0,15 kg. La longitud natural del resorte (+ = 1 kN/m) 
es de 50 cm. Si la bola se suelta a partir del reposo en la posición 
representada y se desprecia el rozamiento entre bola y tubo, 
determinar 


a. La velocidad de la bola cuando sale del tubo. 
b. El tiempo que tarda la bola en salir del tubo. 
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Figura P15-39 


15-40* Un disco de masa 2 kg está soportado por dos resortes 
iguales (4 = 400 N/m) según se indica en la figura P15-40. La 
longitud natural de cada resorte es 300 mm. Si se suelta el disco 
en reposo con los resortes horizontales, determinar la veloci- 
dad del disco cuando se halle 100 mm por debajo de su posi- 
ción inicial. 


400 mm 400 тт. 


Figura P15-40 


15-41 Los dos carritos A у В pesan 1000 № y 1500 М, respecti- 
vamente, y están unidos mediante un cable según se indica en 
la figura P15-41. Determinar la aceleración de los carritos y la 
tensión del cable si Р = 250 N y 


а. юв = 0 m/s en el instante representado. 
b. ов = 3 m/s en el instante representado, 


Figura P15-41 


15-42 Las masas de los bloques A y В de la figura Р15-42 son 
30 y 20 kg, respectivamente, Las poleas son de masa desprecia- 
ble y muy pequeñas. Determinar la aceleración de ambos blo- 
ques y la tensión del cable para la posición representada si 


а. од =0 т/5. 
b. ъд =5 m/s hacia abajo. 


Figura P15-42 


15.4 MOVIMIENTO CURVILÍNEO 


En los apartados 13.5 y 13.7 se describió la Cinemática del punto animado de 
movimiento curvilíneo. La trayectoria, en este caso, es una curva. Si puede ha- 
Пагѕе un sistema de coordenadas tal que sean nulas, en todo momento, las 
componentes z de la posición, la velocidad y la aceleración, diremos que se tra- 
ta de un movimiento curvilíneo plano. Los movimientos tales que sea imposi- 
ble hallar un sistema de coordenadas que haga nula, en todo momento, al 
menos una de las componentes de la posición, velocidad y aceleración, entran 
en la categoría de movimientos curvilíneos espaciales. 


1541 Movimiento curvilíneo plano 


Cuando el movimiento tiene lugar en un plano, su descripción exigirá utilizar 
dos coordenadas. Para describir el movimiento curvilíneo en un plano distin- 
guiremos tres sistemas de coordenadas: el de coordenadas cartesianas rectan- 
gulares, el de coordenadas polares y el de coordenadas normal / tangencial. 


Coordenadas cartesianas rectangulares Еп un sistema de coordenadas carte- 
sianas rectangulares, la posición de un punto se describe utilizando sus distan- 
cias a dos ejes de referencia (ejes x-y). Las ecuaciones de la posición, la 
velocidad y la aceleración son 


г= хі+уј 
v=f=xi+yj (15-20) 
a=f=Xi+/j 


En el caso de movimiento curvilíneo plano en coordenadas polares, las 
ecuaciones 15-7 para el punto material se reducen a 


УЕ, = та, 
УЕ, = ma, (15-21) 
УЕ, = 0 


Combinando las ecuaciones 15-20 y 15-21 tenemos las ecuaciones escalares 


EF, = ma, = тї 


А (15-22) 
EF, = ma, = тў 
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Las ecuaciones 15-22 indican que el movimiento curvilíneo plano en coor- 
denadas cartesianas rectangulares no es más que una superposición de dos 
movimientos rectilíneos segun los ejes x e y. 


Coordenadas polares Еп un sistema de coordenadas polares, la posición del 
punto se describe utilizando una distancia r a un punto fijo y un desplazamien- 
to angular Ө respecto а una recta fija. Los vectores unitarios e, y еҙ están dirigi- 
dos el primero radialmente y en sentido de alejamiento del punto fijo y el 
segundo perpendicular al primero y еп el sentido de los ángulos Ө crecientes. 
Las ecuaciones para la posición, la velocidad y la aceleración son 


r=re, 
v=i=re+r0e, (15-23) 
a= (-"Өуе,ж (10+250) eg 


En el caso de movimiento curvilíneo plano en coordenadas polares, las 
ecuaciones 15-7 del movimiento del punto son 


УЕ, = та, 
EF, = та, (15-24) 
ХЕ, = 0 


Combinando las ecuaciones 15-23 y 15-24 tenemos las ecuaciones escalares 


иенен O (15-25) 

ХҒ,- ma,=m(r0+ 20) 
Coordenadas normal y tangencial Еп un sistema de coordenadas normal y 
tangencial, los vectores unitarios e, y e, están dirigidos tangente a la trayectoria 
(en el sentido de avance) y normal a la trayectoria (hacia el centro de curvatu- 
ra), respectivamente, en cada punto de la trayectoria. Las ecuaciones de la ve- 
locidad y la posición s a lo largo de la trayectoria son 


v=$e 


ч 8? (15-26) 
a=$e+=e 


En el caso de movimiento curvilíneo plano en coordenadas normal y tangen- 
cial, las ecuaciones 15-7 del movimiento del punto se reducen a 


EF, = ma, 
УЕ, = та, (15-27) 
УЕ, =0 


Combinando las ecuaciones 15-26 y 15-27 tenemos las ecuaciones escalares 


EF, = ma, = më 


15-28) 
EF, = ma, = т * 


15.4.2 Movimiento curvilíneo en el espacio 


Cuando el movimiento tiene lugar a lo largo de una curva en el espacio de tres 
dimensiones, su descripción precisa de tres coordenadas. Para describir este 
tipo de movimiento, existen tres sistemas de coordenadas: el de coordenadas 
cartesianas rectangulares, el de coordenadas cilíndricas y el de coordenadas 
esféricas. 


Coordenadas cartesianas rectangulares El sistema de coordenadas cartesia- 
nas rectangulares utilizado para el movimiento curvilíneo tridimensional de 
un punto es una extensión directa del sistema rectangular empleado en los 
problemas planos. Las ecuaciones de la posición. velocidad y aceleración son 


r=xi+yj+zk 
t= xi+yj+2k (15-29) 
a=f=Xi+yj+2k 


Para el movimiento curvilíneo en el espacio, la segunda ley de Newton para un 
punto material, ecuación 15-7, da 


ХЕ,-та, 
УЕ, = та, (15-30) 
> ma, 


Combinando las ecuaciones 15-29 y 15-30 tenemos las ecuaciones escalares 


FF, = та, = тї 
EF, = тау= ту (15-31) 
УР, = ma, = т? 


Coordenadas cilíndricas El sistema de coordenadas cilíndricas utilizado 
para el movimiento curvilíneo tridimensional de un punto constituye una ex- 
tensión directa del sistema de coordenadas polares utilizado en los problemas 
planos. Las ecuaciones de la posición. velocidad y aceleración son 


r 


= ře, +r0ey+3k (15-32) 


У 
а (2) e, + (т,ба270уеә к?к 


Para el movimiento curvilíneo en el espacio, la segunda ley de Newton aplica- 
da a un punto material, ecuaciones 15-7, da 


ХЕ, = та, 
УЕ, = та, (15-33) 
УЕ, = та, 


Combinando las ecuaciones 15-32 y 15-33 tenemos las ecuaciones escalares 


EF, = та, = m(+—r0?) 
EF¿=may=m(r0+270) (15-34) 
УР, = та. = тё 
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Figura 15-9 


Coordenadas esféricas En un sistema de coordenadas esféricas, la posición 
del punto se describe en función de una distancia radial R y dos ángulos 0 y д. 
Las ecuaciones de la posición, velocidad y aceleración son 


т = Ке, 


Кек + Кд sen фе„+ Кде, 
a $e (R-RP RO? sen? ф)ер (15-35) 
+(RÚ sen ф+2Ё# sen ф+ ROG сов $) eg 
+(®ф+2Ёф- КЁ? sen фсов $) e, 
Para el movimiento curvilíneo en el espacio, la segunda ley de Newton para un 
punto material, ecuaciones 15-7, da 
EF, = тар 
EF; = may (15-36) 
EF, = та, 
Combinando las ecuaciones 15-35 y 15-36 tenemos las ecuaciones escalares 
EF = mag = т( Кф? – КӨ seno) 
EF, = mag= m(RË sen ф--2К0 sen ф+ RÖG сов 0) (15-37) 
FF, = mag= т(Кф»2Кф- КЁ sen ф соз 0) 


Los ejemplos siguientes ilustran el procedimiento de resolución de proble- 
mas de movimiento curvilíneo de un punto material en un plano y en el espa- 
cio. 


PROBLEMA EJEMPLO 15.7 
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De las condiciones iniciales, 
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F=0) сшпфоі-0 C) =v 
x=0 сшлфо/-0 C, = 
De la ecuación b 
EF, =тў= osea 
Integrando, se tiene 
+С; 


y =-lgP+cyr+C, 


De las condiciones iniciales. 


y=0  cuandot=0 С, =0 
у= ур  cuandot=0 С,-уу 


Por tanto, 
Vo to 
= mt (4 
Y=-gt (е) 
y=- Jet yo 0) 


El proyectil llegará al suelo cuando y = 0. Por tanto, de la ecuación f 


200 [5150 
= PE 00.55. кер. 


El alcance R se obtiene de la ecuación d. Así 


R = 225(5,53) = 1244 m Resp, 


PROBLEMA EJEMPLO 15.4 


Una esfera de masa т está unida еп el extremo superior de una varilla vertical 
de masa despreciable, según se indica en la figura 15-10. Al dar un pequeño des- 
plazamiento a la esfera, se inicia la rotación del sistema en torno al pasador si- 
tuado en O. Determinar la velocidad lineal v de la esfera y la fuerza P en la 
varilla cuando ésta esté en posición horizontal, біт” = 5 kg y R=2 m. 


SOLUCIÓN 


El diagrama de sólido libre de la esfera (fig. 15-10) muestra las dos fuerzas que 
se ejercen sobre la esfera: su peso W y la reacción P de la varilla. Las ecuaciones 
del movimiento de la esfera, en coordenadas polares (ecs. 15-25) son 


EF, = ma, =m(i-r0?) (a) 


EFg= mag= m(rÖ+ 27b) ib) Figura 15-10 
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Figura 15-11 


Сото а longitud dela varilla es fija,” =R, + =0 y F =0. Así pues, de la ecuación b 


mg sen 0=mRÚÓ 
ф-8; 
E sen Ө 


Multiplicando los dos miembros por де integrando, se tiene 


LE С 
=- $ cos 0+С 


ы 


Сото 0 = 0 cuando 0-0, 


Рог tanto 


Cuando 0= 1/2, 


5794 
NR 
Por tanto. 
v= RÒ=R pA 
= ,/24К = ,/2(9.81)2) = 6,26 m/s | Кезр. 


De la ecuación a 


P=mg cos 0==mRÓ? 


P= mr EE) 


= —2(5)(9,81) = – 9,81 N =9,81 № — Resp. 


Cuando 0=x/2, 


PROBLEMA EJEMPLO 15.9 
Un péndulo cónico consiste en una esfera que pesa 50 N sostenida por un hilo 
de 1,8 m de longitud que gira en torno a un eje vertical con una velocidad angu- 
lar @ constante tal que mantenga el hilo formando un ángulo de 30° con la ver- 
tical, según se indica en la figura 15-11. Determinar la tensión T del hilo y la 
celeridad lineal v de la esfera, 


SOLUCIÓN 


En la figura 15-11 puede verse el diagrama de sólido libre de la esfera, Ésta re- 
corre una trayectoria circular en un plano horizontal bajo la influencia de las dos 
fuerzas T y W. Las ecuaciones del movimiento de la esfera en coordenadas cilín- 
dricas (ecs. 15-34) son 


EF, = ma, = m(ř- rô?) (a) 
EF, =may=0(r0+250) (b) 


EF, = та, = тё (© 


Como la esfera se mueve con velocidad angular constante y trayectoria circular 


en un plano horizontal, r = R sen 30° = 1,8 sen 30° = 0,9 m, * =0, ? =0, 0 =0y 


2 = 0. Así pues, de la ecuación с 


EF, =-Tsen30%-50=0 Т = 57,735 =57,7N 


De la ecuación a 


УЕ, = -Тсо 30° =- 1002 


8 
ГЗ КЕЕ A 57,735(9,81) sen 30° = 6,293 


50(0,9 
Ө = 2,5087 rad/s 
v = rÈ = 0,9(2,5087) =2,26 m/s 


PROBLEM. 


EJEMPLO 


Resp. 


Resp, 


Una esfera de masa З kg se desliza por una varilla (у, fig. 15-124) que está curva- 
da en un plano vertical y cuya forma puede estar descrita por la ecuación y = 
8- Lx, donde х е y se expresan en metros. Cuando x = 2 m, la esfera se mueve 
a lo largo de la varilla con una celeridad de 5 m/s que está aumentando a razón 
de 3 m/s?, Determinar las componentes normal F, y tangencial Е, de la fuerza 


que ejerce la varilla sobre la esfera en ese instante. 


SOLUCIÓN 


En la figura 15-12) puede verse el diagrama de sólido libre de la esfera. Ésta se 
mueve siguiendo la trayectoria curva en un plano vertical bajo la influencia de 
las fuerzas Е,, F, y del peso W. Las ecuaciones del movimiento de la esfera en 


coordenadas normal y tangencial (ecs. 15-28) son 


a ЖЕ а ЖЕ 
ЕЕ ЖД: БЛП, 
213/2 
p= ү с> =- (14192 


En el punto (2, 6) 


dy - 

2 == 
Ө, = (ап 71(- 2) =-6343% Ө = 63430 
|р| = (14132 = (1+ 22) 372 = 11,180 т 


— 2 = pendiente 


(а) 


(b) 
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we 
ғ, 
F; 
n 
тоз 
(b) 
Figura 15-12 
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PROBLE 


15-43* Un avión en vuelo horizontal a 9000 m deja caer una 
bomba que pesa 5 kN, según se indica en la figura Р15-43. Si la 
celeridad del avión es de 720 km/h cuando suelta la bomba, 
determinar la distancia horizontal recorrida desde que se soltó 
hasta el punto de impacto y el tiempo de vuelo de la bomba. 
Despréciese la resistencia del aire. 


== — 720kmh 


Figura P15-43 


15-44* Se dispara un proyectil de masa 15 kg desde una su- 
perficie horizontal con una velocidad inicial de 300 m/s que 
forma un ángulo de 30° con la horizontal. Determinar la altura 
máxima h que alcanza el proyectil, el alcance R (distancia hori- 
zontal recorrida) del proyectil y el tiempo que transcurre hasta 
que llega al suelo. Despréciese la resistencia del aire. 
15-45 Una rampa de esquí acuático tiene un ángulo de 25° y 
está dispuesta tal como se indica en la figura P15-45. Un es- 
quiador que pesa 900 N lleva una velocidad de 32 km/h cuan- 
do está en la punta de la rampa y suelta la cuerda que lo 
remolca. Si se desprecia la resistencia del aire. determinar 
a. La altura máxima h que alcanza el esquiador. 
b. La distancia R entre el pie del extremo de la rampa y el 
punto en que entra en contacto con el agua. 


Figura P15-45 


15-46 Cuando un mortero dispara un proyectil de 5 kg, se 

puede ajustar a voluntad el ángulo Ө de inclinación (respecto a 

la horizontal), pero la celeridad vg de salida es fija (v. fig. P15- 

46). Si se desprecia la resistencia del aire, determinar 

a. El ángulo de inclinación que daría el alcance máximo en un 
campo horizontal. 

b. El alcance máximo y el tiempo de vuelo si 1, =100 m/s. 


Figura Р15-46 


15-47* Se dispara un proyectil de 500 N de peso con una velo- 
cidad inicial de 450 m/s y un ángulo de 45° respecto a la hori- 
zontal, desde lo alto de una colina de 225 m por encima de la 
zona circundante. Determinar el alcance R (distancia horizon- 
tal recorrida) del proyectil y el tiempo que transcurre antes de 
llegar al suelo. Despréciese la resistencia del aire. 


15-48% Un avión que está descendiendo según un ángulo de 
20° respecto a la horizontal suelta una bomba (fig. P15-48). Si 
la altitud en el instante de soltarla es de 5000 m y la celeridad 
del avión es de 750 km/h, determinar el alcance (distancia ho- 
rizontal recorrida) de la bomba y el tiempo que transcurre has- 
ta que llega al suelo. Despréciese la resistencia del aire. 


750 km/h 20° 


5000 m 


Figura Р15-48 


15-49 бе lanza verticalmente hacia arriba una pelota de tenis 
de masa 56,7 g con una celeridad inicial de 10,5 m/s. Si, sobre 
ella, un fuerte viento transversal ejerce una fuerza de 0,445 М, 
determinar la distancia horizontal que recorre antes de volver 
al suelo. 


15-50 Una manzana de 100 g cae de una rama situada a 3 m 
de altura. Al caer, un fuerte viento transversal le ejerce una 
fuerza horizontal de 0,05 М. Determinar la distancia horizontal 
que recorre la manzana en su caída al suelo. 


15-51* La velocidad de una partícula en un punto de su tra- 
yectoria se puede expresar en la forma уу = 25i — 40] m/s. 
Treinta segundos después, la velocidad es уз = —75й + 82] m/s. 
Si el peso de la partícula es de 250 N, determinar el módulo, di- 
rección y sentido de la fuerza constante necesaria para originar 
esta variación del movimiento. 


15-52* La velocidad de una partícula en un punto de su tra- 
yectoria se puede expresar en la forma v; =96 +72j m/s.Vein- 
tícinco segundos después, la velocidad es уз = 36і- 12] m/s. Si 
la masa de la partícula es de 5 kg, determinar el módulo, direc- 
ción y sentido de la fuerza constante necesaria para originar 
esta variación del movimiento. 


15-53 El pisapapeles de 1 kg de masa representado en la figu- 
ra P15-53 parte del reposo en el punto A y se desliza por la su- 
perficie lisa del cilindro de 2 m de diámetro hasta abandonarla 
en el punto B. Determinar el ángulo 6 


Figura P15-53 


15-54* Un automóvil de masa 1600 kg pasa por la cresta de 
una colina que tiene un radio de curvatura de 70 т. Determi- 
nar la celeridad máxima posible para que los neumáticos se 
mantengan en contacto con la calzada. 
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15-55 Una bola de 2 kg atada al extremo de un hilo de 2 m re- 
corre una circunferencia en un plano vertical, según se indica 
en la figura P15-55. Si la velocidad de la bola es de 4,5 m/s en 
la posición más alta, determinar la tensión del hilo y la veloci- 
dad lineal de la bola 


а. Cuando el ángulo 0 vale 45°. 
b. Cuando el ángulo 0 vale 270°. 


< 


15-56* Un automóvil de masa 1500 kg lleva una velocidad de 
100 km/h. Determinar la fuerza normal total N entre los neu- 
máticos y la calzada cuando pasa sobre 


а. La parte alta de una rasante de la carretera de radio de cur- 
vatura 100 m. 

b. La parte inferior de un badén de la carretera de radio de 
curvatura 120 m. 

15-57 Los cuerpos А (W4 = 250 №) y B (W; = 375 N) y el en- 

tramado sobre el que descansan giran entorno a un eje vertical 

con celeridad angular constante de 50 rpm, según se indica en 

la figura P15-57. Despreciando el rozamiento entre los cuerpos 

y el entramado, determinar 

а. La tensión Т del cable que conecta los cuerpos. 

b. La fuerza que el tope ejerce sobre el cuerpo B. 

15-58 Una esfera de masa 3 kg está soportada por una varilla 

de masa despreciable y un hilo, según se indica en la figura 

P15-58. Determinar la tensión T de la varilla 

a. Cuando la esfera se halla еп la posición representada en la 
figura. 

b. Inmediatamente después de cortar el hilo. 

с. Cuando la esfera pasa por su posición más Баја, 
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Figura Р15-57 


Figura P1 


15-59* Se proyecta una carretera para que el tráfico circule a 
100 km/h. A lo largo de uno de sus tramos, el radio de una cur- 
va es de 270 m. La curva está peraltada, según se indica en la 
figura P15-59, de manera que no sea necesario el rozamiento 
para mantener los automóviles sobre la calzada. Determinar 


a. El ángulo de peralte (ángulo 6) que ha de tener la calzada. 

b. El mínimo coeficiente de rozamiento entre neumáticos y 
calzada que impediría el deslizamiento del automóvil a 
esta celeridad si la curva no estuviera peraltada. 


15-60* Una curva de 200 m de radio de una carretera en un lla- 
no está peraltada con el ángulo correcto para una celeridad de 
65 km/h. Si un automóvil recorre esta curva a 100 km/h, de- 
terminar el mínimo coeficiente de rozamiento entre neumáti- 
cos y calzada que evitaría el deslizamiento del automóvil. 


15-61 El disco representado en la figura P15-61 gira en un 
plano horizontal. Sobre el disco descansa un bloque de 1.5 kg 
situado a 20 cm del eje de rotación. El coeficiente de rozamien- 
to estático entre bloque y disco vale 0,50. Si el disco parte del 
reposo con aceleración angular constante igual а 0,5 rad /s?, 
determinar el tiempo que tardará el bloque en iniciar su desli- 
zamiento. 


Tå 


«т 


Figura Р15-61 


15-62* Un bloque (т = 5 kg) descansa sobre un entramado 
(rozamiento despreciable) que puede girar en torno a un eje 
vertical, según se indica en la figura P15-62. Cuando el entra- 
mado no gira, la tensión del resorte es de 80 N. Determinar la 
fuerza que el tope ejerce sobre el bloque cuando el entramado 
gire con velocidad angular constante igual a 30 rpm. 


Figura P15-62 


15-63 Una esfera de 5 kg está unida a una barra vertical me- 
diante dos hilos, según se indica en la figura P15-63. Cuando el 
sistema gira en torno al eje de la barra, los hilos se tensan según 
se indica en la figura. Determinar 


a. Las tensiones de los dos hilos cuando la velocidad angular 
del sistema es а= 5 rad/s. 
b. La velocidad angular œ del sistema cuando el hilo В esté 


tenso pero sin carga. 


60 ст 


То 
67,5 ст 


Figura Р15-63 
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15-54" Una bolita de masa 0,50 kg está montada en el aro de 
la figura P15-64 y puede deslizarse libremente (rozamiento 
despreciable) sobre él cuando éste gire. Determinar el ángulo 
wy la fuerza F que el aro ejerce sobre la bola cuando aquél gire 
en torno a un diámetro vertical con una velocidad angular 
constante igual a 120 rpm. 


Figura P15-64 


15-65 En la figura P15-65 se ha representado una vagoneta de 
unas montañas rusas. La vagoneta y sus cuatro ocupantes dan 
un peso total de 4500 М. La celeridad de la vagoneta es de 
56 km/h cuando pasa por el punto A de la vía. Tratando la va- 
goneta con sus ocupantes como punto material, determinar 


Figura P15-65 


a. La celeridad de la vagoneta en el punto más bajo del rizo. 
b. La fuerza que la vía ejerce sobre la vagoneta en el punto B. 
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с. La fuerza que la vía ejerce sobre la vagoneta en el punto С. 
d. La mínima celeridad que ha de llevar la vagoneta en el 
punto más alto del rizo para mantenerse en contacto con la 
vía, 
15-66* Un bloque de 5 kg de masa descansa sobre una super- 
ficie cónica lisa que gira en torno a un eje vertical con velocidad 
angular constante œ. El bloque está unido al eje giratorio me- 
diante un cable, según se indica en la figura Р15-66. Determi- 
nar 


а. La tensión del cable cuando el sistema gira a 20 rpm. 
b. La velocidad angular, en revoluciones por minuto, cuando 
sea nula la fuerza entre la superficie cónica y el bloque. 


15-67 Una esfera que pesa 15 М se desliza por una varilla 
contenida en un plano vertical y cuya forma queda descrita por 
la ecuación х2 = 2,4y, donde x e y se miden en metros. Cuando 
la esfera se halla en el punto (2,4; 2,4), indicado en la figura 
P15-67, se mueve a lo largo de la varilla con una celeridad de 
4,5 m/s, disminuyéndola a razón de 0.9 m/s?. Determinar las 
componentes normal y tangencial de la fuerza que en ese ins- 
tante ejerce la varilla sobre la esfera. 


3,6 m 


Figura P15-67 


15-68* Una partícula Р de masa т = 1,5 kg se suelta partiendo 
del reposo en la posición representada en la figura P15-68 y se 
desliza hacia abajo por la varilla, la cual tiene forma de arco cir- 
cular de radio R = 2 т contenido en un plano vertical. Si es lisa 
la porción circular de la varilla pero el coeficiente de rozamien- 
to cinético entre la partícula y la parte recta de la varilla vale 
0,10, determinar 


а. La fuerza que la varilla ejerce sobre la partícula en un punto 
situado 1 т por debajo de la posición inicial. ES 
b. La distancia d que recorre la partícula a lo largo de la por- am 
ción recta de varilla hasta detenerse. 


15.55 MOVIMIENTO BAJO LA ACCIÓN DE UNA FUERZA CENTRAL 


Vamos a estudiar el movimiento de un punto material sometido a la acción de 
una fuerza siempre dirigida hacia un punto fijo. Ejemplos de este tipo de mo- 
vimiento son el movimiento de los planetas alrededor del Sol y el movimiento 
de la Luna y de los satélites artificiales alrededor de la Tierra. A partir de ob- 
зегуасіопев del movimiento de los planetas en torno al Sol, J. Kepler (1571- 
1630) enunció las tres leyes siguientes que rigen el movimiento por acción de una 
fuerza central (dirigida a un punto)! 


La ley de Newton de la Gravitación Universal da el módulo de la fuerza F que 
se ejercen dos masas separadas una distancia ғ: 


_ Gmm, 
== 


Е (15-38) 
donde С es la constante de la gravitación universal. Consideremos el caso еп 
que m sea una masa muy grande que podamos suponerla fija en el espacio у 
т» una masa pequeña que se mueva en el plano xy bajo la acción de la fuerza 
F que le ejerce la masa тү. Utilizando coordenadas polares cuyo origen esté fijo 
en la masa m; el movimiento de la masa m, vendrá dado por la ecuación 15-25 
en la forma 


көке" Gmm, 
EF, = туа, = т-н) = – а 2 (а) 


УЕ, = mag= т.,ғ0»270)-0 íb) 


1 Dr. Ernst Mach, "The Science of Mechanics," 9'ed,, The Open Court Publishing Company, LaSa- 
lle, Illinois, 1942. Publicada originalmente en alemán en 1893 y traducida al inglés por Thomas 
J. McCormack еп 1902, 
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Figura 15-13 


Integrando la ecuación b tenemos 
т20 = А (constante) (о 


Podemos visualizar el significado físico de Іа ecuación с (у. fig. 15-13) conside- 
rando el área barrida por el radio vector r cuando gira un ángulo 4беп un tiem- 
po dt. El área sombreada de la figura 15-13 es un triángulo; por tanto, 


dA = 1000 40) = 1 (т)? de 


1 
2 
El área dA y la ecuación с están relacionadas por la expresión 


ФА gaa аы, 
2% аР" 0=A (15-39) 
La cantidad dA/dt = К/2 es la llamada velocidad areolar y es constante en el 
movimiento bajo la acción de una fuerza central. La ecuación 15-39 constituye 
el enunciado matemático de la segunda ley de Kepler del movimiento plane- 
tario. 
La ecuación de la trayectoria de un punto sometido a una fuerza central se 
obtiene а partir de las ecuaciones a у с. Las derivadas se simplifican efectuando 
el cambio de variable и = 1 /r, De la ecuación 15-39, 


a 
© 


ô= T (Ф 
na g (e) 
g ы Ф 
Aplicando las ecuaciones 4 y fen la ecuación a tenemos 
Елі ис =з (8) 


La solución de esta ecuación diferencial (que puede comprobarse por sustitu- 
ción directa) es 

G 
= C cos (0+ B+ Tt 


u=l 
ғ 
donde С y f son constantes de integración que habrá que determinar a partir 
de las condiciones iniciales del problema. Tomando el eje х de manera que 6- 
0 cuando ғ sea mínimo (и será máxima, suponiendo C positiva) se hace f = 0. 
Así pues, 
Gm 

= Ccos ES (15-40) 


Despejando ғ de la ecuación 15-40 tenemos 


І2/(Ст)) 


"= ТУТСА? (Ст) 1 cos 6 икан 


La ecuación 15-41 es la ecuación, en forma polar, de una sección cónica (elipse, 

parábola о hipérbola). El origen del sistema de coordenadas (el centro de fuer- 

zas O) es un foco de la sección cónica y el eje polar (0 = 0) es un eje de simetría. 
La excentricidad e de una cónica viene definida por 


E 1612 
Ст? Ст 


(15-42) 


La ecuación 15-41 de r se puede escribir en función de la excentricidad e en la 
forma siguiente: 
is Al 


ЕО ЕТІСТІ, Өз 


La ecuación 15-43 predice tres tipos de trayectoria diferentes рага el punto, se- 
gún sea la excentricidad e, 


En la figura 15-14 pueden verse los distintos tipos de trayectoria, La segunda 
rama de la hipérbola (no representada en la figura 15-14) corresponde a un 
campo de fuerzas centrales repulsivas en vez de a un campo de fuerzas cen- 
trales atractivas. La ecuación 15-43 constituye el enunciado matemático de la 
primera ley de Kepler. 

La velocidad de una partícula en un punto cualquiera de su trayectoria se 
obtiene derivando respecto al tiempo la ecuación 15-43. Así, 


dp ME 
Gm, 1 +e cos 0 

T O a Y . 
Gm, (1 +e cos Ө)? 

с? 

(ecos б? 


8-8- 
lo cual nos da 
t= ЕШ еѕеп Ө 
нер та 
а Сту 
ер T 


v = „+ (нд) 
% Ст, 


in y le? + 2e cos Ө+1 (15-44) 
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Figura 15-15 


Figura 15-16 


Figura 15-17 


En el movimiento planetario en torno al Sol y en el de los satélites artificia- 
les terrestres, e es menor que 1 y las órbitas son elípticas (v. fig. 15-15). La dis- 
tancia mínima del foco al satélite es el llamado perigeo ғ, (si fuera la distancia 
mínima de un planeta al Sol sería el perihelio) de la Órbita y tiene lugar cuando 
9=0*. La distancia máxima se denomina apogeo г; (afhelio en el caso Sol-pla- 
neta) y tiene lugar cuando Ө = 180°. Así pues, según la ecuación 15-43 


2 
p = min = Стү(1-г) 


жн А 
= Fix = Ст(1-е) 


u 


(15-45) 


El semieje mayor a, el semieje menor b y el área A encerrada por la elipse (v. 
figs. 15-15 y 15-16) son 


1 
йж zlat" 
2 2 dE a 
Е эбит 1=3* 20m (+e) Gm (1-8) (590) 
һ- N a? — c? 
= Je- (а-,,)2-а 1- e? (15-47) 
А = nab = па? е? (15-48) 


El periodo T (tiempo que se tarda en una revolución) se puede obtener utili- 
zando la ecuación 15-39: 


(15-49) 


De donde 


Т? _ ån? _ [árai 
-d o T= Е (15-50) 


La ecuación 15-50 constituye el enunciado matemático de la tercera ley de Ke- 
pler. 

En los casos de sondas espaciales y satélites lanzados desde la Tierra, la 
masa grande т) de las ecuaciones anteriores es la masa de la Tierra т,. Los da- 
tos astronómicos que se necesitan para resolver los problemas ejemplo siguien- 
tes están consignados en el Apéndice B (tabla B-8). 


PROBLEMA EJEMPLO 15.11 


SOLUCIÓN шн 
15.5 MOVIMIENTO BAJO LA ACCIÓN 

Al finalizar el vuelo propulsado del cohete y dar al satélite una velocidad inicial DE UNA FUERZA CENTRAL 

о paralela a la superficie terrestre, el satélite vuela libremente y se encuentra so- 

metido únicamente a la atracción gravitatoria de la Tierra. El movimiento del sa- 

télite lo describe la ecuación 15-40 y la velocidad en todo punto de su vuelo viene 

dada por la ecuación 15-44. En el caso de órbita circular, е = 0 y la ecuación 15- 

44 queda en la forma 


ш ere AM (а) 
Ә--- ye? е сов = 0 
A 1 0 


La ecuación а indica que la celeridad es constante e igual a la celeridad inicial vo. 
La constante А. se puede determinar utilizando la ecuación 15-39 y las condicio- 
nes iniciales del lanzamiento; a saber, cuando г = лу, Y = 0, Así pues, 


а v 
hari= 12 = ro (b) 
т; 
0 
De las ecuaciones а y b 
Gm, Ст 
W=== osea v = 
К 790 0 


donde m,es la masa de la Tierra. 
A una altura Л = 400 km, como el radio de la Tierra es r, = 6370 km. 


fo = Te + h = 6370 + 400 = 6770 km 
Por tanto, 


фр [| la [сеш е 


6 770 000 
= 27630 km/h Resp. 


PROBL 


AA EJEMPLO 15.12 


Un cohete transporta un satélite a un punto situado a 800 km por encima de la 
superficie terrestre. Determinar la velocidad (paralela a la superficie terrestre) 
necesaria para colocar al satélite 


a. En una órbita elíptica de altitud máxima 8000 km. 
b. En una órbita parabólica que lo saque del campo gravitatorio terrestre. 


SOLUCIÓN 


Una vez el satélite esté en vuelo libre y sometido solamente al campo gravitato- 
rio terrestre, el movimiento vendrá descrito por la ecuación 15-40 y su velocidad 
en un punto cualquiera de la trayectoria vendrá dada por la ecuación 15-44. 


a. Llamando h, a la altura corresondiente al perigeo, л, a la correspondiente al 
apogeo y ғ; al radio de la Tierra, para una órbita elíptica con 


т, = 1¿+h,=6:371(10%) m + 0,800(105) m = 7.171(106) m 
Fa = 1+1, = 6,371(108) m + 8,000(10%) m = 14,371(106) m 
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las ecuaciones 15-45 dan 


r, SRAN 08 „= А2 
a Сте) Р Gm (+e) 
e= Lap „ 14370100) -7.171(106) _ 


no ra; = 0,3342 
Parr, 14:370109) +7,171(109) 


Еп 6 = 0°, la ecuación 15-44 queda еп la forma 


Ст, 


Ж Gm, 
A ді e? + 2есок0+1 = 


h 


(1+e) = 00 (a) 


La constante Á se puede determinar utilizando la ecuación 15-39 y las con- 
diciones iniciales del lanzamiento; a saber. cuando r = лу, Y = vg. Así pues, 


(b) 


De las ecuaciones a y b 


бт, ) бту, ) 
Ug = ll +e) = (1 +e) o sea 
ШЙ 2; 19% 


Con = = 71710108) m, 


Ст... 11/2 Гбоө73(10-1!)(5,976Х102) pes 
| тө aso] 5 [ 71710109 позма) 


8.614(103) m/s = 8, 61 km/s Resp. 


b. Para una trayectoria parabólica, e = 1; por tanto, 


Ст, м2 Г2бтдДі/2 
Ф-|- (1+е) = 5 
1% 0 


15 к )(10-!! хатат 1/2. 
71710109) 
10,546(103) m/s = 10.55 km/s Resp. 


La celeridad оу asociada a una trayectoria parabólica es la mínima celeridad 
necesaria para escapar del campo gravitatorio terrestre y recibe el nombre de ve- 
locidad de escape ves: 


PROBLEMA ЕЈЕМЕ 


La celeridad máxima de un satélite en órbita elíptica (e = 0,25) es 25 700 km/h. 
Determinar 


а. Las distancias máxima y mínima (en km) de la superficie terrestre a la tra- 
yectoria del satélite. 
b. El periodo de la órbita elíptica. 
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a. Para una órbita elíptica, la celeridad máxima se tiene en el perigeo (a distan- 
cia r, del centro de la Tierra), punto en el cual la velocidad es paralela a la 
superficie terrestre. Así pues, según la ecuación 15-39, 

v, 
=M0= 1 2 
К=ё=т} = 


= йр“ туб 


Entonces, siendo r, la distancia del centro de la Tierra al apogeo y ғ, el radio 
de la Tierra, de las ecuaciones 15-45 con ©, = 25700 km/h = 7139 m/s se tie- 
ne: 
_ Gm (1+e) 

Pihan 
2 6673(10-!!)(5,976)(102%у(1 + 0.25) 

(7139)? 

= 9,781(106) m = 9781 km 


= 9781—6370 = 3411 km Кезр. 
ha = tar 


Resp. 
= 16 300—6370 = 9930 km 


b. Para la elipse 
1 
а = 507, +7) 
= 11 16300106) + 9,781(10%)] 
= 1300410108) m 


De la ecuación 15-50 
[ara 
"+ [e 


4л21 13,041(106)]3 142 
| 6,673(10711(5,976)( Ша) 


" 


14818 s=4,12h Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 14 


Una sonda espacial lanzada desde la superficie terrestre (v. fig, 15-18) se mueve 
paralelamente a ésta cuando finaliza la fase propulsada de su vuelo a una altura 
de 1200 km con una velocidad de 12,00 km/s. Determinar 


a. La excentricidad e de la trayectoria. 

b. La velocidad de la sonda espacial cuando su distancia al centro de la Tierra 
sea de 100.000 km. 

с. El máximo ángulo Ө de esta trayectoria. Figura 15-18 


184 


CINÉTICA DEL PUNTO: 
LEYES DE NEWTON 


SOLUCIÓN 


a. Сото la sonda espacial está moviéndose paralelamente a la superficie te- 
rrestre al finalizar la fase propulsada de su vuelo, las condiciones iniciales 
de éste (cuando 9= 0°), siendo г, el radio de la Tierra, son 


ro = Ye + у= 6,371(10%) + 1,200(106) = 7,571(109 m 
2 = 12,00 km/s = 12,00(103) m/s 


De la ecuación 15-39 


K = rò = 870 = rovg = 7.571(106)12,00010) 
0 


= 9,085(1010) m?/s 


De la ecuación 15-43, siendo r = ғу cuando Ө= 0° 


Gm, 


e 


10192 
73(10-11)5,976)(1024)(7,571)(105) 


—1 = 1,734 


b. La velocidad se determina utilizando las ecuaciones 15-43 y 15-44. De la 
ecuación 15-43 


= 19,085(1010)]? - 6.673(10-11)(5,976)10:3)100Х106) 
6,673(10-1)(5,976)(1024)(100)(105)(1,734) 


= -0,4573 Ө = 117,2 
De la ecuación 15-44 


Ст, ry 
v= p reo 
— 6.673(10-11)(5,976)(1024) 
9,085(1010) 
= 6,830(103) m/s =6,83 km/h Resp: 
с. Е ángulo máximo бш, se tiene cuando r ><». Según la ecuación 15-43, 


7 =. cuando 
1+e сов 00 


Por tanto, 


LME (TO 
as 
б 12527. Resp. 


PROBLEMAS 


Los datos astronómicos que se necesitan para resolver los pro- 
blemas siguientes están consignados en el Apéndice B (tabla 
B-8). 


15-89% Un cohete transporta un satélite hasta un punto situa- 
do 800 km por encima de la superficie terrestre. Determinar la 
velocidad (paralela a la superficie terrestre) que se necesita 
para situar el satélite 


a. En órbita circular. 
b. En una trayectoria parabólica. 


15-70* Un cohete transporta un satélite hasta un punto situa- 
do 900 km por encima de la superficie terrestre (fig. P15-70). 
Determinar la velocidad (paralela a la superficie terrestre) que 
se necesita para situar el satélite 


a. En órbita circular. 
b. En una trayectoria hiperbólica de excentricidad 1,25. 


Figura P15-70 


15-71 Se desea situar un satélite en una órbita circular polar 
tal que las sucesivas trazas en el suelo , en el ecuador, estén se- 
paradas 3200 km. Determinar qué altitud debe tener la órbita 
circular. 


15-72* Se desea situar un satélite en una órbita circular ecua- 
torial tal que siempre se encuentre sobre un mismo punto de la 
superficie terrestre. Determinar el radio de la órbita y la celeri- 
dad orbital del satélite. 


15-73 Un cohete recorre una órbita circular situada 960 km 
por encima de la superficie terrestre. Determinar el mínimo 
cambio de celeridad que permita al cohete escapar del campo 
gravitatorio terrestre. 


15-74* Un cohete recorre una órbita circular situada a una al- 
tura de 500 km. Durante un intervalo de tiempo muy corto, los 
motores aumentan la velocidad (tangente a la órbita) en 
1000 m/s. Determinar 


a. La excentricidad e de la nueva órbita. 
b. La altitud y celeridad orbital del cohete en el punto más 
alto de esta nueva órbita. 


15-75 А una altitud de 800 km por encima de la superficie te- 
rrestre, se coloca un satélite en órbita con una celeridad de 
32000 km/h paralela a la superficie terrestre. Determinar 


a. La excentricidad e de la órbita. 
b, Las altitudes máxima y mínima del satélite en su trayecto- 
ria, 


15-76* La altitud de un satélite en órbita elíptica alrededor de 
la Tierra es de 1600 km en el apogeo y 600 km en el perigeo (у. 
fig. P15-76). Determinar 

a. La excentricidad e de la órbita. 

b. Las celeridades orbitales en apogeo y perigeo. 

с. El periodo de la órbita. 


1600 кт \— 600 km 
! 


Figura P15-76 


15-77 Un satélite recorre una órbita circular a 800 km рог en- 
cima de la superficie terrestre. Determinar 


a. La variación de velocidad necesaria para situar el satélite 
en una órbita elíptica de excentricidad 0,30. 

b. La altitud y celeridad orbital del satélite en el punto más 
alto de su nueva órbita. 
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15-78* La distancia máxima de un satélite al centro de la Tie- 
rra, siguiendo una órbita elíptica, es de 15 000 km. Determinar 


a. La altitud del satélite en el perigeo. 
b. Las velocidades del satélite en el apogeo y el perigeo. 
є. El periodo de la órbita elíptica. 


15-79 La altitud de un satélite en órbita elíptica alrededor de 
la Tierra es de 2400 km en el apogeo y 1440 km en el perigeo. 
Determinar 


a. La excentricidad e de la órbita. 
b. Las celeridades orbitales en apogeo y perigeo. 
с. El periodo de la órbita. 


15-80* El módulo lunar del Apolo está en órbita alrededor de 
la Luna con una altitud sobre la superficie lunar de 50 km en el 
perigeo y de 500 km en el apogeo (у. fig. P15-80), Determinar 


а. Га excentricidad de la órbita. 
b. La velocidad del módulo en su perigeo. 
с. El periodo orbital del módulo. 


Figura P15-80 


15-81 Un satélite está en órbita circular а 400 km por encima 
de la superficie terrestre. Determinar las nuevas altitudes de 
apogeo y perigeo si un motor incorporado en él: 


а. Aumenta la celeridad del satélite еп 240 m/s. 
b. Da al satélite una componente radial (hacia afuera) de la 
velocidad igual a 240 m/s. 


15-82* Un satélite está en órbita elíptica con una altitud de pe- 
rigeo igual a 1000 km y una altitud de apogeo igual a 9000 km. 
Determinar las componentes r y q (radial y transversa) de su 
velocidad cuando cruza el eje menor de la elipse (punto B de la 
fig. P15-82). 


Figura P15-82 


15-83 La altitud de un satélite en órbita elíptica alrededor de 
la Tierra es de 33 600 Кт en el apogeo y de 4000 km en el peri- 
geo (v. fig. Р15-83). Determinar 


a. La excentricidad e de la órbita. 

b. Las celeridades orbitales en apogeo y perigeo. 

с. La distancia radial ғ al centro de la Tierra y la velocidad v 
cuando Ө = 150°. 


Figura P15-83 


15-84* Un satélite recorre una órbita circular situada 5000 km 
por encima de la superficie terrestre, según se indica en la figu- 
ra P15-84. En el punto A, se aumenta la velocidad para poner el 
satélite en órbita elíptica cuya altitud máxima sea de 10 000 km 
en el punto B. Determinar 


a. La excentricidad e de la órbita elíptica. 

b. La variación de velocidad que ha de producirse en el punto 
A para situar el satélite en la órbita elíptica, 

с, La variación de velocidad que ha de producirse en el punto 
B para pasar de la órbita elíptica a la circular mayor. 


Figura Р15-84 


15-85 Un vehículo espacial se mueve en una órbita circular 
situada 480 km por encima de la superficie terrestre (v. fig. 
P15-85). Despreciando la resistencia del aire, determinar 


a. La variación de celeridad necesaria para llevar el vehículo 
a la Tierra en un punto а 180° del punto en que se encien- 
dan los cohetes de freno, 

b. El tiempo empleado en el descenso. 


Figura P15-85 


15-B6* Los satélites A у В siguen órbitas circulares situadas so- 
bre la superficie terrestre a 200 km y 800 km, respectivamente 
(v. fig. P15-86). Si el satélite A ha de encontrarse con el B en el 
punto C siguiendo la órbita elíptica que se indica, determinar 


а. En cuánto se ha de aumentar la celeridad del satélite A para 
ponerlo en la órbita elíptica. 


b. En cuánto se ha de aumentar la celeridad del satélite A en 
el punto C para completar la maniobra. 


Figura P15-86 

15-87 El módulo lunar sigue una órbita circular situada 80 

km por encima de la superficie de la Luna (fig. P15-87). Deter- 

minar 

a. En cuánto ha de reducirse la velocidad para alunizar al 
cabo de un cuarto de órbita (en B). 

b. La celeridad con que el módulo chocaría contra la Luna si 
no utilizara los cohetes retropropulsores para frenar su 
descenso. 

с. El ángulo que la velocidad del apartado b forma con la di- 
rección radial. 


Figura P15-87 
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15-88* El módulo lunar, que se halla en reposo sobre la su- 
perficie de la Luna, ha de volver al módulo de mando que está 
recorriendo una órbita circular 80 km por encima de la super- 
ficie de la Luna (fig. P15-88). Determinar 


a. Lavelocidad (módulo, dirección y sentido) con la que ha de 
abandonar el módulo lunar la superficie de la Luna para 
encontrarse con el módulo de mando en la forma que se in- 
dica. 

b. En cuánto ha de aumentar su celeridad el módulo lunar en 
su apogeo para completar su encuentro con el módulo de 
mando. 


Figura P15-88 


15-89 Un vehículo de lanzamiento pone a un satélite en una ór- 
bita baja alrededor de la Tierra, Cuando apaga sus cohetes el ve- 
hículo de lanzamiento, el satélite se halla a una altitud de 128 km 
sobre el suelo y lleva una velocidad de 7800 m/s. A consecuen- 
cía de un error de guía (v. fig. P15-89), se suelta el satélite en 
una órbita que forma un ángulo de 85% con el radio vector, en 
vez de ser paralela a la superficie terrestre, Determinar 


а. La ecuación de la órbita planeada (colocación paralela), 
b. La ecuación de la órbita real. 

с. La velocidad y altitud en el apogeo de la órbita planeada. 
d. La velocidad y altitud en el apogeo de la órbita real. 

е. Laaltitud en el perigeo de la órbita real. 


15-90" Un cohete lanzado desde la superficie terrestre lleva 
una celeridad de 8,85 km/s cuando finaliza la propulsión a una 
altitud de 550 km. En ese instante, la trayectoria del cohete está 
inclinada 84? respecto a la recta radial que pasa por el centro de 
la Tierra. Determinar 


а. La excentricidad e de la trayectoria. 

b. Laaltitud del cohete en el perigeo. 

с. La velocidad del cohete en el apogeo y en el perigeo. 
d. El periodo de la órbita. 
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Figura Р15-89 


15-91 бе descubre un meteorito a 400 000 km del centro de la 
Tierra acercándose siguiendo una trayectoria hiperbólica (fig. 
P15-91). Si, en ese instante, la celeridad del meteorito es de 
8000 km/h, siendo Ө = 150°, determinar 


а. La excentricidad e de la trayectoria. 

b. La mínima distancia del meteorito a la superficie terrestre. 

с. La velocidad del meteorito cuando esté más próximo a la 
superficie terrestre. 


Figura P15-91 


15-92 Dos satélites recorren una misma órbita circular situa- 
da 1000 km por encima de la superficie terrestre, yendo el saté- 
lite A 2500 km por delante del satélite В (fig. P15-92). El satélite 
B зе propone "alcanzar" al satélite A "frenando" para pasar a la 
órbita elíptica representada. Determinar en cuánto ha de dis- 
minuir su velocidad el satélite B para alcanzar al A al cabo de 


a. Unperiodo en la órbita elíptica. 
b. Dos periodos еп la órbita elíptica. 


Figura P15-92 


RESUMEN 


La ley fundamental que rige el movimiento de un punto material es la segunda 
ley de Newton, la cual relaciona el movimiento acelerado de un punto con las 
fuerzas que originan el movimiento. Matemáticamente, la segunda ley de 
Newton se expresa en la forma 


F = ma (15-2) 


La ecuación 15-2 expresa el hecho de que los módulos de F y a son propor- 
cionales y que estos vectores tienen la misma dirección y sentido. La ecuación 
15-2 es válida tanto para fuerzas constantes como para fuerzas que varien con 
el tiempo. El sistema de ejes que se utilice para medir las aceleraciones debe 
ser un sistema inercial primario. Todo sistema de ejes no giratorio que se traslade 
con velocidad constante respecto al sistema primario es igualmente satisfacto- 
rio. En la mayoría de los problemas técnicos en la superficie terrestre, las correc- 
ciones a efectuar para compensar la aceleración de la Tierra respecto al sistema 
primario son despreciables y las aceleraciones medidas respecto a ejes solida- 
rios a la superficie terrestre pueden tratarse como si fueran absolutas. 

La ecuación del movimiento de un sistema de puntos materiales se puede 
obtener aplicando la segunda ley de Newton a cada punto del sistema y su- 
mando los resultados para obtener la ecuación del movimiento del centro de 
masa G del sistema. Resulta así 


R = тас (15-16) 


La ecuación 15-16 es válida para todo tipo de movimiento y nos dice que la 
ecuación del movimiento para un sistema de puntos materiales es igual a la 
ecuación del movimiento de un punto material situado en el centro de masa 
del sistema y que tuviera una masa igual a la total del sistema. Todo cuerpo po- 
drá considerarse como punto material cuando se aplique esta ecuación. 

El movimiento de un punto a lo largo de una recta se denomina movimien- 
to rectilíneo y si se orienta el sistema de coordenadas de manera que el eje x 
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coincida con la recta de movimiento, la posición, velocidad y aceleración del 
punto quedarán determinadas por sus componentes x: 


г= хі а= г = і 


La ecuación 15-2 рага un punto material se reduce entonces а 


FF, = ma, EF, = 0 УЕ, = 0 (15-19) 

El movimiento de un punto а lo largo de una trayectoria curva se denomina 
movimiento curvilíneo. Cuando tiene lugar en un plano, su descripción re- 
quiere dos coordenadas. Los tres sistemas de coordenadas que se utilizan para 
describir un movimiento curvilíneo plano son el de coordenadas cartesianas 
rectangulares, el de coordenadas polares у el de coordenadas normal / tangen- 
cial. 

Con un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, la posición del 
punto se decribe mediante sus distancias a dos ejes de referencia (ejes x e y). 
Las ecuaciones de la posición, la velocidad y la aceleración son 


r=xi+yj у= ї 


4 


La ecuación 15-2 para el punto material se reduce entonces a 
ХЕ, = та,  XF,=ma, УЕ, = 0 (15-21) 


En un sistema de coordenadas polares, la posición del punto se describe ші- 
lizando su distancia r a un punto fijo y un desplazamiento angular Ө respecto 
a una recta fija. El vector unitario e, está dirigido radialmente en el sentido de 
alejamiento del punto fijo y el vector unitario eyes perpendicular al anterior y 
dirigido en el sentido de los ángulos Ø crecientes. Las ecuaciones de la posición, 
la velocidad y la aceleración son 


r= jè; v= re, +rĝeg 
2 PARN (15-23) 
а= 6) e,+ (т@+2?Ө)е,„ 
La ecuación 15-2 para el punto material se reduce entonces a 
ХЕ, = ma, =m(r-r0') e, 
EF, = ma,=m(r04+270) e, (15-24) 


УЕ, = 0 


En un sistema de coordenadas normal y tangencial, los vectores unitarios e, 
y e, están dirigidos tangente a la trayectoria (en el sentido de avance) y normal 
a ella (hacia el centro de curvatura), respectivamente, en cada punto de la tra- 
yectoria. Las ecuaciones de la velocidad y la aceleración en la posición s a lo 
largo de la trayectoria son 


у = se, (15-26) 
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УЕ, = ma, = mše, УЕ, = та, = т = е, YF,=0 (15-27) 


El movimiento de un punto material sometido a una fuerza dirigida siem- 
pre hacia un punto fijo se dice que es un movimiento bajo la acción de una fuer- 
za central. Ejemplos corrientes de este tipo de movimiento los tenemos en el 
movimiento de los planetas alrededor del Sol y en el movimiento de la Luna y 
los satélites artificiales en torno a la Tierra. La fuerza que interviene en estos 
ejemplos viene dada por la ley de Newton de la gravitación universal, la cual 
dice que la fuerza F que se ejercen dos masas m; у my separadas una distancia 
r tiene por módulo 

F= ЕА 


(15-38) 


donde С es la constante de la gravitación universal, 


PROBLE 


15-93* Un avión de caza de 125 kN de peso se lanza desde un 
portaaviones y aumenta su celeridad de 32 km/h (celeridad 
del portaaviones) а 240 km/h еп 2,26. Determinar 


a. La fuerza constante que aplica la catapulta. 
b. La distancia que recorre el avión durante su lanzamiento. 


15-94* Un cohete Saturno V tiene una masa de 2,75(10%) kg y 
un empuje de 33(105) М. Determinar 


a. La aceleración vertical inicial del cohete. 
b. La velocidad del cohete 10 s después del arranque. 
с. El tiempo que tarda en ascender 10 000 m. 


15-95 Та velocidad de una pelota de béisbol (т = 150 р) al ser 
golpeada por el bate pasa de 129 km/h en una dirección a 
145 km/h en igual dirección pero sentido opuesto. Si pelota y 
bate están en contacto 0,005 в, ¿qué fuerza constante debe ejer- 
cer el bate sobre la pelota? 


15-98* Se suelta, partiendo del reposo, el bloque A de 10 kg 
que está situado sobre una cuña B de 20 kg, según se indica en 
la figura P15-98. Si todas las superficies son lisas (exentas de 
rozamiento), determinar 

a. La fuerza normal entre bloque y cuña, 

15-96* Un paracaidista, de masa 80 kg, cae a 85m/sen elins- |, La aceleración del bloque. 

tante en que abre su paracaídas. Su celeridad se reduce a 5 m/s 

durante los siguientes 60 m de caída. Determinar la fuerza me- 
dia que, durante este intervalo de tiempo, ejerce el paracaídas 
sobre su cuerpo. 


с. La aceleración de la cuña. 


15-97 Los bloques A y В de la figura P15-97 pesan 300 М y 
200 N, respectivamente. Si se sueltan los bloques partiendo del 
reposo en la posición representada, determinar 


a. La velocidad del bloque B cuando haya recorrido 3 m. і 
b. La tensión del cable que soporta al bloque А Figura P15-98 


15-99 El peso del bloque A de la figura Р15-99 es de 250 М. El 
bloque está en reposo у el resorte (£ = 17 N/m) tiene su longi- 
tud natural en el instante en que se suelta el bloque e inicia su 
movimiento. Determinar 


a. La velocidad del bloque cuando haya recorrido 0.9 m. 
b. La distancia máxima que recorrerá el bloque a partir de su 
posición inicial. 


Figura P15-99 


15-100 El motor a reacción de un misil de masa 15 000 kg 
proporciona un empuje de 200 kN. Si se lanza el misil en direc- 
ción vertical, determinar su velocidad y la altura alcanzada al 
cabo de 1 min si 


a. Se desprecia la resistencia del aire. 

b. La resistencia del aire origina una fuerza resistiva Рк = 
0,2527, donde Гр se expresa en newton y v en metros рог se- 
gundo. 


15-101* Se dispara un proyectil de peso 250 М, según se indica 
en la figura P15-101, con una velocidad inicial de 450 m/s. Si se 
puede despreciar la resistencia del aire, determinar el radio de 
curvatura de la trayectoria del proyectil en su punto más alto. 


Figura P15-101 
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15-102* El disco representado en la figura Р15-102 gira en un 
plano vertical. Al movimiento del cuerpo A (т = 1 kg) en la 
guía radial lisa se opone un resorte unido al cubo del disco. 
Cuando el disco está en la posición representada, su velocidad 
angular es de 100 rad /s en sentido horario y su aceleración an- 
gular es de 25 rad/s? en sentido antihorario. Determinar, en 
ese instante, 


а. La fuerza que el disco ejerce sobre el cuerpo A 
b. La constante 4. del resorte si la posición de reposo del cuer- 
ро A está a 350 mm del eje del disco. 


Figura P15-102 


15-103 Una barra ranurada, que gira alrededor de un punto 
fijo A según se indica en la figura P15-103, lleva un punto ma- 
terial P a lo largo de una guía circular. La velocidad angular de 
la barra es de 25 rad /s en sentido horario y su aceleración an- 
gular es de 20 rad /s? en sentido antihorario. Si todas las super- 
ficies son lisas, determinar las fuerzas que se ejercen sobre el 
punto material cuando (а) = 60° у 6- 120%. 


Figura P15-103 


15-104 Una esfera 6 de masa 5 kg está unida a un bloque В 
de 1 kg que se desliza libremente por una guía horizontal lisa 
según se indica en la figura P15-104. La masa de la varilla que 
une la esfera al bloque es despreciable. Si se suelta el sistema 
partiendo del reposo en la posición representada, determinar 


а. La tensión de la varilla al empezar el movimiento. 
b. La aceleración del bloque al empezar el movimiento. 


Figura P15-104 


15-105 Una esfera de 1 kg se desliza por una varilla lisa con- 
tenida en un plano vertical y cuya forma puede describirse me- 
diante la ecuación y= ,/0, 3x , donde x e y se miden en metros. 
Cuando la esfera se encuentra en la posición A o la B de la fi- 
gura P15-105, su celeridad es de 3 m/s hacia la izquierda. Si el 
resorte (4 = 50 N/m) tiene una longitud natural de 0,6 т, de- 
terminar la aceleración de la esfera y la fuerza que ejerce sobre 
ella la varilla 


a. Cuando la esfera pase por la posición A. 
b. Cuando la esfera pase por la posición B. 


0,6 m— 0,9 т 
Figura Р15-105 


15-106 El bloque В (т = 0,50 kg) ве mueve por una guía cir- 
cular lisa contenida en un plano vertical, según se indica en la 
figura P15-106. Cuando el bloque se halla en la posición repre- 
sentada, su celeridad es de 20 m/s hacia arriba y la izquierda. 
Si la longitud natural del resorte (4 = 25 N/m) es 300 mm, de- 
terminar la aceleración del bloque y la fuerza que sobre él ejer- 
ce la superficie de la guía. 


ж тт- 360 mm 


Figura Р15-106 


15-107: Determinar la celeridad orbital y el periodo de un sa- 
télite en órbita circular situada a 1600 km de la superficie te- 
rrestre. 


15-108* Un cohete transporta un satélite hasta un punto situa- 
do 1500 km por encima de la superficieterrestre, Determinar la 
velocidad (paralela a la superficie terrestre) que se necesita 
para poner el satélite 


а. En órbita circular. 
b. En una trayectoria parabólica. 
с. En una trayectoria hiperbólica de excentricidad 1.40. 


15-109 А una altitud de 1200 km sobre la superficie terrestre 
se pone en órbita un satélite con una velocidad de 28 800 km/h 
paralela a la superficie terrestre, Determinar 


a. La excentricidad e de la órbita. 
b. Las altitudes máxima y mínima de la trayectoria del satéli- 
te, 


15-110 La altitud de un satélite en una órbita elíptica alrede- 
dor de la Tierra vale 3600 km en el apogeo y 900 km en el peri- 
geo. Determinar 


а. La excentricidad е de la órbita. 
b. Las celeridades orbitales en apogeo y perigeo. 
с. El periodo de la órbita. 
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Problemas para resolver con ordenador 


С15-111 Cuando se desprecia la resistencia del aire, es fácil de- 
mostrar que las trayectorias de los cuerpos que se mueven en 
la proximidad de la superficie terrestre son parabólicas. Sin 
embargo, al moverse los cuerpos en el seno de un fluido (tal 
como el aire) experimentan una fuerza resistiva proporcional 
al cuadrado de su celeridad y dirigida en sentido opuesto a su 
velocidad. 

Supóngase que se lanza una bolita hacia arriba con una 
velocidad inicial о) que forma un ángulo inicial 6) con la hori- 
zontal. En un punto de su trayectoria, sobre la bola se ejercen 
la fuerza de la gravedad W y la resistencia del aire 


ИЕ 5 
D = Ср5 РРА 


donde C;,es el coeficiente de forma (puede tomarse aproxima- 
damente igual a un medio en el caso de esferas de celeridad 
moderada), p es la densidad del aire a través del cual se mueve 
la bola у А = m” es el área de su sección recta (fig. Р15-111). 


Figura P15-111 


а. Si se lanza una pelota de tenis (W = 0,556 N, r = 3,175 cm) 
con una celeridad inicial 2 = 18 m/s a través del aire (р = 
1,293 kg / m°), utilizar el método de Euler de resolución de 
ecuaciones diferenciales (v. Apéndice C) para calcular la 
posición de la bola en función del tiempo hasta que vuelva 
a caer al suelo, рага los ángulos iniciales 0, = 15°, 30°, 45° y 
60%, 

b. Representar gráficamente la trayectoria (y en función de x) 
para cada uno de los ángulos iniciales, en una misma gráfi- 
ca. En la misma gráfica, representar la trayectoria de la bo- 
la, para cada ángulo inicial, en el caso de prescindir de la 
resistencia del aire 

с. Calcular y representar gráficamente el alcance (distancia 
horizontal entre los puntos inicial y final de la trayectoria) 
рага distintos ángulos iniciales 6; (30° = 6; = 60%). Cuando 
se desprecia la resistencia del aire, el alcance máximo se lo- 
gra para Ө, = 45°. ¿Qué ángulo da el máximo alcance cuan- 
do se incluye la resistencia del aire? 
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d. Repítanse los cálculos para el caso de una velocidad inicial 
ту = 9 m/s. El ángulo que da el alcance máximo, ¿depende 
de la celeridad inicial cuando se incluye la resistencia del 
aire? 


С15-112 Un bloque pequeño se desliza por el interior de una 
superficie esférica, según se indica en la figura P15-112, Si la 
masa del bloque es т =2 kg, el radio de la superficie r=1,5m, 
los coeficientes de rozamiento д, = шу = 0,3 y se suelta el bloque 
partiendo del reposo con Ө = 0), 


a. Utilizar el método de Euler de resolución de ecuaciones di- 
ferenciales (у. Apéndice С) para calcular la posición del 
bloque en función del tiempo hasta su detención, para án- 
gulos iniciales б, = 80°, 60%, 45° y 30°. 

b. Para cada uno de los ángulos iniciales, representar gráfica- 
mente en función del tiempo t (0 = t = 5 s) la posición an- 
gular 9 del bloque, su celeridad v y la fuerza de rozamiento 
F que se ejerce sobre el bloque. (Hay que asegurarse de que 
el rozamiento se oponga siempre al movimiento.) 

c. ¿Para qué ángulo inicial 6) se detendrá el bloque justo 
cuando llegue al punto más bajo de la superficie? ¿Para qué 
ángulo inicial 8) se detendrá el bloque en el punto más alto 
del otro lado de la superficie? ¿Para qué ángulo inicial 6) se 
detendrá el bloque en el punto más alto del mismo lado de 
la superficie? (Posiblemente después de rebasar el punto 
más bajo y regresar) ¿Dependen los resultados del peso del 
cuerpo? А 


Figura P15-112 


С15-113 Un pisapales (W = 12,5 М) se desliza sobre la superfi- 
cie exterior de un cilindro de revolución de radio 0,6 m según se 
indica en la figura Р15-113. Si se puede despreciar el rozamiento 
y el peso parte del reposo cuando 6- 0°, 


a. Trazar la gráfica de la celeridad v del peso en función de 
la posición angular 0 (0 = Ө = В) donde £ ев el ángulo al 
cual el peso pierde contacto con el cilindro (la fuerza nor- 
mal se anula). 

b. Trazar la gráfica de la fuerza normal М entre el peso y el 

cilindro en función de la posición angular 0 (0 = @ = f) . 

Trazar la gráfica de la posición angular Ө en función del 

tiempo #(0 = t = гд). (Puede ser necesario utilizar el método 


a 


de Euler de resolución de ecuaciones diferenciales. Véase el 
Apéndice C.) 

d. Repetir el problema para el caso Lt, = ш = 0.3 y (6, = Ө = В) 
donde ф, = tan”! ц, es el ángulo de rozamiento estático, (Su- 
Póngase que el peso parte del reposo en Ө = ф,.) 


Figura P15-113 


C 15-114 Se tira hacia la izquierda del carrito de 10 kg repre- 
sentado en la figura Р15-114 aplicando una fuerza constante 
P=10Nal extremo del hilo. Si el carrito parte del reposo cuan- 
do x = 8 m, calcular y representar gráficamente 


а. La celeridad v del carrito en función de su posición х (-3 = 
х=8 т). 

La posición х del carrito en función del tiempo t (0 = 1 = 5 
5). 

(Puede ser necesario utilizar el método de Euler de resolu- 
ción de ecuaciones diferenciales. Véase Apéndice C.) 


b, 


Р 
-- e 
2m 

к 


Figura P15-114 


С15-115 Se tira hacia la izquierda de la pareja de carritos re- 
presentada en la figura P15-115 aplicando una fuerza constan- 
te Р = 10 N. El carrito A pesa 50 N, el В 100 N y el sistema parte 
del reposo cuando x =7,2 m. Utilizar el método de Euler de re- 


solución de ecuaciones diferenciales (v. Apéndice C) para cal- 
cular la posición y velocidad de ambos carritos en función del 
tiempo. Después, representar gráficamente: 


а. Las velocidades v4 y va de los carritos en función de x (-1,5 
<x<?7,2m). 

b. La tensión Т del hilo que los une en función de x (-1,5 = x 
=7,2 т), 

с. Га posición del carrito B en función del tiempo (0 == 5 в). 


Figura P15-115 


(15-116 Una masa de 30 kg está sostenida por un hilo que 
pasa por tres poleas pequeñas, según se indica en la figura P15- 
116. Al otro extremo del hilo se aplica una fuerza constante P= 
200 М. Si el sistema parte del reposo cuando у = 2 m, utilizar el 
método de Euler de resolución de ecuaciones diferenciales (v. 
Apéndice C) para calcular la posición y la velocidad de la masa 
en función del tiempo. Después, representar gráficamente 


а. La posición y de la masa en función del tiempo! (0 = = 105). 
b. La velocidad v de la masa en función del tiempo / (0 = } = 
105). 


Figura Р15-116 
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С15-117 La pareja de bloques representada en la figura P15- 
117 penden de un hilo que pasa por tres poleas pequeñas. El 
peso del bloque A es de 300 М, el de В 200 N y el sistema parte 
del reposo cuando y = 1.8 m. Utilizar el método de Euler de re- 
solución de ecuaciones diferenciales (v. Apéndice C) para cal- 
cular la posición y la velocidad de los bloques en función del 
tiempo. Después, representar gráficamente 


a. La posición y del bloque A en función del tiempo (0 = t = 
155). 

b. Las velocidades v4 y ор de los bloques en función del tiem- 
pot (0 = #=15 $), Figura P15-117 

є. La tensión T del hilo que los une en función del tiempo t 
(0 = ! <= 158). 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
LEYES DE NEWTON 


16.1 INTRODUCCIÓN 


Podemos considerar que un cuerpo rígido es un conjunto de puntos materia- 
les; por tanto, en el caso de un cuerpo rígido, podremos utilizar las relaciones 
desarrolladas en el capítulo 15 para el movimiento de un sistema de puntos 
materiales. En este capítulo vamos a aplicar muchas veces la ecuación 15-16 
que relaciona la resultante R de las fuerzas aplicadas exteriormente con la ace- 
leración ag del centro de masa С en el caso particular en que la recta soporte de 
la resultante R pase por el centro de masa G del sistema. En el caso más general 
en que la resultante del sistema de fuerzas exteriores consista en una fuerza re- 
sultante R que pase por el centro de masa G más un par de momento C, el cuer- 
ро experimentará rotación y traslación y se necesitarán ecuaciones adicionales 
рага relacionar los momentos de las fuerzas exteriores con el movimiento an- 
gular del cuerpo. > 


16.2 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO PLANO 


Las leyes de Newton sólo son aplicables al movimiento (traslación) de unpun- 
+o material; por tanto, no son adecuadas para describir el movimiento comple- 
{о.е un cuerpo rígido, el cual puede ser de traslación y de rotación. En este 
apartado, vamos a extender las leyes de Newton para que cubran el movimien- 
to plano de un cuerpo rígido. Más adelante, en el apartado 16.5, extenderemos 
aún más las leyes de Newton para que cubran el caso general del movimiento 
tridimensional de un cuerpo rígido. Estas leyes (para el movimiento plano o 
para el tridimensional) proporcionan ecuaciones diferenciales que relacionan 
el movimiento acelerado lineal y angular del cuerpo con las fuerzas y momen- 
tos que lo originan. Dichas ecuaciones pueden utilizarse para determinar 


1. Lasaceleraciones instantáneas ocasionadas por fuerzas y momentos cono- 
cidos, о 

2. Пав fuerzas y momentos que se necesitan para originar un movimiento 
prefijado. 


En el capítulo 15 se desarrolló el "principio del movimiento del centro de 
masa". Como un cuerpo rígido se puede considerar como un conjunto de pun- 
tos materiales que mantienen invariables sus distancias mutuas, el movimien- 
to del centro de masa G de un cuerpo rígido vendrá dado por la ecuación 15-16 


К = тас (15-16) 
donde 
R es la resultante de las fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo en un ins- 
tante dado. 
т es la masa del cuerpo. 


ag es la aceleración lineal instantánea del centro de masa del cuerpo rígido 
en la dirección de la fuerza resultante R. 


Esta ecuación vectorial se puede escribir en forma escalar según las tres ecua- 
ciones correspondientes a sus componentes: 
УР, = К, = тас, 
EF, =R,= таб, (15-17) 
EF, =R, = тас. 


Como la ecuación 15-16 se obtuvo sumando fuerzas, simplemente, no se tie- 
ne ninguna información acerca de la situación de la recta soporte de la fuerza 
resultante R. El centro de masa G de un cuerpo rígido se mueve (traslada) 
como si dicho cuerpo fuese un punto material de masa m sometido a la fuerza 
resultante R. El movimiento real de la mayoría de los cuerpos rígidos consiste 
en la superposición de la traslación originada por la fuerza resultante R y la ro- 
tación debida al momento de esta fuerza cuando su recta soporte no pasa por 
el centro de masa G del cuerpo. 

Consideremos el cuerpo rígido de forma arbitraria representado en la figu- 
ra 16-10. El sistema de coordenadas XYZ está fijo en el espacio. El sistema de 
coordenadas xyz es solidario al cuerpo en el punto A. El desplazamiento de un 
elemento de masa dm respecto al punto A viene dado por el vector ру respecto 
al origen O del sistema de coordenadas XYZ viene dado por el vector R. El des- 
plazamiento del punto A respecto al origen O del sistema XYZ lo da el vector 
т. Las resultantes de las fuerzas exteriores e interiores que se ejercen sobre el 
elemento de masa dm son Еу f, respectivamente. El momento respecto al punto 
A de las fuerzas F y fes 


dM, = рх (F+£) (a) 


Pero, según la segunda ley de Newton, 


F+f = dma,, = dm R (b) 
Así pues, de las ecuaciones a y b, 
dM, = px (F+f) -(рха,)4т (о 


La aceleración ajm de un cuerpo rígido en movimiento plano o en movimiento 
tridimensional cualquiera puede escribirse enla forma 
ад 70p + AA Adm + WA Айе 

Ay =ад+ (© X р) + [0 X (ох р) | (14-29) 


Sustituyendo Іа ecuación 14-29 en la ecuación с e integrando, tenemos 


м, -Гохадан«| [px (òx p)|dm 
т т (d) 

+f {рх [ох (wX p)]}dm 

2 


El movimiento plano de un cuerpo rígido lo definimos diciendo que es un 
movimiento en el cual todos los elementos del cuerpo se mueven en planos ра- 
ralelos. Al plano paralelo que contiene el centro de masa G del cuerpo le llama- 
moš "plano del movimiento”. Así pues, según se ve en la figura 16-16, los 
vectores velocidad angular e» y aceleración angular æ serán paralelos entre sí 
y perpendiculares al plano del movimiento, Si tomamos el sistema de coorde- 
nadas xyz de manera que el movimiento sea paralelo al plano xy, será ал. = 
Фу = 0, =0. La velocidad angular del cuerpo será @, = wy la aceleración angu- 
lar será (9, = о. Para el movimiento en el plano ху, los diferentes términos 
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Pop 
рхад-| х y 2 | = –2адуі+тад,} + (хаду уал) К (е) 
Aay lay 0 
ijk 
òx p=|00a|=-yæi+xaj 
xyz 
Análogamente 
px(0X p) =-xz00.i-yz0j+ (12+ y?) ak (0 
w х р= уі + хо} 
ох (wX р) =-x0Pi-yo'j 
рх [ох (өх р)| = yz00i-2x0'j tg) 


Consideremos ahora las componentes cartesianas del momento Ma. 
Ma = Marit Maj + Мл, К 


= f (p x adm f [рх (өх p)ldn 
т т (h) 


“| {рх [ох (© X p)]}dm 
т 


Aplicando las ecuaciones е, f y g en la ecuación h tenemos las siguientes expre- 
siones generales de las tres componentes del momento en el punto A: 


Ma = ЕЕ іп-а | zx dm+ aè | yz dm 
т 2 


т 


May = а, аата | yz їт+ае f zx йт (16-1) 
m 


m 


Ma = ам f x dm A ydm+a f (х2%у% dm 
m т 


Las integrales de la forma Í x dm son las expresiones de los momentos prime- 
2 


ros que suelen estudiarse en detalle en la mayoría de los cursos de Estática, Las 


integrales de la forma Í x? dm y j xy dm son semejantes a las expresiones en- 
т h 

contradas anteriormente en Estática para los momentos segundos de superficie 

y los momentos segundos mixtos de superficie. Las integrales de las ecuaciones 

16-1 representan las propiedades inerciales del cuerpo rígido y reciben el nom- 

bre de momentos de inercia y productos de inercia, respectivamente. En el 

Apéndice A de este libro se ofrece un estudio completo de los momentos y pro- 


ductos de inercia, junto con algunos ejemplos resueltos y una extensa selección 
de problemas para resolver en casa. Para aquéllos que hayan estudiado el tema 
con cierto detalle en algún curso de Estática previo, еп el apartado siguiente se 
da un breve repaso de los momentos y productos de inercia. Quienes tengan 
un buen conocimiento del tema pueden prescindir del apartado que sigue. 

Los momentos primeros, momento de inercia y productos de inercia que fi- 
guran en las ecuaciones 16-1 son 


Í x dm = Хт | іхат-і1),., 


т т 


| y dm = ym Ге dm = l gyz (16-2) 
т 


т 


ГЕ dm =їт Í (x? +y?) dm =l}; 


m m 


Las ecuaciones 16-1 escritas en función de los momentos primeros y los mo- 
mentos y productos de inercia dados en las ecuaciones 16-2 quedan en la forma 


=A lat O layz 
= 01 py +0 ТА, (16-3) 
М,,-ад,Хт-а,,утжа|1,., 


Este sistema de ecuaciones relaciona los momentos de las fuerzas exteriores 
que se ejercen sobre el cuerpo rígido con las velocidades angulares y las pro- 
piedades inerciales del cuerpo. Los momentos de las fuerzas y los momentos y 
productos de inercia lo son respecto a los ejes xyz que pasan por el punto А y 
están fijos en el cuerpo. En el caso en que dichos ejes no estuvieran fijos en el 
cuerpo, los momentos y productos de inercia serían funciones del tiempo. Las 
ecuaciones 16-2 muestran claramente cómo depende el momento respecto a un 
eje dado de la velocidad angular о еп torno al eje z. Dicho de otro modo, las 
ecuaciones muestran que pueden ser necesarios los momentos Мл, у M 4y para 
mantener el movimiento plano en torno al eje 2. 

En la mayoría de los problemas de Dinámica referentes al movimiento pla- 
no, se pueden simplificar considerablemente las ecuaciones 16-3. Cuando el 
cuerpo sea simétrico respecto al plano del movimiento, los términos producto 
de inercia se anulan (/д,. = 14.) = 0) y las ecuaciones 16-3 se reducen а 


Ma =0 
My =0 (16-4) 
Maz = Agy MAA q JMH Lg 


Por último, tomando el origen del sistema de coordenadas xyz en el centro de 
masa С del cuerpo 7 = y = 0 y las ecuaciones 16-4 se reducen a 


су = 0 (16-5) 
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Figura 16-2 


Figura 16-3 


Las ecuaciones 16-3 а 16-5 junto con las ecuaciones 15-17 proporcionan las re- 
laciones que se necesitan para resolver una amplia variedad de problemas de 
movimiento plano. Este tema se tratará extensamente en el apartado 16.4 a con- 
tinuación del estudio de los momentos y productos de inercia de los apartados 
siguientes, 


16.3 MOMENTOS Y PRODUCTOS DE INERCIA 


En el anterior estudio del movimiento de un cuerpo rígido, hemos encontrado 
integrales que contenían el producto de la masa de un pequeño elemento del 
cuerpo por el cuadrado de su distancia a una recta de interés. A tal producto 
se le llama momento segundo de la masa del elemento o, más corrientemente, 
momento de inercia del elemento. 


16.3.1 Momento de inercia 


El momento de inercia 41 del elemento de masa dm representado en la figura 
16-2 respecto al eje OO ез, por definición, 


4 =r? dm 


El momento de inercia de todo el. cuerpo respecto al eje ОО es, por definición, 


ps [| 1? dm (16-6) 


т 


Como tanto Іа masa del elemento como el cuadrado de su distancia al eje son po- 
sitivos, el momento de inercia de una masa será siempre una cantidad positiva. 

Las dimensiones de un momento de inercia son las de una masa multipli- 
cada por el cuadrado de una longitud, МІ. Las unidades de medida del mo- 
mento de inercia son: en el sistema SI el kg m? y en el U.S. Customary System, 
como las magnitudes fundamentales son fuerza, longitud y tiempo, la masa 
tiene por dimensiones FT?L” y la unidad de momento de inercia será lb -s?- ft. 
Si la masa W/g del cuerpo se expresa еп slugs (lb - s?/ft), la unidad de medida 
del momento de inercia en el U.S. Customary System será el slug + ft?. 

Los momentos de inercia de un cuerpo respecto a un sistema de coordena- 
das xyz se pueden determinar considerando un elemento de masa, según se іп- 
dica en la figura 16-3. De la definición de momento de inercia, 


dl, =r} йт = (у2+22) dm 
Para los ejes y y z pueden escribirse expresiones análogas. Así pues, 


„= Ін dm = јон dm 
т 


т 


1, = Í r} dm sjer dm (16-7) 
т т 

І = Í rè dm = [e dm 
т 2 


Cuando se utilicen métodos de integración para determinar el momento de 
inercia de un cuerpo respecto a un eje, la masa de dicho cuerpo se puede des- 


componer de diversas formas en elementos. Según cómo se tomen los elemen- 
tos, será necesaria una integral simple, doble o triple. La configuración geomé- 
trica del cuerpo suele determinar que se utilicen coordenadas cartesianas o co- 
ordenadas polares. 

En ciertos casos, el cuerpo puede considerarse como un sistema de puntos 
materiales. El momento de inercia de un sistema de puntos materiales respecto 
a una recta de interés es la suma de los momentos de inercia de dichos puntos 
respecto a la recta en cuestión. Así pues, si representamos рог my, Ma, Ma, .... My 
las masas de los puntos materiales y рог, f2, 73, -++ "n sus distancias a una rec- 
ta dada, el momento de inercia del sistema respecto de ésta se podrá expresar 


en la forma 
2 


І-Әт”-тү фат, + тута +... + m,r? 


3 


Los momentos de inercia de placas delgadas se pueden determinar сол re- 
lativa facilidad. Por ejemplo, consideremos la placa delgada representada en la 
figura 16-4. Tiene una densidad uniforme р, un grosor uniforme y una área 
de la sección recta A. Los momentos de inercia respecto a los ejes x, y y z son, 
por definición, 


десе Í уйт | у?рау = Í y?pt dA = øf у? 4А = рі, 
т Vv A A 


ln = | 2 dm= [xp dv = | apt da 
A 


шы Ж (16-8) 


= п} х? ФА = рі 1,4 
A 


Lays Í (х2 +2) йт = pt lya + Pt Lya = PEU ya + lya) 


zm 
m 

donde los subíndices m y A significan momentos de inercia y momentos se- 
gundos de superficie, respectivamente, Como las ecuaciones de los momentos 
de inercia de placas delgadas contienen las expresiones de los momentos se- 
gundos de superficie, los resultados que se consignan en el Apéndice B (tabla 
B-3) para los momentos segundos de superficie se podrán utilizar para los mo- 
mentos de inercia sin más que multiplicar por pt los resultados consignados en 
la tabla. 

Los momentos de inercia respecto a los ejes x, y y z de un cuerpo tridimen- 
sional cualquiera se pueden determinar utilizando las ecuaciones 16-7. Si la 
densidad del cuerpo es uniforme, el elemento de masa dm se puede expresar 
en función del elemento de volumen dV del cuerpo en la forma dm = p dV. Las 
ecuaciones 16-7 quedan entonces en la forma 


1, = рор) ау 
| 


¡qe pfer av (16-9 
1 


„= ef (x? +y?) dV 
У 
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Si la densidad del cuerpo no fuese uniforme, debería expresarse en función de 
la posición y mantenerse dentro del signo integral. 

En la práctica, frecuentemente, el cuerpo de interés se puede descomponer 
en varias formas sencillas tales como cilindros, esferas, placas o varillas, para 
las cuales se han calculado y tabulado sus momentos de inercia. El momento 
de inercia de un cuerpo compuesto, respecto a un eje cualquiera, es igual a la 
suma de los momentos de inercia respecto a dicho eje de las distintas partes 
que constituyen el cuerpo. Por ejemplo, 


j (y? +22) dm 


[++ Í (y?+ z?) dm, +... + | (у? +22) dm, 
т т, т, 
=t at litt 


Cuando una de las partes componentes sea un agujero, su momento de inercia 
deberá restarse del momento de inercia de la parte mayor a fin de obtener el 
momento de inercia del cuerpo compuesto. En el Apéndice B (tabla B-5) se da 
una lista de momentos de inercia de formas que se encuentran frecuentemente 
tales como varillas, placas, cilindros, esferas y conos. 


16.3.2 Radio de giro 


La definición de momento de inercia (ec. 16-6) nos indica que las dimensiones 
del momento de inercia son las de una masa multiplicada por el cuadrado de 
una longitud. A consecuencia de ello, podremos expresar el momento de iner- 
cia de un cuerpo como producto de su masa m por el cuadrado de una longitud 
k. Esta longitud k es, por definición, el radio de giro del cuerpo. Así pues, el mo- 
mento de inercia Г de un cuerpo respecto а un eje dado se puede expresar en la 
forma 


I= mk osea k= E (16-10) 
т 


El radio de giro de la masa de un cuerpo respecto а un eje podemos considerar 


‚ que es la distancia al eje de un punto en donde habría que concentrar toda la 


masa para obtener el mismo momento de inercia respecto al eje que el que se 
tiene con la distribución real de la masa, 

El radio de giro de masas es muy parecido al radio de giro de superficies 
estudiado en el apartado 10.2.3. El radio de giro de masas по es la distancia al 
eje del centro de masa del cuerpo. El radio de giro de la masa de un cuerpo res- 
pecto a un eje cualquiera es siempre mayor que la distancia del centro de masa 
del cuerpo a dicho eje. El radio de giro no tiene ninguna interpretación física 
útil; no es más que una manera conveniente de expresar el momento de inercia 
de la masa de un cuerpo en función de su masa y de una longitud. 


16.3.3 Teorema de Steiner 


El teorema de Steiner para momentos de inercia es muy parecido al teorema de 
igual nombre para los momentos segundos de superficie estudiado en el apar- 
tado 10.2.1. Consideremos el cuerpo representado en la figura 16-5, con un sis- 


tema de ejes de coordenadas cartesianas rectangulares xyz de origen en el 
centro de masa G del cuerpo y otro sistema de ejes paralelos a los anteriores 
x'y'z' y origen еп el punto O”. Observamos еп la figura que 


Y 
y 


La distancia d, entre los ejes x' y x es 


El momento de inercia del cuerpo respecto а un eje х’ paralelo al eje x es, por 
definición, 


Іш fr ате [би (2+2) 2] dm 


т 


ат + zj z dm 


m 


= [orme] ӘЛЕГЕ 
m m m 


Sin embargo, 


je +z?)dm = lyg 
m 
y como los ejes x e y pasan por el centro de masa G del cuerpo, 


ШЫ; Ген 
m m 


Por tanto, 

ly = 1+ (ў?+?)т = 1, + d?m 
la+ (22 +22) m=1, +dim (16-11) 
1% (02 +92) m=1,¿+d3m 


La ecuación 16-11 constituye el teorema de Steiner para momentos de iner- 
cia. El subíndice G indica que el eje x pasa por el centro de masa G del cuerpo. 


Así pues, si se conoce el momento de inercia de un cuerpo respecto a un eje ` 


que pasa por su centro de masa, se podrá hallar el momento de inercia del cuer- 
po respecto a otro eje paralelo a aquél sin necesidad de integrar; bastará aplicar 
las ecuaciones 16-11. 

Entre los radios de giro de los dos ejes existe una relación similar. Así, si re- 
presentamos por k, y ky los radios de giro correspondientes a los dos ejes pa- 
ralelos, la ecuación anterior podrá escribirse en la forma 


2, = 2. 
Кт =k2¿m+d2m 


Luego 


(16-12) 
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Nota: Las ecuaciones 16-11 y 16-12 sólo son válidas para pasar de ejes xyz que 
pasen por el centro de masa a otros paralelos o viceversa. No son válidas para 
pasar de unos ejes que no pasen por el centro de masa a otros que tampoco 
pasen por él. 


16.3.4 Producto de inercia 


En los estudios del movimiento de cuerpos rígidos, se encuentran a veces ex- 
presiones en las que interviene el producto de la masa de un pequeño elemento 
por las distancias a un par de planos de coordenadas ortogonales. Este produc- 


to, que es análogo al momento segundo mixto de una superficie, se denomina 
producto de inercia del elemento. Por ejemplo, el producto de inercia del ele- 
mento representado en la figura 16-6 respecto a los planos xz e yz es, por defi- 
nición, 

41,, = xy dm (16-13) 


La suma de los productos de inercia de todos los elementos de masa del cuerpo 
respecto a los planos ortogonales mencionados es, por definición, el producto 
de inercia del cuerpo. Los tres productos de inercia del cuerpo representado en 
la figura 16-6 son 


Ly = | xy dm 
т 

1. = Sy dm (16-14) 
т 

lo = [= ат 


т 


Los productos de inercia, como los momentos de inercia, tienen las dimen- 
siones de una masa multiplicada por el cuadrado de una longitud ML?. La uni- 
dad de medida de los productos de inercia en el sistema SI es el kg ` m? En el 
U.S. Customary System es el slug • fé. 

El producto de inercia de un cuerpo puede ser positivo, negativo o nulo, ya 
que las dos distancias coordenadas tienen signos independientes. El producto 
de inercia será positivo cuando las coordenadas sean de igual signo y negativo 
cuando sean de signos contrarios. El producto de inercia será nulo cuando uno 
de los dos planos sea un plano de simetría ya que los elementos a uno y otro 
lado de éste se podrán emparejar de manera que sus productos de inercia res- 
pectivos sean uno positivo y otro negativo, siendo nula su suma. 

Los métodos de integración que se utilizan para determinar momentos de 
inercia son igualmente aplicables a la determinación de productos de inercia, 
Según cómo se hayan tomado los elementos, podrá ser necesario calcular una 
integral simple, doble o triple. Los momentos de inercia de placas delgadas es- 
taban relacionados con los momentos segundos de las placas. Análogamente, 
los productos de inercia se pueden relacionar con los momentos segundos 
mixtos de las placas, Si la placa tiene una densidad uniforme p, un grosor uni- 
forme Ру una área de la sección recta A, los productos de inercia serán, por de- 
finición: 


Lyn = f xy dm = | xy pav = | xy pt dA = pt] xy ад = рет, 
m 7 A A 


Ls је dm =0 (16-15) 


y = f> dm=0 


m 


donde el subíndice m corresponde a productos de inercia másicos y el subíndi- 
се А corresponde a momentos segundos mixtos de superficie. Los productos 
de inercia lyzm € 1..., de una placa delgada son nulos ya que se supone que los 
ejes x e y se hallan en el plano medio de la placa (plano de simetría). 

Podemos desarrollar un teorema de Steiner para productos de inercia muy 
parecido al aplicable a los momentos segundos mixtos estudiado en el aparta- 
do 10.2.5. Consideremos el cuerpo representado en la figura 16-7 y un sistema 
de coordenadas cartesianas rectangulares xyz con origen en el centro de masa 
С del cuerpo, y otro sistema de ejes paralelos a los anteriores x' y' z' con origen 
en el punto O” del cuerpo. Vemos en la figura que 


El producto de inercia lyy del cuerpo respecto al par de planos x'z' ey/z' ез, por 
definición, 


¡e fe dm = ШЕ (Y + y) dm 
т 


m 
= ЕЕ dm МЕ) dm+ f зх dm+ $ xy dm 
» m 


m m 


Сото х e y son las mismas para todo elemento de masa dm, 
lyy = “| аах] у 01] х ШИ! xy dm 
Sin embargo, 


f» 4т-і,, 


т 


y como los ejes x e y pasan por el centro de masa G del cuerpo, 


fuám=o fxám=0 
» т 
Por tanto, 
ғу = Lia + Xy m 


1с+ 9 m (16-16) 
І = 16+ т 
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Figura 16-8 


Las ecuaciones 16-16 constituyen el teorema de Steiner para productos de 
inercia. El subíndice G indica que los ejes x e y pasan por el centro de masa G 
del cuerpo. Así pues, si se conoce el producto de inercia de un cuerpo respecto 
a un par de planos ortogonales que pasan por el centro de masa, se podrá ha- 
llar el producto de inercia respecto a cualquier otro par de planos paralelos a 
los primeros, sin necesidad de integrar, utilizando las ecuaciones 16-16. 


16.3.5 Мотепіов de inercia principales 


En ciertos casos, en el estudio dinámico de los cuerpos, hay que determinar 
ejes principales y momentos de inercia máximos y mínimos, que son análogos 
a los momentos segundos de superficie máximos y mínimos. De nuevo, el pro- 
blema es el de transformar momentos o productos de inercia, conocidos o de 
fácil cálculo, respecto a un sistema de coordenadas (tal como un sistema de 
ejes de coordenadas xyz dirigidos según las aristas de un prisma rectangular) 
a un segundo sistema de coordenadas х'у'2' que tenga el mismo origen O pero 
que esté inclinado respecto al sistema xyz. En el Apéndice A se ofrece un de- 
sarrollo completo de las ecuaciones que se necesitan para determinar los mo- 
mentos principales de inercia. En el mismo apéndice se incluye también una 
selección de problemas ejemplo resueltos y algunos problemas para resolver 
en casa que entrañan determinaciones de momentos de inercia, radios de giro, 
productos de inercia y momentos principales de inercia. 


16.4 TRASLACIÓN, ROTACIÓN Y MOVIMIENTO PLANO CUALQUIERA DE 
UN CUERPO RÍGIDO 


Los problemas de movimiento plano se pueden clasificar en tres categorías, las 
cuales dependen de la naturaleza del movimiento: (1) traslación, (2) rotación 
en torno a un eje fijo y (3) movimiento plano cualquiera. Las ecuaciones del 
movimiento plano cualquiera se han desarrollado en el apartado 16.2. La tras- 
lación y la rotación en torno a un eje fijo son casos particulares del movimiento 
plano cualquiera. 

Para un cuerpo de forma arbitraria, las ecuaciones del movimiento plano 
cualquiera desarrolladas en el apartado 16.2 vienen dadas por las ecuaciones 
15-17 y 16-3 en la forma 


EF, = тас, EM az = al poh O qye 
EF, =Magy ХМ,,-(-в1,,)- por (16-17) 
УЕ, = УМА, = адут 4 Gm + Al д. 


16.4.1 Traslación 


Diremos que un cuerpo rígido está animado de movimiento de traslación 
cuando todo segmento rectilíneo del cuerpo se mantenga paralelo a su posi- 
ción inicial a lo largo del movimiento. Durante la traslación, no hay movimien- 
to angular (w= æ = 0); por tanto, todas las partes del cuerpo tienen la misma 
aceleración lineal a. La traslación sólo puede tener lugar cuando la resultante 
de las fuerzas exteriores que se ejercen sobre el cuerpo sea una fuerza R cuya 
recta soporte pase por el centro de masa G del citado cuerpo. En el caso de la 
traslación, con el origen del sistema de coordenadas xyz en el centro de masa 


С del cuerpo (Х = y = 0), las ecuaciones 16-17 para un movimiento plano 
cualquiera se reducen a 
EF, = тас, EF, = тасу УМС, =0 (16-18) 
Cuando un cuerpo está animado de una traslación del tipo ilustrado еп la 
figura 16-8, podremos tomar el eje x paralelo a la aceleración ag, en cuyo caso 
la componente асу de la aceleración será nula. Cuando el centro de masa del 
cuerpo siga una curva plana, como se ilustra en la figura 16-9, suele ser conve- 
niente tomar los ejes x e y en las direcciones de las componentes instantáneas 
normal y tangencial de la aceleración. Si se suman los momentos de las fuerzas 
exteriores respecto a un punto que no sea el centro de masa (p. ej. el punto A), 
deberá modificarse la ecuación de momentos a fin de tener en cuenta los efec- 
tos de AG, у псу. Así 


ХМ,,-4суХт-ас, ут (16-19) 


Еп los ejemplos siguientes se ilustra el método de resolución de problemas 
en los que interviene la traslación. 


PROBLEMA EJEMPLO 16.1 


La puerta de un hangar tiene por dimensiones 4,8 X 6,0 m, pesa 4 kN y está sos- 
tenida por dos rodillos según se indica en la figura 16-104. Para abrirla, se aplica 
una fuerza F de 1,5 KN. Determinar la aceleración de la puerta y las fuerzas de 
sustentación que sobre ella ejercen los rodillos. Despréciense los rozamientos y 
la masa de los rodillos 


SOLUCIÓN 


En la figura 16-10b puede verse el diagrama de sólido libre de la puerta. Se ha 
situado el origen de un sistema de coordenadas xyz еп el centro de masa С de la 
puerta. Como el movimiento de éste tiene lugar a lo largo de una recta horizon- 
tal, el tipo de movimiento será de traslación (о = а-асу- 0) mientras los dos 
rodillos se mantengan en contacto con el гай. Las ecuaciones del movimiento 
(ecs. 16-18) son 


+ => EF = тас, 1500 = 2%, a, =368ms2 Resp. 


951 
HAZE, =0 Ry +Ry—4000=0 (a) 
+1, EM¿¿=0 А021) К (21) – 150001,5) =0 (b) 


Resolviendo el sistema que constituyen las ecuaciones a y b: 
Ra = 1464М Қа = 2536 № Resp. 


ROTACIÓN Y 


MOVIMIENTO PLANO CUALQUIERA 


DE UN CUERPO RÍGIDO 


Figura 16-9 


(b) 
Figura 16-10 
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CINÉTICA DEL CUERPO RIGIDO: 


LEYES DE NEWTON ү, ; y ) 
El automóvil de 1400 kg representado en la figura 16-11a tiene una distancia entre 


ejes de 3 m. Su centro de masa está situado 1,30 m detrás del eje anterior y 0,5 m 
por encima del suelo. Si el automóvil es de tracción trasera y el coeficiente de ro- 
zamiento entre los neumáticos y la calzada vale 0,80, determinar la máxima ace- 
leración que puede desarrollar el vehículo al ascender por la pendiente de 15°. 


SOLUCIÓN 


En la figura 16-11b puede verse el diagrama de sólido libre del automóvil. Se ha 
tomado en el centro de masa С el origen del sistema de coordenadas xyz. Como 
el vehículo es de tracción trasera, la fuerza de rozamiento impulsora sólo se in- 
dica en las ruedas traseras. El movimiento del centro de masa del automóvil ten- 
drá lugar a lo largo de una recta inclinada 15° respecto a la horizontal; por tanto, 
el movimiento será de traslación (w = а = ас) = 0) mientras las ruedas estén еп 
contacto con la calzada. Las ecuaciones del movimiento (ecs. 16-18) son 


+FREF,=0  Rp+Rp-=mgcos15%=0 


Figura 16-11 


Rp +Ry = 1400(9,81) cos 15° = 13 266 N (a) 
+1 EM¿,=0  Rp(1,3)-—Rr(1,7)+0,80R,(0,5) = 0 
al Кр-Кр=0 (b) 


Resolviendo el sistema constituido por las ecuaciones a y b: 


Rp = Rp = 6633 N 


+7 EF, = тас, HR = тұ sen 15° = тас, 
0,80(6633) - 1400(9,81) sen 15° = 140046, 
ас, = 1,251 m/s? Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 16 


Una placa triangular que pesa 450 N está sostenida por dos cables. según se in- 
dica en la figura 16-124. Cuando la placa pasa por la posición representada, la 
velocidad angular de los cables es de 4 rad /s en sentido antihorario. Determi- 
nar, en ese instante, 


a. Та aceleración del centro de masa de la placa. 
b. La tensión de cada cable. 


SOLUCIÓN 


En la figura 16-12b puede verse el diagrama de sólido libre de la placa, en donde 
se ha tomado en el centro de masa G el origen del sistema de coordenadas xyz 
que se utilizará. Como los puntos B y D de la placa recorren trayectorias circu- 
lares paralelas, el movimiento de aquélla será de traslación curvilínea. Las ecua- 
ciones del movimiento (ecs. 16-18) son 


ХЕ, = тас, EF, = тас, EM¿, =0 


y © = 4 rad/s 
a 


е] deso em 


(a) ib) (с) 


Figura 16-12 


o bien, en función de las coordenadas normal y tangencial (у. fig. 16-122) 
EF, = тас ХР, = та,  EM¿¿=0 


а. La aceleración del centro de masa de la placa se obtiene de las componentes 
normal y tangencial (ур = vp = Vg у ap = ap = aç). Así pues 


асп = 10% = 60(4)? = 960 cm/s 2 = 9,60 m/s 2 
+4 EF, = тас, W sen 30? = а 


ag; = g sen 30° = 9,81 sen 30° = 4,91 m/s? 


Por tanto 


ас = flac) 2+ (а)? = /(9,60)7+ (491)? = 1078 m/s? Resp. 
4, 
төш” O - 
ф = tan Гун tan: 151 62,9% Resp. 


b. Las tensiones de los cables se obtienen de las ecuaciones EF, = тас, y 
E M4: = 0. Así pues, 
е. W 
+R EF, = Mag. Tag +Tep-W cos 30° = gien 
Tap + Tep = 450 cos 30° + 23009.60) 


9,81 
ТАв+Тср = 830 в 


+LEM¿¿=0 Ty sen30* (25) - T yy cos 30° (50) 
+T ¿pp sen 30° (25) + Те, сов 30° (50) = 0 
TaB- 1.8817 Toy =0 (» 
De las ecuaciones a y b, resulta 


Tan = 535N Resp. 
Тер = 295N Resp. 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
LEYES DE NEWTON 


Solución utilizando coordenadas rectangulares y análisis vectorial 
La fuerza resultante R se puede escribir en forma vectorial cartesiana de la ma- 
nera siguiente: 


R = (- cos 60°Т yg cos 60°T cp) i+ (sen 60°T ¿y + sen 6097-4500) 
(-05Т,,-057-р)1% (0,8667, + 0,866Т су —450)] 


De manera análoga, la aceleración ас se puede escribir en forma vectorial carte- 
siana (en función de la velocidad angular оу la aceleración angular а) de la ma- 
nera siguiente: 


ag = (- сов 60°г@? + sen 60°ra) i+ (sen 60° ra? + cos 60°ra) j 
(-48%0,520)1% (8,314 +0,30) j 


En la ecuación R = тас, 
Los términos en i dan 


Tap+ Teo = 4404 -4741а 
y los términos еп | dan 

Tan+ Тер = 960 + 15.890 
lo cual exige que 


- 8,17 rad/s? 


Así pues 
ag = – 9,041 45,86] 


ag = [MI + (agy)? = ,/904)1% (5,86)? = 10,77 ms? Resp. 


Ө, = tant 264 = tan- 546. 147,0 Resp. 
асу 
Además 
Tan +Tep = 8302 (o 
De la ecuación C¿=0 
Cg = (-0.504%-0,25)) х (0,5T agi +0.866T pj) 


+(0,50i + 0,25j) x (- 0.5Tcepi + 0,866Tcpj) = 0 


resulta 
C= 1,0267 T yy + 1,8601 Tep) k = 0 


osea 
Tas- 181710, = 0 
De las ecuaciones с y d, resulta 


Tan = 535N Resp. 
Тер = 295N Resp. 


PROBLEMAS 


En los problemas siguientes, las cuerdas, hilos y cables se su- 
ponen flexibles, inextensibles y de masa despreciable. Los pa- 
sadores y poleas tienen masa despresiable y están exentos de 
rozamiento, a menos que se especifique lo contrario. 


16-1" El bloque representado en la figura P16-1 pesa 4,5 KN. 
El coeficiente de rozamiento cinético y entre el bloque y el pla- 
no horizontal vale 0,20. Determinar la aceleración del bloque y 
las reacciones en los puntos de contacto A y B cuando a aquél 
se le aplica una fuerza P de 1250 N. 


Figura Р16-1 


16-2* El bloque representado en la figura P16-2 tiene una 
masa de 350 kg. El coeficiente de rozamiento cinético и entre el 
bloque y el plano horizontal vale 0,15. Determinar la acelera- 
ción del bloque y las reacciones en los puntos de contacto А y 
B cuando a aquél se le aplica una fuerza P de 750 N. 


P |700тт--700 тт 


TI" 
300 mm 


300 mm 


500 mm500 mm 
Figura P16-2 


16-3 Una caja que pesa 3 kN se desliza hacia abajo por un 
plano inclinado, según se indica en la figura P16-3. Si el coefi- 
ciente de rozamiento cinético entre la caja y el plano inclinado 
vale 0,30, determinar las fuerzas normal y de rozamiento que 
se ejercen sobre la caja en los puntos A y В. 


Figura P16-3 


16-4 бе mueve un armario de masa 75 kg por un piso hori- 
zontal, en la forma que se indica en la figura Р16-4. Determinar 
la máxima fuerza P que se le puede aplicar sin que vuelque. 


150 титїй50 mm 
Figura P16-4 


16-5* El automóvil de tracción trasera representado en la fi- 
gura P16-5 pesa 15,5 КМ. El coeficiente de rozamiento estático 
H entre neumático y calzada vale 0,70. Determinar el mínimo 
tiempo que se necesita para que el automóvil acelere uniforme- 
mente desde el reposo hasta una celeridad de 96 km/h. 


_50cm 


Figura P16-5 
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16-6* 1а camioneta de tracción trasera representada en la fi- 
gura P16-6 tiene una masa de 1750 kg y transporta una carga 
de 400 kg. El centro de masa de la camioneta se halla 0,745 m 
detrás del eje delantero; el centro de masa de la carga se halla 
0,5 m delante del eje trasero, Si el coeficiente de rozamiento es- 
tático entre calzada y neumáticos vale 0,85 y la carga está fir- 
memente sujeta, determinar el tiempo mínimo que necesita la 
camioneta para: 


a. Acelerar uniformemente desde el reposo hasta 90 km/h. 
b. Desacelerar uniformemente desde 90 km /h hasta el reposo. 


Figura P16-6 


16-7 Resolver el problema 16-5 para el caso en que el auto- 
móvil tenga tracción delantera. 


16-B* Resolver el problema 16-6 para el caso en que el auto- 
móvil tenga tracción delantera. 


16-9 Una caja descansa sobre un carrito según se indica en 
la figura P16-9. Los pesos de la caja y del carrito son 4250 N y 
500 N, respectivamente. El coeficiente de rozamiento estático 
entre caja y carrito vale 0,25. Determinar las reacciones еп las 
ruedas А y В cuando al carrito se aplica una fuerza Р de 750 М. 
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16-10* Una placa de material (m = 1000 kg) pende de un carril 
mediante dos zapatas, según se indica en la figura Р16-10. El 
coeficiente de rozamiento cinético entre el carril y las zapatas 
vale 0,25. Hallar las reacciones verticales del carril sobre las za- 
patas cuando se aplica a la placa una fuerza F de 2,50 KN. 


Figura P16-10 


16-11 Cuando se suelten los dos bloques A y В representados 
en la figura P16-11, partiendo del reposo, A se ha de deslizar 
hacia arriba, sin volcar, por el plano inclinado. El bloque A 
pesa 2500 N y el coeficiente de rozamiento и entre el bloque А 
y el plano inclinado vale 0,2. Determinar el máximo peso per- 
misible del bloque В para que esto ocurra. 


Figura P16-11 


16-12 Una caja descansa sobre un carrito según se indica еп 
la figura P16-12. Las masas de la caja y del carrito son 150 kg y 
25 kg, respectivamente. El coeficiente de rozamiento estático 
entre caja y carrito vale 0,10. Si la caja no se ha de deslizar ni 
volcar, determinar la máxima masa que puede tener el bloque 
В. 


|300 mm300 = 


Figura P16-12 


16-13* Una placa de material que pesa 2500 N pende de un ca- 
rril mediante dos zapatas A y B, según se indica en la figura 
P16-13. El coeficiente de rozamiento cinético entre el carril y las 
zapatas vale 0.20. Determinar las fuerzas normal y de roza- 
miento que el carril ejerce sobre las zapatas mientras el bloque 
se desliza a lo largo de aquél. 


Figura P16-13 


16-14* Una caja de masa 1000 kg descansa sobre la plataforma 
de un camión de tracción trasera, según se indica en la figura 
Р16-14. La masa del camión es de 2500 kg. El centro de masa de 
éste se halla 2 m detrás del eje delantero y 0,85 m por encima 
de la calzada. El coeficiente de rozamiento estático entre caja y 
plataforma vale 0,25. Si la caja no se ha de deslizar ni volcar, 
determinar la aceleración máxima permisible y el mínimo co- 
eficiente de rozamiento estático entre neumáticos y calzada 
que permita alcanzar esa aceleración, 


18 
Figura P16-14 


16-15 Una placa homogénea, que pesa 500 М, pende de dos 
cables A y B de igual longitud, según se indica en la figura P16- 
15. La placa oscila en un plano vertical y está sometida a una 
fuerza horizontal F de 100 N. En la posición representada, los 
cables están girando en sentido antihorario con velocidad an- 
gular de 5 rad /s. Determinar, en ese instante, la aceleración an- 
gular de los cables y las tensiones en ellos. 


Figura P16-15 


16-16 La placa delgada representada en la figura P16-16 tiene 
una masa de 10 kg. La mantienen en un plano vertical las dos 
barras de conexión A y В у el hilo flexible С. Determinar la ace- 
leración del centro de masa G de la placa y la fuerza en cada ba- 
rra inmediatamente después de cortar el hilo C. Despréciese la 
masa de las barras, 


Figura P16-16 
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16-17* La barra AB, representada en la figura P16-17, tiene 
una sección uniforme y pesa 375 N. Conecta dos ruedas que 
ruedan sin deslizamiento sobre un plano horizontal. Las rue- 
das giran en sentido antihorario con velocidad angular cons- 
tante igual a 25 rad /s. Determinar la componente vertical de la 
fuerza que el pasador В ejerce sobre la barra en función de la 
posición angular 6. 


Figura P16-17 


10-18% Dos pares de barras de conexión y un cable mantienen 
en un plano vertical a un entramado de masa 25 kg, según se 
indica en la figura P16-18. Sobre el entramado descansa un blo- 
que de masa 10 kg. Si se rompiera el cable, determinar qué 
fuerza soportaría cada par de barras y la fuerza que sobre el 
bloque ejercería el entramado una vez que las barras hubiesen 
girado 30% a partir de su posición inicial horizontal. Despré- 
ciense las masas de las barras. 


60 60 


! — 240 mm — -p 
0 тт90 mm 
Figura P16-18 


16-19 Га barra AB de la figura P16-19 es de sección uniforme 
y pesa 300 N. Está sujeta al carrito mediante un pasador liso en 
A y se apoya en una superficie lisa en B. Al carrito se le aplica 


una fuerza P que le comunica una aceleración de 45 m/s? hacia 
la derecha. Determinar 


a. Las fuerzas que los apoyos еп A y В ejercen sobre la barra. 

b. El módulo de la fuerza Р si el carrito pesa 250 N. 

£. El módulo que ha de tener la fuerza Р para que sea nula la 
reacción en el apoyo B de la barra. 


~E] 


Figura P16-19 


16-20 Los rodillos de 100 mm de diámetro del sistema trans- 
portador representado en la figura P16-20 se mueven con velo- 
cidad angular constante de 25 rad/s. El bloque transportado 
por el sistema tiene una masa de 250 kg y se mueve hacia la de- 
recha con velocidad de 1,0 m/s. El coeficiente de rozamiento 
entre bloque y rodillos vale 0,25. Determinar, en el instante re- 
presentado, la aceleración del centro de masa del bloque y las 
componentes verticales de las fuerzas que los rodillos ejercen 
en А y B sobre el bloque. 


Hs тт—#—325 mm 3 


75 тт, 


75 mm | 


Figura P16-20 


16.4.2 


Rotación en torno a un eje fijo 


Cuando todos los elementos de un cuerpo describen trayectorias circulares al- 
rededor de un eje fijo, diremos que el movimiento es de rotación en torno a un 
eje fijo. En la figura 16-13 se ha representado un cuerpo rígido simétrico respec- 
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to al plano de movimiento (Ig; = Гу: = 0) y que gira en torno a un eje fijo que 
pasa por el centro de masa С del cuerpo (х = y = 0). En este caso, ас = 0; por 
tanto, las ecuaciones 16-17 para un movimiento plano cualquiera se reducen a 


EF, = mag, =0 
EF, = mac, =0 YM; = 16,0 (16-20) 


A menudo aparecen rotaciones en torno a ejes fijos que no pasan por el cen- 
tro de masa С del cuerpo. En la figura 16-14 tenemos un ejemplo de cuerpo si- 
métrico respecto al plano de movimiento (іс, = Іс, = 0). En este tipo de 
rotación, a4 = 0 y las ecuaciones 16-17 para un movimiento plano cualquiera se 
reducen a 


EF, = mag, =- mxo? 
EF, = mag, = mxo EM, = 14:8 (16-21) 


La ecuación de momentos УМ д, = 1,).0 de las ecuaciones 16-21 se puede 
obtener a partir de la ecuación de momentos ХМ... = 1..0 de las ecuaciones 
16-20 observando que para la rotación en torno a un eje fijo que pase por un 
punto arbitrario A 

EM. = ХМ. + Magy тас,ў 
En el caso ilustrado en la figura 16-14, y = 0. Por tanto, 


EM y. = EM, + macy =1¿¿0+m(10)X = (I¿¿+mx3%) а= 14,0 


En los ejemplos que siguen se ilustra el método de resolución de proble- 
mas referentes a la rotación en torno a un eje fijo. 


PROBLEMA EJEMPLO 
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16.4 TRASLACIÓN, ROTACIÓN Y 
MOVIMIENTO PLANO CUALQUIERA 


DE UN CUERPO RÍGIDO 


х 


Figura 16-13 


Figura 16-14 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
LEYES DE NEWTON 


Las componentes lineales de la aceleración del centro de masa, según se ve en la 
figura 16-15с, son 


= па? = — 0,5(-10)2 =- 50 m/s? 
ræ = 0,5(40) = 20 m/s? 


AGr 


асу 
Según el Apéndice В (tabla B-5): 


2 
lç: = pr? = 500W = 0,8333 kg m2 
+N EF, = А, – mg зеп 60° = тас, 


A, —10(9,81) sen 60° = 10(-50) А,--4150М 


+\ Ме, 
- А,(0,5 
t EF, = P+ A, +mg cos 60° = тас, 
Р — 66.66 + 10(9,81)сов 60° = 10(20) 
Р = 217,6 = 218 № Resp. 


А = JA}+ A} = /С415)2% (6666)? = 420 N Кезр. 


Ө = tan! Y = an! 6666 0161 = 913° 


А, == 66,66 N 


Estos resultados están representados en la figura 16-154. 
Situando en el eje fijo de rotación el origen de un sistema de coordenadas xyz 
de ejes paralelos a los anteriores, las ecuaciones del movimiento son 


EF, =- mxo? ХЕ,-тға ҰМ, =1,,0 
Laz = 1с, + тї? = 0,8333 +10(0,5)? = 3,333 kg - m? 
x +1 УМА, = 14.2 
P(0,5) +0.5(mg cos 60°) = 3,333(40) 
Р = 213,333(40)- 0,5(10)(9.81) cos 60°] = 218 № Resp. 
Sumando momentos respecto al eje fijo А, se obtiene directamente la fuerza 


G Р. Conocida P, se pueden utilizar las dos ecuaciones restantes para determinar 
la reacción en el apoyo A. 


"u 


асу = 50 m/s? 


w= Т0 rad/s 


EMA EJE 


LO 


Un contenedor que pesa 4250 N se desplaza mediante un torno según se indica 
en la figura 16-164. El cilindro del torno pesa 500 № y su radio de giro respecto 
al eje de rotación es de 525 mm. El coeficiente de rozamiento cinético entre соп- 
tenedor y piso vale 0.25. Бі el contenedor se ha de deslizar sin volcar por el piso 
horizontal, determinar 


a. La máxima tensión que puede tener el cable. 
b. La aceleración del contenedor cuando se aplique la tensión máxima. 
с. Е máximo par С que se puede aplicar al torno. 


SOLUCIÓN 


Figura 16-15 En la figura 16-16b se han representado los diagramas de sólido libre del conte- 
nedor y del torno. Cuando el contenedor esté en situación de vuelco inminente, 
sólo existirán las reacciones de apoyo verticales R4, en las esquinas inferiores de 


la derecha. El movimiento del contenedor es de traslación (в = а = agy = 0); el 
movimiento del tambor del torno es de rotación (ас, = асу = 0). El origen del sis- 
tema de coordenadas xyz se ha tomado en el centro de masa G de cada cuerpo 
(х-у-0). 


а. Las ecuaciones del movimiento del contenedor son 
EF, = тас, EF, =0 ҰМс,-0 
HAEE -Е,,-450-0 Ray = 4250 N 
+U EM; = Ryy(750)— UR 4 (1800) - T(900) = 0 
= 4250(750) — 0,25(4250)(1800) - T(900) = 0 


T = 1416,7N Resp. 
b. +> XF, = T-UR yy= Macy Resp. 
= 14167-0256250) = 25000, 40, = 07945 m/s? 


с. Las ecuaciones del movimiento del torno son 


EE =0)1 VER = Мр теза 


Los movimientos del contenedor y del torno están relacionados por la 
ecuación cinemática 


хе =10 
De donde 
32579 osea ас = та 
Así pues, 
a= 26 2 0098 — 1304 adjs? 
EM; = 16,0 
C-T(r)= mk?æ 
€- 1416:1016) = 2%(о,5257 (1324) 
С =869m-kg / Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 16.6 
La masa de la rueda desequilibrada A representada en la figura 16-17a es de 40 
kg y su radio de giro respecto al eje de rotación vale 150 mm. Un cable unido a 
la rueda sostiene un bloque В de 25 kg. A la rueda se le aplica un par constante 
C de 30 т · N, según se indica. Cuando la rueda se halla en la posición represen- 
tada, su velocidad angular es de 5 rad /s en sentido horario. Determinar, en езе 
instante, la tensión T del cable y la fuerza A que sobre la rueda ejerce el pasador 
situado en el apoyo А. 


SOLUCIÓN 


En la figura 16-17b puede verse los diagramas de sólido libre de la rueda y del 
bloque. El movimiento del bloque es de traslación (ас, = 0); el movimiento de la 
rueda es de rotación en torno a un eje fijo (ас, = т;® ? y асу = -"с0) que no pasa 
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16.4 TRASLACION, ROTACIÓN Y 
MOVIMIENTO PLANO CUALQUIERA 
DE UN CUERPO RIGIDO 


750 mm 750 тт 


1800 mm 


HR ay 
zd Ray 


(b) 
Figura 16-16 


500 N 


220 por el centro de masa G de la rueda. Las ecuaciones del movimiento de la rueda 
CINETICA DEL CUERPO RÍGIDO: zon 


LEYES DE NEWTON ХЕ, = тас, ХЕ, = тас, УМА = 14.0 

+> EF, = тас, = тга? 
A; +T = 40(0,100)(-5)? = 100 (a) 

+4 EF, = тасу =-mroa 
А,-3924--40(0100а--40а (b) 

+ EM}; = 14.0 = mk a 
30 + 392,4(0,100) - Т(0,200) = 40(0,150) (9 

Т-М62--45а 


En las ecuaciones a, b y с hay cuatro incógnitas; por tanto, se necesita una ecua- 
ción más para obtener la solución. Esta ecuación adicional se obtiene de la ecua- 
ción del movimiento del bloque. Así 


100-F-100-+—200 тт) HIZE, = тару 
mn mm T-245,3 = 254; 
y 
(a) 
La aceleración аң, está relacionada con la aceleración angular «de la rueda a tra- 
vés de la expresión ар, = 0,2000; por tanto, 


Т-245, = 25ару = 25(0,200) = 5.00 
Despejando A,, Ay Ту о de las ecuaciones a, b, с y d resulta: 
а = 10,261 rad/s? 


i T = 298,4 = 298 N кыр: 
A, = -1984= 1984 № <— 
Қ. 2 Ау= +3499м 
lero0-f-100-—200 mm A = JAZAR = 4С-1982)1% (349,9) = 402М Кевр. 
Da ъ Ө, = tan" деше (240%) = пов" Resp. 


Figura 16-17 


PROBLEMAS 


En los problemas siguientes, las cuerdas, hilos y cables se su- 
ponen flexibles, inextensibles y de masa despreciable. Los pa- 
sadores y poleas tienen masa despreciable y están exentos de 
rozamiento, a menos que se especifique otra cosa. 


16-21* El torno sobre el que está arrollado un cable, represen- 
tado en la figura P16-21, pesa 3000 N y tiene un radio de giro 
de75 cm. El bloque B pesa 2500 N. Cuando al torno se le aplica 
un par T de momento 1875 т · N, determinar la aceleración del 
cuerpo В y la tensión del cable. 


16-22* Se aplica una fuerza horizontal F de 250 N a un cable 
arrollado en el tambor interno de la polea compuesta de la fi- 
gura P16-22, la cual se utiliza para elevar el bloque В. La polea 
tiene una masa de 20 kg y su radio de giro respecto al eje de ro- 
tación vale 160 mm. Si el bloque В tiene una masa de 10 kg, de- 


Figura P16-21 


terminar la aceleración angular de la polea y la tensión del 
cable unido al bloque 8. 


F 


150|mm 


250 mm 


Figura P16-22 


16-23 Dos bloques A у В penden de cables arrollados sobre 
una polea compuesta, según se indica en la figura P16-23. La 
polea pesa 300 N y tiene un radio de giro de 190 mm respecto 
asu ее de rotación. Los bloques A y В pesan 250 N y 450 N, res- 
pectivamente. Determinar, durante el movimiento del sistema, 
las tensiones de los cables y la aceleración angular de la polea. 


| Wem 001 | 


Figura Р16-23 


16-24 бе aplica un par Т de momento 300 т - N a la polea А 
de la correa de transmisión representada en la figura P16-24. 
La polea A es un disco macizo de masa 15 kg. La polea B y el 
torno solidario a ella en el que se arrolla el cable tienen una 
masa combinada de 75 kg y un radio de giro respecto al eje de 
rotación igual a 150 mm, La masa del bloque C es de 150 kg. 
Determinar la aceleración angular de la polea B y la tensión del 
cable, 


16-25* El disco macizo A de la figura P16-25 pesa 250 N y gira 
en torno al pasador liso situado en O. El bloque В pesa 100 М. 
Determinar, durante el movimiento del sistema, la aceleración 
angular del disco A, la tensión del cable y las componentes ho- 
rizontal y vertical de la fuerza que el pasador O ejerce sobre el 
disco A. 


Figura P16-24 


в 
Figura Р16-25 


16-26% La barra AB de la figura Р16-26 gira еп un plano hori- 
zontal con velocidad angular constante de 15 rad /s. Una barra 
esbelta C de sección uniforme y masa 2 kg sostiene una esfera 
D cuya masa es de 4 kg, todo ello en el extremo de la barra AB. 
Un cable mantiene vertical la barra C. Determinar la tensión 
del cable y la fuerza que el pasador en В ejerce sobre la barra С. 


е mm se mm | 


Barra AB 
/ 


|Разайог В 


Вата С 


16-27 Un cilindro homogéneo de 1,2 m de diámetro que pesa 
10 kN descansa sobre la plataforma de un camión según se in- 
dica en la figura P16-27a, Los bloques representados еп la figu- 
та Р16-27) se utilizan para impedir que ruede el cilindro 
cuando acelere el camión. Determinar la aceleración de éste 
que haría que el cilindro rodara sobre el bloque. 


(а) (b) 


Figura P16-27 


16-28 La barra esbelta representada en la figura P16-28 gira 
en sentido antihorario alrededor de un pasador liso A en un 
plano vertical. La masa de la barra es de 15 kg. Cuando se halla 
en la posición representada, su velocidad angular es de 10 гаа /s. 
Determinar, en ese instante, la aceleración angular de la barra 
y el módulo, dirección y sentido de la fuerza que el pasador A 
ejerce sobre ella. 


Figura P16-28 


16-29* La barra esbelta AB representada en la figura P16-29 
gira en sentido antihorario en un plano vertical alrededor de 
un pasador liso situado en el apoyo A. La barra tiene sección 
uniforme y pesa 125 N. Cuando se halla en la posición repre- 
sentada, su velocidad angular es de 6 rad/s. Determinar, en 
ese instante, su aceleración angular y el módulo, dirección y 
sentido de la fuerza que sobre ella ejerce el pasador situado en 
el apoyo A. 


16-30* La barra AB de la figura P16-30 tiene sección uniforme 
y una masa de 30 kg. Se mantiene en reposo en posición verti- 
cal y cuando se suelta gira en un plano vertical alrededor del 
pasador liso А. Determinar las componentes horizontal y ver- 
tical de la reacción del pasador A cuando Ө = 90°. 
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Figura P16-30 


16-31 Un disco de grosor uniforme que pesa 250 М gira en un 
plano vertical alrededor de un punto A, según se indica en la 
figura P16-31. En la posición representada (diámetro que pasa 
por el pasador A horizontal). la velocidad angular es de 10 
rad/s en sentido antihorario. Determinar, en ese instante, la 
aceleración angular del disco y las componentes horizontal y 
vertical de la fuerza que el pasador ejerce sobre el disco en el 


apoyo А. 


Figura P16-31 


16-32 La masa del disco macizo A representado en la figura 
P16-32 es de 50 kg, Un cable arrollado a una leve garganta del 
disco está amarrado a la barra BC que tiene sección uniforme y 
una masa de 25 kg. En la posición representada, la barra BC 
está horizontal y girando en sentido antihorario en un plano 
vertical con una velocidad angular de 5 rad/s. Determinar la 
aceleración angular del disco A, la tensión del cable y las com- 
ponentes horizontal y vertical de la reacción del apoyo C. 


200 mm 


Figura P16-32 


16-33* La barra esbelta AB, representada en la figura P16-33, 
tiene sección uniforme y pesa 100 N, Determinar la aceleración 
del centro de masa de la barra y la reacción del apoyo A inme- 
diatamente después de cortar el hilo del apoyo B. 


———90 ej 


Figura P16-33 


16-34* Un disco de grosor uniforme y masa 25 kg gira en un 
plano vertical alrededor de un pasador situado en el punto A, 
según se indica en la figura P16-34. En la posición representada 
(diámetro que pasa por A vertical), la velocidad angular es de 
20 rad/s en sentido antihorario y el módulo del раг С es de 50 
m · М. Determinar, en ese instante, la aceleración angular del 
disco y las componentes horizontal y vertical de la fuerza que 
sobre él ejerce el pasador situado en el apoyo A. 


Figura P16-34 


16-35 Una placa rectangular de grosor uniforme está sosteni- 
da por un pasador y un cable según se indica en la figura P16- 
35. La placa pesa 500 N. Si se rompe el cable atado en B, deter- 
minar qué aceleración tomará el centro de masa de la placa y 
qué reacción habrá en el apoyo A en el instante en que comien- 
ce el movimiento. 


16-36 Una placa semicircular de grosor uniforme está soste- 
nida por un pasador y un cable según se indica en la figura 
P16-36. Su masa es de 80 kg. Si se rompe el cable atado en B, 
determinar qué aceleración tomará el centro de masa de la pla- 
ca y qué reacción habrá en el apoyo A en el instante en que co- 
mience el movimiento. 


Figura P16-36 


16-37* El disco no homogéneo de 300 mm de diámetro repre- 
sentado en la figura P16-37 pesa 625 N y su radio de giro res- 
pecto al eje fijo de rotación es de 212,5 mm. Un cable arrollado 
sobre la periferia del disco está unido a un bloque B que pesa 
250 N. Si se suelta el sistema partiendo del reposo en la posi- 
ción representada, determinar la tensión del cable y la acelera- 
ción del bloque В. 


16-38* El disco no homogéneo A representado en la figura 
P16-38 tiene una masa de 20 kg. Su centro de masa está situado 
a 250 mm del eje fijo de rotación O y el radio de giro respecto a 
dicho eje vale 350 mm. Un cable arrollado en una leve garganta 
del disco sostiene un bloque de 25 kg. En la posición represen- 
tada, la velocidad angular del disco es de 10 rad/s en sentido 
horario. Determinar la tensión del cable y las componentes ho- 
rizontal y vertical de la fuerza que el pasador en O ejerce sobre 
el disco. 


00 mm 


250 mm 


Figura P16-38 
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16-39 Еп Іа figura P16-39 se ha representado un freno para 
regular el descenso de un cuerpo. Las partes giratorias del fre- 
no (polea del cable y tambor) pesan 1250 N y tienen un radio 
de giro respecto a su eje de rotación igual a 106,25 mm. El co- 
eficiente de rozamiento cinético entre la zapata y el tambor 
vale 0,50. El peso del cuerpo С es de 5000 М. Determinar, cuan- 
do se aplica a la palanca una fuerza P de 750 N, la tensión del 
cable, la aceleración del cuerpo C y las componentes horizontal 
y vertical de la reacción del apoyo B sobre la palanca del freno. 


Palanca 


Zapata 
з 


Tambor 


~ Polea del 
cable 


Figura P16-39 


16-40 La celeridad de un sistema giratorio se regula median- 
te un freno según se indica en la figura P16-40. Las partes gira- 
torias del sistema tienen una masa de 300 kg y un radio de giro 
respecto al eje de rotación igual a 200 mm. El coeficiente de ro- 
zamiento cinético entre la zapata y el tambor vale 0,50. Deter- 
minar, cuando se aplique una fuerza P de 500 N a la palanca, 
las componentes horizontal y vertical de la reacción del pasa- 
dor В sobre la palanca y el tiempo t que tardará la celeridad del 
sistema en reducirse de 1000 rpm al estado de reposo. 


160 mm 


— 800 mm 
100 mm 


„= Palanca 


— Zapata 


Sistema 
giratorio 


Tambor 
Figura P16-40 


16-41: El volante representado еп la figura P16-41 gira con ve- igual a 325 mm. El coeficiente de rozamiento entre el pasador 


locidad angular constante de 50 rad /s en sentido antihorario. en Cy la ranura de la barra vale 0,10. Determinar, cuando la ba- 
La barra AB pesa 100 N y tiene un radio de giro respecto asu rra esté en la posición representada, las componentes horizon- 
centro de masa igual a 229 mm. Determinar las componentes tal y vertical de la fuerza que sobre la barra ejerce el pasador 
horizontal y vertical de la fuerza que ejerce el apoyo A de la ba- del apoyo A. 


тга AB cuando 6 = 60°. La ranura de la barra AB es lisa. 


700 mm 


600 mm 


Figura P16-41 


16-42* El volante representado en la figura P16-42 gira con 
velocidad angular constante de 30 rad /s. La barra AB tiene una 
masa de 15 kg y un radio de giro respecto a su centro de masa Figura Р16-42 


16.4.3 Movimiento plano cualquiera 


En la figura 16-18, donde un émbolo está conectado a un volante mediante una 
biela AB, se ilustran tres formas de movimiento plano. Está claro que el movi- 
miento del volante es una rotación en torno a un eje fijo y el movimiento del 
émbolo una traslación rectilínea. El movimiento de la biela AB es un ejemplo 
de lo que consideramos un movimiento plano cualquiera. Cuando el volante 
gira un ángulo Ө (v. fig. 16-18b), el pasador A recorre una distancia s4 = КӨа lo 
largo de un camino circular. El movimiento del pasador B se puede considerar 
que es una superposición de los desplazamientos resultantes de una traslación 
curvilínea de la biela, como se indica еп la figura 16-18) y de una rotación de 
dicha biela en torno al pasador A, según se indica en la figura 16-18c. Como re- 
sultado de estos dos desplazamientos, el pasador B recorre una distancia sy a 
lo largo de un camino horizontal. Así pues, el movimiento plano de la biela AB 
es la superposición de una traslación y una rotación en torno a un eje fijo. La 
forma reducida de las ecuaciones 16-17 que describen el movimiento de la bie- 
la AB cuando se toma el origen de coordenadas en el pasador A y los ejes x e y 
están orientados según el eje de la biela y perpendicularmente a ella (y = 0), 
respectivamente, es 


УР, = тас, УЕ, = тас, (16-22) 


Аг адут + 01, 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 


LEYES DE NEWTON 


Figura 16-18 


х 


x 


\ 
\ 


Figura 16-19 
х 


Figura 16-20 


Si se sitúa el origen del sistema de coordenadas en el centro de masa С de la 
biela, las ecuaciones 16-22 se reducen a 


EF, = тас, EF, = тасу 6-23) 
ХМо,- 016, 

En aquellos casos еп que el cuerpo no sea simétrico respecto al plano de mo- 
vimiento, habrá que ir con cuidado con las ecuaciones 16-17 y reducirlas ade- 
cuadamente mediante la selección del sistema de coordenadas xyz solidario al 
cuerpo. Por ejemplo, consideremos un disco macizo (v. fig. 16-19) montado so- 
bre un árbol que forma con el eje del disco un ángulo 8. En un sistema de coor- 
denadas xyz de ау coincidente con el centro de masa С del disco. 
х = y = 0.16. = 0 у ас = 0. Entonces, las ecuaciones 16-17 se reducen a 


УЕР, = mag, =0 EM. == Mos 
Mag, =0 УМ = Pg, (16-24) 
0 ҰМс-- іс, 


En la figura 16-20 podemos ver otro ejemplo de cuerpo no simétrico respec- 
to al plano de movimiento. En este caso, una placa triangular de grosor unifor- 
me es solidaria a un árbol circular que gira. Para un sistema de coordenadas 
xyz con origen А enel eje del árbol, y = 0,1, =0 y a4 =0. Así pues, las ecua- 
ciones 16-17 se reducen a 


EF, = тас, =- тхо? 
EF, = тасу = тхо 
ME,=0 


(16-25) 


Estas cinco ecuaciones proporcionan suficiente información para Саз Ун 
cinco incógnitas, entre las que pueden contarse las componentes В,, Bp Cy y Cy 
a los cojinetes necesarias en todo instante para originar los momentos м, y 
M, precisos para mantener el cuerpo en un estado de movimiento plano. 
En los ejemplos que siguen se ilustra el método de resolución de problemas 
de movimiento plano cualquiera. 


PROBLEMA EJEMPLO 


es un movimiento plano con ас, = 0. El origen del sistema de coordenadas xyz 
se ha tomado en el centro de masa G de cada cuerpo. 
Las ecuaciones del movimiento del bloque son 


EF,=0 EF = тас, ҰМ, 
+EF,=T,-415= a 
i 72 = ов “сув 
T, -48,420G yy = 475 (a) 
Las ecuaciones del movimiento del carrete son 


EF, =0 УР, = тас, ХМс--1с.0 


Тс, = mk? = 230 (0,100)? = 0,2548 kg + m? 
250 
+) EF =2T,-T,-250 = IBI Cys 
2Т|-Т,-25Абас,,- 250 (b) 


44 EMes =2T,(0.075)- T, = 0,25480 

6T, -T,= 10.19% Si 

Сото las ecuaciones a, b у с contienen cinco incógnitas, serán necesarias dos 

ecuaciones más para completar la solución del problema. Del esquema de la fi- 
gura 16-21c resulta 


Yos = -0,0750 20 da] т 

Vos = 0.0758 osea ас, = –0.075а (ф 
Усь = Ycs + 01256 = — 0,075Ө+ 0,1258 = 0,050 

Усь = 0.050 osea асу, = 0.050 (e) 


Resolviendo el sistema de ecuaciones a, b, c, d y e, se tiene 


Ti = 37N Resp. 
Т,-473М Resp. 
асу, = 0772 m/s? f Resp. 
0,481 m/s? = 0,481 m/s? | 
9,63 rad/s? = 9,63 rad/s? „/ 


PRC 


MA EJEMPLO 1 


La barra esbelta AB representada en la figura 16-224 tiene sección uniforme y 
pesa 250 N. Está unida, por sus extremos A y B, a collares montados sobre vari- 
llas lisas, una horizontal y otra vertical. Cuando la barra se halla en la posición 
representada, el collar A lleva una velocidad de 1,5 m/s hacia la derecha y se 
acelera a razón de 1,2 m/s”, Determinar la fuerza F, la velocidad angular « y la 
aceleración angular æ de la barra y las fuerzas que sobre ella ejercen los pasado- 
res Ау B. 
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16.4 TRASLACIÓN, ROTACIÓN Y 
MOVIMIENTO PLANO CUALQUIERA 
DE UN CUERPO RÍGIDO 


125 mm | 


(а) 


| 125 е 


A 
125 тт 


Figura 16-21 


(2) 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 


LEYES DE NEWTON 


SOLUCIÓN 


En la figura 16-22) puede verse el diagrama de sólido libre de la barra АВ, Las 
posiciones de los extremos A y B de la barra, para el sistema de coordenadas que 
se indica son 


хд = Lsenð Ур = Lcos 0 


Así pues, 
v4 = Хд = LÊ cos 0 = Locos Ө 
ад = їд = LË cos 0- LÉ? sen Ө = La cos 0- La? sen Ө 
Para los datos consignados 


=15ms ад = 1252  L=225m 
а AE ЫШ, y 
= геа = mao 7 09 nds Resp. 
ap + Lo? sen Ө _ | э 42/25(0.8333)H0.6) _ 
а= т RÁ = 1,1875 rad/s? Resp. 


46 = Mata 


асу = ал+ bat sen 9- ас» 0 
= 1,2+1,125(0,8333)? (0,6) — 1,125(1,1875)(0,8) = 0,6000 m/s? 
Gy = ay 50 cos 0-Lasen ө 
= 0-1,125(0,8333)2(0,8)- 1,125(1,1875X0.6) = – 1,247 m/s? 


Las ecuaciones del movimiento de la barra son 
EF, = б IF,= тасу ҰМс,<1с,0 


221 250 Р е 
laz = hol = 1551951) = 10,751 kg - m An 
+> EF, a y = тас 
F+B, = (060) = 15,291 


+1 >Р, = У = тас, 
A,-250= л 051) 
Ay = +19773 = 1977М1 Resp. 
+h ХМо,- F(0,9) + 4,(0,675)—B,(0,9) = 1..0 
F(0,9) + 197,73(0,675)— B (0,9) = 1, 
F-B,=-134,11 (b) 


Resolviendo el sistema que forman las ecuaciones а y В; 


594-5945 <- Resp. 
74 70=74.7N --> Resp. 
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16.4 TRASLACIÓN, ROTACIÓN Y 
А MOVIMIENTO PLANO CUALQUIERA 
Un cilindro macizo homogéneo de masa 100 kg descansa sobre un plano incli- DE UN CUERPO RÍGIDO 
nado según se indica en la figura 16-234. El coeficiente de rozamiento entre cilin- 
dro y plano vale 0,40. Un cable arrollado alrededor de una leve muesca practicada 
en el cilindro lo conecta a ип bloque de 75 kg. La polea sobre la que pasa el cable 
tiene una masa de 10 kg. Si se suelta el sistema partiendo del reposo en la posi- 
ción representada, determinar la aceleración del centro de masa G del bloque, la 
aceleración del centro de masa G del cilindro y las tensiones en las dos partes del 
cable. 


EMA EJEMPLO 16.9 


(b) 


Figura 16-23 


SOLUCIÓN 


En la figura 16-23b pueden verse diagramas del sólido libre correspondientes al 
cilindro, polea y bloque. El movimiento del bloque es de traslación (w = æ = 
ас = 0); el movimiento de la polea es de rotación en torno a un eje fijo que pasa 
por su centro de masa (ас, = ас, = 0) y el movimiento del cilindro es plano con 
асу- 0. 


== я Las ecuaciones del movimiento del bloque son 
CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
LEYES DE NEWTON УР,=0 ХҒ,-тау  XM¿¿=0 
+9 EF, = T,- 735,8 =750Gyy 
Т,-75ас,,- 7358 (a) 


Las ecuaciones del movimiento de la polea son 
FF,=0  XE,=0  EMg,=1¿.0 
ее тк? = Ju0x0200)* =0,200 kg - m? 
+1, EM, = T/(0.200) -T,(0.200) = 02000, 
Тұ-Тұ-а, 0) 
Las ecuaciones del movimiento del cilindro son 
EF, = тас, EF, =0 ХМс,-1с,6% 
Icze = т, К2 = 11000400)? = 800 kg m? 
+N EF, = Мт cos 30° 
= N-100(9,81) cos 30%=0 N = 849,6 N 


+7 EF, =T,+F-m,8 sen 30° = тасу 
= T} +F- 1009,81) sen 30° = 1000, 


T, + F=100G,. = 490,5 (9 
+\, EM. = (0,400) — T (0,400) = 8.000, Сі 
Е-Т,-2000, 


Como en las ecuaciones a, b, су d hay siete incógnitas, se necesitan tres ecua- 
ciones cinemáticas más para completar la solución del problema, Si el cable no 
se desliza sobre la polea 


Ya» = 02006, 

Ye» = 02008, ожа а, = 50008, (е) 
Si el cilindro no se desliza sobre el plano inclinado 

Усь = 20400)6, 

Ўсь = 08000. osea а, = 1,2594, (0 

Хау = — 0400 Ө, 


@ 


се = -0400 0, оза ад, = – 050004 


Resolviendo el sistema constituido por las ecuaciones a, b, с, d, e, f y g, se tiene 


T, = 401,8 =402 N Resp. 
T, = 422,7 =423 N Resp. 
асур = -4,175 = 418 m/s? | Resp. 
аса = 2087 =2.09 m/s? Л Resp. 
а, = 20,87 = 20,9 radis? ,) 


a, = -5219 = 5,22 rad/s? / 
F= 2974 =297N л 


Hay que comprobar si el coeficiente de rozamiento es suficiente para desa- 
rrollar la fuerza F de rozamiento necesaria para evitar el deslizamiento del cilin- 
dro sobre el plano inclinado. Así 


F nix = HN =0,40(849.6) = 339,8 = 340 N 


Como F,náx es mayor que F, no habrá deslizamiento. Si F msx hubiera sido inferior 
a F, habría deslizamiento y se habría tenido que resolver el problema con F = 
F máx = ИМ еп vez де la ecuación g y 0,40- ау = асу, en lugar de la ecuación f. 


PROBL 


AA EJEMPLO 16.10 


En la figura 16-24a se ha representado un sistema constituido por un volante, 
una biela y un émbolo. La masa del volante es de 50 kg y su radio de giro res- 
pecto a su eje de rotación vale 155 mm. La biela AB es de sección uniforme y 
masa 10 kg. La masa del émbolo es de 15 kg. Un par T hace girar al volante en 
sentido antihorario con una velocidad angular constante de 500 rpm. Determi- 
nar el módulo del par T, la velocidad angular «ә y la aceleración angular едр 
de la biela AB y las componentes vertical y horizontal de las fuerzas que sobre 
ésta ejercen los pasadores en А у В cuando @ = 60°. Despréciense los rozamientos 
entre el émbolo y las paredes del cilindro. 


(а) (b) 


AL 


129,9 mm 


150 mm 369,3 mm 


Figura 16-24 


SOLUCIÓN 
De la geometría del sistema, cuando Ө = 60°, resulta 


sen 60° _ sen En «190, осе 
ЕЕ =? Ф = зеп"! 220 sen 60° ) = 9,974 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
LEYES DE NEWTON 


Como el volante gira con velocidad angular constante (N = 500 rpm), se obten- 
drán fácilmente la velocidad y la aceleración del pasador A. Así pues, para el vo- 
lante 


в, = ФКМ „ 2400). 52,36 ads, 


а, = 0 
Para el pasador A 


VA = 1,0,€/= 0,150(52,36)e , = 7,854е„ m/s 
ад = -r,Ote, = — 0,150(52,36)?e, = – 411,2е, m/s? 
Conocidas уд y ад, se pueden determinar la velocidad ур y la aceleración аҙ del 


pasador B, así сото la velocidad angular ey y la aceleración angular ал, de la 
biela AB. Para el pasador В 


Va = Уд + Уруд 
Еп la figura 16-24b se han representado las velocidades v4, V у урд. Así pues, 


орі = 7,854( cos 30° i+ sen 30° j) + 0,7500), (sen фі + cos ді) 
= (-6,802+0,12990,p)1+ (3,927 + 0,7387) 


De donde 


3,927 + 0,7387 0, y = 0 Wap = - 5,316 rad/s 
wag = 5,32 rad/s / Resp. 
Uy = — 6,802 + 0,129904 y = — 6,802 + 0,1299(— 5,316) = - 7,493 m/s 
Ур = 7,439 m/s <- 
Análogamente, para la aceleración 


ар-алдЖар/д 


La aceleración ард tiene dos componentes que resultan de la velocidad angular 
048 y de la aceleración angular аду de la biela AB. La componente según el eje 
de la biela (dirigida hacia A) es 


(ард) = Lang = 0,750(5,316)? = 21.19 m/s? 


La componente perpendicular al eje de la biela es 
(аруа), = Lagta = 07500 pg 


Combinando las componentes cartesianas de las aceleraciones ад, аҙ у ард, зе 
tiene 


арі = 411,2 (- cos 60° 1— sen 60° j) +21,19(- сов ф i+ sen 0 |) 
+0,7500д (хеп Ø i+ cos 0) 
= (- 226,5 +0,12990,, y)i+ (- 352,4 + 0.7387@ 4p) j 


De donde 
-3524+0,73870g =0 адр = 477,1 rad/s? 
адр = 477 rad/s? \ Resp. 
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y 
ROTACIÓN 
ав = —226,5+0,12990 yy =—226,5-+0,1299/477.1) = — 164,5 m/s? O сң 
ар = 1645 m/s? — DE UN CUERPO RÍGIDO 


Por último, las componentes horizontal y vertical de la aceleración del centro de 
masa de la biela se obtienen de 
ас =ак+ас 
1, 
абу = 4,-264р сов 9-50 py зеп ф 
= -164,47+0,375(5,316)(0,9849) - 0,375(477.1/(0,1732) = - 185,02 m/s? 
L L 
ас, = 4ру- 204 Sen ф- 5946 соз 0 
= 0-0,375(5,316)(0,1732) - (0,375) (477,1)(0,9849) = – 178,05 m/s? 


En la figura 16-24с pueden verse los diagramas de sólido libre del volante, 
biela y émbolo. El movimiento del émbolo es una traslación pura. Por tanto, 


+=>EF, = тас, -B, = 15(- 164,47) 
B, = 2467 N < 
TEF, = тас, N+B,-mg=0 Я 
+L EMe: = 16,0 0:0 


La biela se mueve con movimiento plano; рог tanto, 


+ > ХЕ, «тас, 2467 — A, = 10(- 185,02) 

A, = 4317 № 

+ ХЕ, = тасу А,-109,31)-В, = 10(- 178,05) 
A, -B,=-16824 (a) 


lg. = Jm? = 15010505)? = 0.4688 ke m? 
+0 EM, = 16,0 
4317(0.06495)— А (0.3693) + 2467(0.06495) — B, (0.3693) = 0.4688(477,1) 
А,В, = 587,48 (b) 


Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones a y b, se tiene 


4,--5475-5475М | Resp. 
Ву = 1134,9 = 1134,9 М 1 Resp. 
Además 
A, = 4317 № Resp. 
В, = 2467 N—> М Resp. 
El movimiento del volante es de rotación en torno a un eje fijo; por tanto, 
%-> EF = magy A,-C,=0 
+PEF, «тас, C,-Ay-mg=0 
+\, Ме, = lc:4 Resp. 
Т-Ауғ,со80-4, r, sen 6-0 (ya que а = 0) 


547,5(0,150) cos 60° + 4317(0,150) sen 60% 
197М-т 


PROBLEMA EJEMPLO 16.11 


Dos esferas de 120 mm de diámetro están sujetas a un árbol y giran en la forma 
que se indica en la figura 16-254. Cada esfera tiene una masa de 7,50 kg. Las ba- 
rras que unen las esferas al árbol tienen 30 mm de diámetro, longitud 220 mm y 
masa 1,20 kg. El árbol tiene 40 mm de diámetro y masa 8,50 kg. Determinar las 
componentes de las reacciones de los cojinetes en los apoyos y el par T que hay 
aplicado cuando el árbol gira en sentido antihorario a 600 rpm aumentando su 
celeridad de rotación a razón de 60 rpm por segundo, Supóngase que el cojinete 
еп А resiste todo movimiento del árbol en la dirección 2, 


= 2 
| | 
= e 
5,81 N 
B У 3650 D 
Р x | i 
130 mm, 14 | 240 mm | 
240 mm Ш 
170 тт 4 
{ 118 | 
300 тт ¡[150 mm | 
| . 
j y 
300 mm [ 
m8 | 
f Ё j | 8,95 N -m 
240 mm — y 
5,81 N 
3650 N 
а 4N 
(a) (b) (а 
Figura 16-25 
SOLUCIÓN 


En la figura 16-25b puede verse el diagrama de sólido libre del sistema. Como el 
origen del sistema de coordenadas xyz coincide con el centro de masa G del sis- 
tema, Y = y = 0. Además, en el instante representado, Icy: = 0 (simetría respec- 
to al plano хт) y aç = 0 (el eje fijo de rotación pasa рог G). Así pues, las ecuaciones 
16-17 se reducen a 


ХЕ,-та;,-0 УХЕ, =macy 
EMG =- alcı  YMpy=-Wlg,,  XEMg¿=0lG, 


El momento de inercia Ic- y el producto de inercia Ic- se pueden determinar con 
auxilio de la tabla B-5 y del teorema de Steiner (ecs. 16-11 y 16-16). Así pues, para 


cada esfera, 
Іса = іт» mdp 
= 2(.50)0.060) + 7,50(0,300) = 0,6858 кет? 
lcz = 0+m,2,X, 
= 0 +7.50(0,150)(0,300) = 0,3375 kg т? 
Para cada barra 


1 1 
laza = 37703 mala + т, 


= JU20X0.015%+2(1,200.220)? + 1.20(0.130)? = 002519 kg т? 


сәз = 0%т,2,%,- 0 + 1,20(0,150Х0,130) = 0,0234 kg - m? 


Para el árbol 
Тез = ату 
сез = 2730 
= 108.500,020)° = 0,0017 kg т? 
lems = 0 
Para el sistema 


1с. = 2649216. Кісі 

= 2(0,6858) + 2(0,02519) + 0,0017 = 1.4237 kg - m? 
ісе = 216, 221623 сыз 

= 2(0,3375) + 2(0,0234) +0 = 0,7218 kg - m? 


аў дею). 6283 rads а= aeo) = 6,283 rad/s? 
+/XF,=A,+B,=0 
+ EF, =A,+B,=0 
+9 EF,=A,-2m,8-2m,8-m,g =0 
A, = 2(7,50)(9,81) + 2(1,20)(9.81) +8,50(9,81) 
= 254.1 =254N4 
+ 2Mg, = A,(0.390) - B,(0,390) = – ої. = – 6:283(0,7218) 
А,-В,=-11,628 
+\, EMgy = B,(0.390)- A,(0,390) = —®? 1. =-(62,83)2(0,7218) 
B,- A, = – 7306 
+|, EMg: = T = alg, = 6,283(1,4237) = 8,945 = 8,95 №. m 


De las ecuaciones a y d resulta 


„ = +3653 = 3650 N / 
В, = — 3653 = 3650 N7 


(b) 


Resp. 
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16.4 TRASLACIÓN, ROTACIÓN Y 


MOVIMIENTO PLANO CUALQUIERA 
DE UN CUERPO RÍGIDO 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: | 


LEYES DE NEWTON A, =-5814=581N Ñ Resp. 


B, = + 5.814 = 5,81 № Y Resp. 


= De las ecuaciones b y с resulta 


Еп la figura 16-25с se han representado estos resultados. 


PROBLEMA EJEMPLO 16.12 


Un cilindro macizo de acero (у= 77,1 КЇЧ / т?) está montado en un árbol según 
se indica en la figura 16-264. Determinar las componentes de las reacciones en 
los cojinetes y el par T aplicado cuando el cilindro se halla en la posición repre- 
sentada (el eje x es vertical) y el árbol está girando en sentido antihorario a 500 
rpm aumentando su celeridad a razón de 50 rpm por segundo. Supóngase que 
el cojinete en B resiste todo movimiento del árbol en la dirección z y que la masa 
de éste es despreciable. 


375 mn 


375 ч 


SOLUCIÓN 


9 En la figura 16-26 puede verse el diagrama de sólido libre del cilindro más el 
árbol. Como el origen del sistema de coordenadas xyz coincide con el centro de 
masa С del cilindro, y = 0. Además, Icy: = 0 (simetría respecto al plano xz) 
y az = 0 (el eje fijo de rotación pasa por G). Así pues, las ecuaciones 16-17 se re- 
ducen a 


EF, = mag, =0 EF, = тасу= 0 УР. =0 
EM; == 01у ХМоу-- 010, УМС. = 010, 
El momento de inercia Ic, y el producto de inercia /с., pueden determinarse uti- 


lizando los momentos principales de inercia 1,,, 1, e 1.. que se consignan еп la 
tabla B-5 y las ecuaciones de transformación A-134 y A-13b. Así 


W=766N 
db W = W = yrRÊL = 77,1 E нЕ. 7764 kN = 766 № 
Figura 16-26 lp = 1, = 101008 /02125)°+ (72 ооз)? = 0.9073 ke -m2 
1( 7664 2 2 
es 02125) = 1.7869 kg -m 
1.,сов20,,, +1 .cos?20, --1., cos? 


х ly ya Fly 50558,5, 
0,9074 cos? 110° + 0,9074 cos? 90° + 1,7869 cos? 20° = 1.6840 kg - m2 
=н ya a у оа бү; cos BL. 008 000), 
= - 0,9074 сох 110° cos 20° – 0,9074 cos 0° cos 90° 
— 1,7869 cos 20° cos 70° =— 0,2827 kg + m? 


= 5236rads а= 2 5,236 rad/s? 


60 


+} EF, =A,+B,-W=0 

= А,%В,-7664-0 (a) 
+/EF,=A,+B,=0 (b) 
+=>2F,= Resp. 


+ ХМС, = A,(0,375)=B,(0,375) = — alc. =- 5,236(- 0,2827) 
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(б 16.4 TRASLACIÓN, ROTACIÓN Y 


Ау-В,-3,947 MOVIMIENTO PLANO CUALQUIERA 
+1, EM, = B,(0.375)-A,(0,375) = — lcz = -( 5.236)? (- 0.2827) DENE SUERO 
B,- A, = 2067 (Ф 
T = alg, = 5,236(1.6840) =8,82m-N |, Resp. 
De las ecuaciones а y 4, resulta 
A, =-6503=650N| В, =+ 1416,7 =1417N | Resp. 
De las ecuaciones b y c, resulta ў 
A, = 1,9735 = 1,074 №: В, = –1.9735 = 1,974 М 27 Кез. 


Los problemas de este tipo se pueden también resolver como tridimensionales 
descomponiendo la velocidad angular e y la aceleración angular œ según las 
componentes x' e y”. Ya se vio en el apartado 16.5 que este método simplifica la 
resolución al eliminar el requisito de determinar los momentos de inercia no 


principales y los productos de inercia. 


ROBLEMAS 


En los problemas siguientes, todas las cuerdas, hilos y cables se 
suponen flexibles, inextensibles y de masa despreciable. Los 
pasadores y poleas también son de masa despreciable y están 
exentos de rozamientos, a menos que se indique otra cosa. 


16-43 Una esfera maciza homogénea que pesa 50 N rueda sin 
deslizamiento hacia abajo por un plano inclinado 28% respecto 
a la horizontal, según se indica en la figura Р16-43. Determinar 
la aceleración del centro de masa de la esfera y el mínimo valor 
que puede tener el coeficiente de rozamiento para evitar el des- 
lizamiento. 


Figura P16-43 


16-44*. Un disco macizo de masa 15 kg rueda sin deslizamien- 
to por el plano inclinado de la figura P16-44. En la posición re- 
presentada, la velocidad angular del disco es de 10 rad/s en 
sentido horario. Determinar la aceleración angular del disco y 
el mínimo valor que puede tener el coeficiente de rozamiento 
para evitar el deslizamiento, 


Figura P16-44 


16-45 Dos discos de 40 cm de diámetro y un cilindro de 20 ст 
de diámetro están unidos formando un carrete que pesa 250 N 
y que tiene un radio de giro de 12,5 cm respecto a su eje de si- 
metría. бе aplica al carrete una fuerza P de 250 М por medio de 
un cable arrollado sobre el cilindro según se indica en la figura 


Р16-45. Si el carrete rueda sin deslizamiento sobre la superficie 
horizontal, determinar la aceleración del centro de masa del ca- 
тебе y el mínimo valor que puede tener el coeficiente de roza- 
miento para evitar el deslizamiento. 


sd 


Figura P16-45 


16-46 Оп cilindro macizo А de radio R = 200 mm y masa 
тд =75 kg está conectado mediante un cable flexible a un cuer- 
ро В de masa my = 50 kg, según se indica en la figura P16-46. Si 
el cilindro rueda sin deslizamiento por el plano inclinado, de- 
terminar la aceleración del cuerpo B y la tensión del cable. 


Figura P16-46 


16-47* Se tira hacia delante de la rueda representada en Ја fi- 
gura P16-47 mediante una fuerza constante P de 260 N. El peso 
de la rueda es de 375 N y su radio de giro respecto al eje de la 
rueda es de 231 mm. La rueda va rodando sin deslizamiento 
por la superficie horizontal y en la posición representada lleva 
una velocidad angular de 15 rad /s en sentido horario, Deter- 
minar la aceleración angular de la rueda y las componentes ho- 
rizontal y vertical de la fuerza que le ejerce la superficie, 
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Figura P16-47 


16-48% Se unen dos discos de 400 mm de diámetro y uno de 
240 mm de diámetro para formar un carrete que tenga una 
masa de 125 kg y un radio de giro de 125 mm respecto al eje 
que pasa por el centro de masa del carrete, A éste se aplica una 
fuerza de 500 N mediante un cable arrollado sobre el disco de 
240 mm. según se indica en la figura P16-48. Determinar la ace- 
leración del centro de masa y la aceleración angular del carrete 
si 


a. La superficie horizontal es lisa (и = 0). 
b. La superficie horizontal no es lisa (и = 0,25). 


Figura P16-48 


16-49 Е1 carrete A, representado en la figura P16-49, pesa 500 
N y tiene un radio de giro respecto al eje de simetría (que pasa 
por el centro de masa G) de 120 mm. El carrete está unido por 
medio de un hilo al bloque B que pesa 125 N y descansa sobre 
un plano inclinado. El coeficiente de rozamiento cinético entre 
bloque y plano vale 0,10. Si el carrete rueda sin deslizamiento 
por la superficie horizontal, determinar la aceleración del blo- 
que, la tensión del hilo y el mínimo valor que puede tener el coe- 
ficiente de rozamiento estático para evitar el deslizamiento del 
carrete. 


Figura P16-49 


16-50* El cilindro А de 200 mm de diámetro está montado so- 
bre un eje de 50 mm de diámetro, según se indica en la figura 
P16-50, La masa del conjunto eje-cilindro es de 50 kg y su radio 
de giro respecto al eje de simetría es de 70 mm. Hilos flexibles 
< arrollados sobre el eje a ambos lados del cilindro están conec- 
tados a un bloque de 100 kg que descansa sobre una sı ісіе 
horizontal. El coeficiente de rozamiento cinético entre ésta y el 
bloque vale 0,25. Si el cilindro rueda sin deslizamiento, deter- 
minar la aceleración del bloque y las tensiones de los dos hilos. 


Figura P16-50 


16-51 Un carrete está sostenido por un hilo arrollado sobre 
su cuerpo interno, según se indica en la figura P16-51, El carre- 
te pesa 50 N y tiene un radio de giro de 100 mm respecto a su 
eje de simetría (que pasa por su centro de masa G), Cuando se 
suelta el carrete, dejándolo moverse en un plano vertical, de- 
terminar la aceleración angular del carrete y la tensión del hilo. 


16-52* Un cilindro A de 100 kg y un cuerpo В de 50 kg están 
unidos mediante cables a la polea compuesta representada en 
la figura Р16-52. La polea tiene una masa de 20 kg y un radio 
de giro respecto a su eje de rotación igual a 110 mm. Si el cilin- 
dro rueda sin deslizamiento por el plano inclinado, determinar 
la aceleración del cuerpo B y las tensiones de uno y otro cable. 


ЕТІ 


Figura Р16-51 


Figura P16-52 


16-53 Al bloque А, que pesa 2,5 kN, lo mantienen sobre un 
plano inclinado una plataforma B que pesa 500 N y un par de 
ruedas C que, juntas, pesan 1 KN, según se indica en la figura 
P16-53. Las ruedas tienen un radio de giro respecto a su eje de 
rotación igual a 212,5 mm. Los coeficientes de rozamiento está- 
tico y cinético entre el plano y los cuerpos en contacto valen 
0,20 y 0,15, respectivamente. Determinar. durante el movi- 
miento del sistema, la aceleración del centro de masa de las 
ruedas y las fuerzas normal y de rozamiento que el plano incli- 
nado ejerce sobre la plataforma y las ruedas. 


Figura P16-53 
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16-54 Un cable continuo sostiene un disco macizo A y un blo- 
que В según se indica en la figura Р16-54. Las masas del disco 
A y del bloque B son 40 kg y 25 kg, respectivamente. Entre ca- 
ble y disco no hay deslizamiento. Determinar la aceleración del 
bloque, la aceleración angular del disco y la tensión del cable 
en el soporte C que existen durante el movimiento del sistema. 


Figura P16-54 


16-55% Un cilindro homogéneo de 1,2 т de diámetro que pesa 
1,5 КМ descansa sobre la plataforma de un camión según se in- 
dica en la figura P16-55. El camión acelera, partiendo del repo- 
so, a 0,9 m/s? durante 20 s y después se mueve con velocidad 
constante. Si el cilindro rueda sin deslizamiento, determinar 
qué distancia recorre el camión antes de que el cilindro salga 
de él. 


———236 m: 
Figura P16-55 


16-56* La bola de 220 mm de diámetro representada en la fi- 
gura P16-56 tiene una masa de 7,25 kg. En el instante en que en- 
tra en contacto con la pista de bolos lleva una velocidad v hacia 
adelante de 7 m/s y una velocidad de rotación œ hacia atrás de 
6 rad/s. Si el coeficiente de rozamiento cinético entre bola y 
pista vale 0,15, determinar qué tiempo transcurre y qué distan- 
cia recorre la bola antes de que empiece a rodar sin desliza- 
miento, 
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Figura P16-56 


16-57 Un disco de 30 cm de diámetro montado en un árbol de 
10 cm de diámetro rueda sin deslizamiento sobre un par de raf- 
les inclinados. Sobre la superficie exterior del disco está arro- 
Падо un hilo del que pende un cuerpo В que pesa 100 М. El 
peso del disco junto con el árbol es de 375 N y su radio de giro 
respecto al eje de simetría (que pasa por su centro de masa) es 
igual a 106 mm. Si se suelta el sistema partiendo del reposo, de- 
terminar la tensión inicial del hilo, la aceleración del cuerpo B 
y la aceleración angular del disco. 


Figura P16-57 


16-58 El cilindro macizo de la figura Р16-58 tiene una masa 
de 50 kg. Descansa sobre un bloque B de masa 35 kg. Cuando 
se aplica a éste la fuerza F, adquiere una aceleración de 5 т /52, 
Si los coeficientes de rozamiento entre bloque y cilindro y entre 
bloque y superficie horizontal valen ambos 0.25, determinar el 
módulo de la fuerza F y la fuerza de rozamiento que el bloque 
ejerce sobre el cilindro. 


Figura Р16-58 


15-59“ La barra esbelta representada en la figura P16-59 es de 
sección uniforme y pesa 100 N, Se suelta partiendo del reposo 
en posición vertical y gira en un plano vertical bajo la acción de 
la gravedad. El coeficiente de rozamiento entre la barra y Іа su- 
perficie horizontal vale 0,50, Determinar: 


a. La aceleración angular de la barra y la reacción en su extre- 
то А cuando 0= 40°. 
b El ángulo cuando empieza a deslizar. 


Figura Р16-59 


16-007 Un disco macizo А de masa 40 kg está conectado me- 
diante una barra de enlace a un bloque B de masa 50 kg. Ambos 
descansan sobre un plano inclinado rugoso (и = 0,25) según se 
indica en la figura P16-60. Determinar la fuerza en la barra, las 
componentes normales de las reacciones en los apoyos С y D 
del bloque y la aceleración angular del disco existentes durante 
el movimiento del sistema. 


16-51 Uncarrete A y un bloque В están sostenidos por sendos 
cables arrollados sobre las superficies circulares del carrete se- 
gún se indica en la figura P16-61. El bloque pesa 375 N; el ca- 
rrete pesa 520 N y tiene un radio de giro respecto a su eje de 
rotación igual a 103 mm. Determinar la aceleración del centro 
de masa del carrete y las tensiones de los cables inmediatamen- 
te después de soltar el sistema partiendo del reposo. 


Figura P16-61 


16-52 El semidisco de la figura P16-62 tiene una masa de 25 
kg. Si rueda sin deslizamiento, determinar la aceleración del 
centro de masa, la aceleración angular del semidisco y las fuer- 
zas normal y de rozamiento que sobre él ejerce el piso horizon- 
tal inmediatamente después de cortar el hilo amarrado en A. 


Figura P16-60 


Figura P16-62 


16-63* La barra esbelta representada en la figura P16-63 tiene 
sección uniforme y pesa 200 М. Está sostenida por dos cables 
flexibles y mantenida en posición por el hilo horizontal ama- 
rrado a su extremo B. Determinar la aceleración del centro de 
masa de la barra, la aceleración angular de la misma y las ten- 
siones de los dos cables inmediatamente después de cortar el 
hilo horizontal amarrado a В. 


Figura P16-63 


16-64* A una barra esbelta AB de sección uniforme y masa 10 
kg la mantienen fija inicialmente dos hilos, según se indica en 
la figura Р16-64. Determinar la tensión en el hilo amarrado a В 
y la aceleración angular de la barra inmediatamente después 
de cortar el hilo amarrado a A. Supóngase lisa la superficie һо- 
rizontal en contacto con el extremo A de la barra. 


16-65 Un disco de 10 cm de diámetro, representado en la fi- 
gura Р16-65, pesa 50 М. Se suelta partiendo del reposo siendo 
Ө = 30° y rueda hacia bajo por la superficie curva sin desliza- 
miento. Determinar la aceleración del centro de masa del disco 
y las componentes de la fuerza que dicha superficie ejerce во- 
bre el disco cuando 6 = 60°. 
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40 cm 


Figura P16-65 


16-66 Un disco de 300 mm de diámetro rueda sin desliza- 
miento sobre una superficie curva según se indica en la figura 
Р16-66. El centro del disco de masa de 40 kg sigue la curva y = 
1-27 /4.Si el coeficiente de rozamiento entre disco y superficie 
vale 0,5, determinar la máxima celeridad que podrá tener el 
disco en x= 1 m sin que se produzca deslizamiento. 


16-67* La rueda desequilibrada de la figura P16-67 rueda sin 
deslizamiento hacia abajo por el plano inclinado. Su peso es de 
160 N y tiene un radio de giro de 106 mm respecto a su eje de 
rotación. Cuando la rueda se halla en la posición representada, 
tiene una velocidad angular de 5 rad /s en sentido antihorario. 
Determinar la aceleración angular de la rueda y las fuerzas 
normal y de rozamiento que sobre ella ejerce el plano inclina- 
Чо, correspondientes a ese instante. 


Figura P16-67 


16-68" La rueda desequilibrada de la figura P16-68 tiene una 
masa de 50 kg y rueda sin deslizamiento por un plano horizon- 
tal. El radio de giro de la rueda respecto a un eje horizontal que 
pase por su centro de masa vale 160 mm. En la posición repre- 
sentada, la velocidad angular de la rueda es de 6 rad /s. Deter- 
minar la aceleración angular de la rueda y la fuerza que el 
plano le ejerce en su punto de contacto, correspondientes a ese 
instante. 


Figura Р16-68 


18-59 Un bloque de peso 320 М está sostenido por una barra 
de sección uniforme y 75 N de peso y un disco macizo de gro- 
sor uniforme y peso 125 М, según se indica en la figura P16-69. 
Las superficies verticales en contacto con el bloque son lisas y 
el disco rueda sin deslizamiento. En la posición representada, 
F vale 375 N y la velocidad del pasador A es de 75 cm/s hacia 
la derecha. Determinar la velocidad angular y la aceleración 
angular de la barra AB y la fuerza que el pasador B ejerce sobre 
el bloque. 


Figura P16-69 


16-70 Та barra esbelta AB de la figura Р16-70 se apoya en В 
sobre una superficie lisa y su otro extremo A está unido a un 
collar que puede deslizarse libremente por una varilla vertical 
lisa. La barra es de sección uniforme y tiene una masa de 20 kg. 
Se halla inicialmente vertical (9=0") y al perturbarla gira en un 
plano vertical bajo la acción de la gravedad. Determinar la ace- 
leración angular de la barra y las reacciones existentes en A y B 
cuando 0- 60%, 


Figura Р16-70 


16-71% La barra AB de la figura Р16-71 es de sección uniforme 
y pesa 125 N. El collar situado en su extremo A y la corredera 
еп su extremo В son de masa despreciable y se deslizan por su- 
perficies lisas. En la posición representada, la barra AB tiene 
una velocidad angular de 1 rad /s en sentido horario y una ace- 
leración angular de 2 rad/s? en sentido antihorario. Determi- 
nar la fuerza F aplicada al collar A y la fuerza que la guía ejerce 
sobre la corredera del extremo В de la barra. 
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Figura P16-71 


16-72* La barra esbelta AB representada en la figura P16-72 es 
de sección uniforme y masa 15 kg. Determinar la aceleración 
angular de la barra y las reacciones en A y B, en la posición re- 
presentada, si A está moviéndose hacia la derecha con una ce- 
leridad de 2 m/s. 


Figura P16-72 


16-73 La barra AB de la figura P16-73 gira en sentido antiho- 
rario con velocidad angular constante de 10 rad /s, La barra ВС 
es de sección uniforme y pesa 50 М. El disco macizo D pesa 150 
N y rueda sin deslizamiento por una superficie horizontal. De- 
terminar las componentes horizontal y vertical de las fuerzas 
que los pasadores en B y C ejercen sobre la barra BC cuando 
Ө= 60°, 


Figura P16-73 


16-74 Las barras AB y BC de la figura P16-74 tienen secciones 
uniformes y:masas de 20 y 15 kg. respectivamente. Cuando es- 
tán en la posición representada, el collar C se mueve hacía la iz- 
quierda con una velocidad de 2 m/s y su celeridad disminuye 
a razón de 4 m/s?. Determinar la fuerza F y las componentes 
horizontal y vertical de la fuerza que los pasadores en A y B 
ejercen sobre la barra AB, 


11т---ж--09 == 


Figura P16-74 


16-75 La barra esbelta AB (v. fig. P16-75) mantiene al disco en 
un plano vertical. El conjunto barra-disco pesa 805 N y tiene un 
radio de giro de 162 mm respecto al eje de simetría del disco 
(que pasa por su centro de masa С). Los extremos A y B de la ba- 
rra ruedan libremente por sendas guías lisas, una vertical y otra 
horizontal. En la posición representada, el extremo B se está mo- 
viendo hacia la izquierda con una velocidad de 0,60 m/s. La 
fuerza Fes de 250 М. Determinar la velocidad y aceleración an- 
gulares de la barra y las fuerzas que sobre ella ejercen los pasa- 
dores еп А y В. 


16-76* Las barras AB y BC de la figura P16-76 tienen sección 
uniforme y masas de 10 y 15 kg, respectivamente. En la posi- 
ción representada, el collar C se está moviendo hacia la izquier- 
da con velocidad de 1 m/s, aumentando su celeridad a razón 
de2 m/s?. Determinar la fuerza F y las fuerzas que los pasado- 
res en А y В ejercen sobre la barra AB, 


Figura P16-76 


16-77 Una placa rectangular delgada (W = 300 М) está mon- 
tada sobre un eje según se indica еп la figura Р16-77. Determi- 
nar las reacciones en los cojinetes cuando la placa está en un 
plano vertical (según se indica) y el árbol gira con velocidad 
angular constante de 90 rad /s. Supóngase que el cojinete en В 
resiste todo movimiento del eje en dirección axial y que la 
таба de éste es despreciable. 


Figura P16-77 


16-78* Un cilindro macizo de 130 mm de diámetro (т = 50 kg) 
está montado en un árbol según se indica en la figura P16-78. 
Determinar las reacciones en los cojinetes cuando el eje del ci- 
lindro está en un plano vertical (según se indica) y el árbol gira 
con velocidad angular constante de 60 rad /s. Supóngase que el 
cojinete en B resiste todo movimiento del árbol en dirección 
axial y que la masa de éste es despreciable, 


350 ~ 
-350 тт 


Figura P16-78 


16-79 Dos placas rectangulares delgadas (cada una pesa 75 
М) están montadas en un árbol como se indica en la figura P16- 
79. Determinar las reacciones en los cojinetes cuando las placas 
se hallan en un plano vertical (según se indica) y el árbol gira 
con velocidad angular constante de 75 rad /s. Supóngase que el 
cojinete en B resiste a todo movimiento del árbol en dirección 
axial y que la masa de éste es despreciable. 


25mm 


125 mi 200 mm, 
200 тт. 
50 тт, 


25 mm 


Figura P16-79 


16-80* Una placa triangular delgada (m = 10 kg) está montada 
en un árbol según se indica en la figura P16-80. Determinar las 
reacciones en los cojinetes cuando la placa se halle en un plano 
vertical (según se indica) y el árbol gira con velocidad angular 
constante de 75 rad /s. Supóngase que el cojinete еп B resiste a 
todo movimiento del árbol en dirección axial y que la masa de 
éste es despreciable. 


120 тт 480 mm. 


de 
120 mm 


Figura Р16-80 
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16-81 Resolver el problema 16-79 para el caso en que las pla- 
cas hayan girado 90° y estén en un plano horizontal. 


16-82% Resolver el problema 16-80 para el caso еп que la placa 
haya girado 90% y esté en un plano horizontal. 


16-83 Resolver el problema 16-79 para el caso en que el árbol 
acelere а razón de 20 rad /s?. 


16-84* Resolver el problema 16-80 рага el caso en que el árbol 
acelere a razón de 20 rad /s?. 


16-85 Dos esferas de 10 cm de diámetro (cada una pesa 50 М) 
están unidas a un árbol y giran según se indica en la figura P16- 
85. Las barras que unen las esferas al árbol tienen 25 mm de 
diámetro, longitud 175 mm y pesan 7,5 М. El árbol tiene un diá- 
metro de 50 mm y pesa 100 N. Determinar las componentes de 
las reacciones de los cojinetes en los apoyos y el par T aplicado 
cuando la velocidad angular w del árbol sea de 100 rad/s y au- 
mente a razón de 20 rad /s?. Supóngase que el cojinete en А re- 
siste a todo movimiento del árbol en la dirección z. 


25 ст 


20 cm 


Figura Р16-85 


Dos barras rectangulares (cada una de masa 5 kg) están 
в a un árbol y giran según se indica en la figura Р16-86. 
La masa del árbol de 40 mm de diámetro es de 6,5 kg. Determi- 
nar las componentes de las reacciones de los cojinetes en los 
apoyos y el par T aplicado cuando la velocidad angular « del 
árbol sea de 150 rad /s y disminuya a razón de 25 rad/s?. Su- 
póngase que el cojinete en A resiste a todo movimiento del ár- 
bol en la dirección z. 


Figura P16-86 


16.5 MOVIMIENTO TRIDIMENSIONAL DE UN CUERPO RÍGIDO 


El momento M4 respecto a un punto arbitrario A sometido a un sistema de 
fuerzas exteriores, que se desarrolló en el apartado 16.2, viene dado por la 


ecuación 
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M, = foe х 2) dm+ fip х (ә хр)|ат 


т т 


+ ох [ох (ох р) |} dm (а) 


En el movimiento tridimensional, los diferentes términos que aparecen en la 
ecuación a son 


j ® 
йхау=| х y z 
Max йду Aaz 
= (уйд. –2а4у)і+ (а), XQ 42) j + (хаду -уа k (b) 
їі ў к 
ÒX p= |, 0, 0, 
x yz 


(20, -у0.)і+ (10,-20,)j+ (уф, -х@) k 
Análogamente 


рх (ùX р) -(у2ф,-хуф,-хаф,жа2ф,)і 
+ (20,-y20,-xy0,+x%0,)] 
Z0,—yz0, +y?0.) k (© 
өх p= (20,-у0.)і+ (10,-20,)j+ (уо, -x0,)k 
өх (ох р) = (уф, х0 х02+20,0.)і 
+ (20,0.-y0?-y0]+x0,0,)j 
+ (x0,0,-203-20; +yo0,0,) к 
pX [w x(w x p)] 
= (1y0,0,-y207+y0,0,-2%0,0,+y207-x20,0,)1 
+ (у:®,®,-т:х®?+:? 0,0, + ZLO? + -yxo,0.)j 
+ (230,0, -1407+320,0,—y?0,0,+xy0] -240,0,) k (d) 


Si se quiere escribir el momento M4 en forma vectorial cartesiana, las compo- 
nentes escalares Мл, May y Maz se obtendrán de la manera siguiente: 


M, = Mari+ МА] + Mak 


n 


foe x адат. [їр x (ох олан ftp х [ox (w X p)] dm 
m " т 
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Max = aaf y am-an f 2 dm+ àf y? dm 
” > 


т 


- àf xy dm- àf zx dm + mf. dm 
" m т 


+ КО xy іт- «| yz dm+ oof y? dm 
m m m 


— 0,0, 2 dm+ af dm- o,o, f zx dn 
y J ы на ева) 


May = anf z A | x dm + àf z? dm 
2 м 


т 


- àf yz dm- àf xy dm+ àf x? dm 
m т m 


+ 27] yz dm- of zx dm + oof 2? dm 
m m m 

= 0,0, x2 dm + o? f zx dm- 0,0, | x dm 

е 1] Г Е: 4 (16-26b) 


m 


Ma = ayj х іп-а, | y dm+0,| x? dm 


m т т 


- af zx dm- àf yz dm+ àf y? dm 
h т 2 


+ oof zx dm— of xy dm + oof x? dm 
2 m 


m 


- 7] y ат» «| xy dm- amf zx dm (16-260 
2 m 


Cuando se escriben las ecuaciones 16-26 en función de los momentos primeros, 
momentos de inercia y productos de inercia, quedan en la forma 


Max -ал.Ут-адұ:тж1,,ф, 
O ay Га) 0,0,+14,(0.0,— 0,) 
14.099 — 02) 14. (0,00, + 0.) (16-27а) 
М,у-а,,2т-а,Хтж1,/ф, 
(1: laa) 0.0,+1,y (0,0, -0,) 
AL ya (070) -I yy (0,0, + у) (16-27 b) 


y 


Maz = адут -aym + l 0, 
(лк lay) 9,0, + laa (0,0, 0) 
1107-07) — l Ays (0,0, + @,) (16-270 


En la mayoría de los problemas de Dinámica interesa tener una relación ins- 
tantánea entre momentos y aceleraciones. Se obtiene entonces una gran simpli- 
ficación si se toma el sistema de coordenadas xyz de manera que coincida con 
los ejes principales que pasan por el centro de masa G del cuerpo en el instante 
deseado. Con el origen en el centro de masa 


Х=ў= 
y рага los ejes principales 


Así pues 

Mox = 1с,ф,- (ісу-іс.) 0,0, 
= 16,0, (4с,- іс.) 0,0, (16-28) 
Іс-Ф.- (16,-16/) 0,0, 


Е 
9 
u 


Las ecuaciones (16-28) se conocen por el nombre de ecuaciones de Euler’. 

Las ecuaciones de Euler sólo son válidas instantáneamente. Si fuese necesa- 
rio integrar las aceleraciones para obtener las velocidades, deberán establecer- 
se expresiones generales para los momentos de las fuerzas y los momentos de 
inercia. Estos momentos de inercia sólo serán constantes cuando los cuerpos 
sean muy simétricos. 

Las ecuaciones 15-17 junto con las 16-28 proporcionan las relaciones nece- 
sarias para resolver diversos problemas de movimiento tridimensional. Así, 


EF, = тас, EM, = ler,- (16,- 1) 0,0, 
EF, = тас, EM, = 1, – (1с. lar) 0,0, (16-29) 
УР, = тас. EM, = 16,0, бс,-1с,) 0,0, 


En los ejemplos que siguen se ilustra el método de resolución de los problemas 
de movimiento tridimensional. 


1 Leonard Euler (1707-1783), matemático suizo. 


3LEMA EJEMPLO 16.13 
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(» 


Figura 16-26 
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Las componentes de w. y а, respecto а los ejes principales son 


Oy = (0, Cos б, = 52,36 cos 110° = 17,91 rad/s 
0, = 0, сов Ө, = 52,36 cos 90° = 0 

W, = 0, cos б), = 52,36 cos 20° = 49,20 rad/s 

Qy = а, cos 0,,. = 5,236 сов 110° = — 1,791 rad/s? 
ау = а, cos By, = 5,236 cos 90% = 0 

а, = а, сох Oy, = 5,236 cos 20° = 4,920 rad/s? 


Luego, de las ecuaciones 16-28, se tiene 


IMG 
Мо, 


= 160,2 = 0,9074(- 1,791) = – 1,6252 т. № 
Ос Icy) ©, 


УМО, = lex = 1786904920) = 8,79 ш: N 


Ahora se obtienen los momentos respecto a los ejes х, y y 2: 


EM, = ХМ, соз O», + Мо, соз Ө, 

= -1,6252 cos 20% + 8,79 cos 70° = 1,479 m - N 
EM, = EMgy=775m:N 
EM, = ХМ, соз Oyy + УМ, сов Ө... 


= - 1,6252 cos 110° ++ 8,79 соз 20° = 8,816т.М 


Así pues, como ag = 0, las ecuaciones 16-29 se reducen a 


FF, =0 EF, =0 EF, =0 
УМ, = 1479т:М EM¿,=715m-N 
ЛУР = А +В,- У = A, +В,-776=0 
+ ХЕ, Ay+B, =0 
+>EF_=B_=0 250 
+1, EM¿,= 4,0375)-В,(0,375) = 1,479 
Ay-B,= 3,944 
+0 EM, = B,(0,375)-A,(0.375) = 775 
B,- A, =2067 


+ ХМС. =Т= 8816  T=882m-N j 


De las ecuaciones а у d resulta 


A, = = 650,5 = 651 М 
B, = + 1616,5 = 1417N 4 

De las ecuaciones b y с resulta 
A, + 1,972 = 1,972 N € 


Ву = – 1,972 = 1,972 № 2 


1.7869 — 0,9074) (49,20)- 17.91) = 775 m - N 


EM¿. = 8816 т. 


PR 


MA EJEMPLC 16.14 


La masa del conjunto eje-cilindro representado en la figura 16-27a es de 20 kg. 
Los momentos de inercia de dicho conjunto respecto a los ejes x, y y z que pasan 
por su centro de masa С son Ics = Ic: = 0,1595 kg - m? e Icy =0,0625 kg + mí, Si el 
cilindro gira con una velocidad angular constante de 75 rad /s y el bastidor lo 
hace con una velocidad angular constante de 25 rad /s, determinar las reacciones 
en los apoyos А y В del eje. Supóngase que el cojinete еп В puese resistir cual- 
quier fuerza dirigida axialmente en el eje. 


SOLUCIÓN 


En el movimiento que se ilustra en la figura 16-274, ас, = йс, = üg: = © = 0. Aun 
cuando se mantiene constante el módulo del vector velocidad angular 
(Фф, = д, = @, = 0), su dirección varía, Por tanto, la aceleración angular 
а # 0 y las ecuaciones 16-29 se reducen a 


2F,=0 ҰХМ6,<16,0,- (Ісу-іс.) 0,0, 
EF,=0. УМС, 
УЕ =0 


donde la aceleración angular se calcula así: 

4=40=0e,7+0,€,y+0,k 
0(0.kxe yy) = (75)(25)- e,) 
- 18751 rad/s? 


En la figura 16-27b puede verse el diagrama de sólido libre del conjunto eje- 
cilindro, De las ecuaciones del movimiento 


+ИУЕ, = А, +В, = 0 (а) 
+>YXF,=B, = 0 (b) 
+PEF, =A,+B,-mg = 0 (о) 
%ХМс,-В,(0.250)- A,(0,250) 
-1с,0,-(1су-1с.) 0,0, (ф 
-0 | (е) 
+ |, ХМс.-4,(0250)-В,(0,250) = 0 (0 
De las ecuaciones a, b y f, resulta 
A Resp. 
De las ecuaciones с y d, resulta 
A, +В. = 20(9.81) = 1962 
А-В, = на (0.0625 - 0,1595) (75)(25) - (0,1595) (-1875) ) 
= 468,75 
Por tanto; 
332,48 = 332 N4 Resp. 


А, = 
B, = — 13628 = 136.3 N | Кезр. 
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(а 


(b) 


Figura 16-27 


PROBLEMAS 


16-87* Dos placas delgadas en forma de cuadrante circular (v. 
fig. P16-87) pesan, cada una, 100 М. Determinar las reacciones 
en los cojinetes cuando las placas estén en un plano vertical (ѕе- 
gún se indica) y la velocidad y aceleración angulares del eje 
sean 100 rad/s y 25 rad/s”, respectivamente. Supóngase que 
el cojinete en B puede resistir cualquier movimiento del eje en 
la dirección axial y que la masa de éste es despreciable. 


325 mm —k— 325 тт —4 
Figura P16-87 


18-88" Un cilindro de revolución macizo de 75 mm de diá- 
metro está montado sobre un árbol según se indica en la figu- 
ra P16-88. La masa del cilindro es 6 kg y la de cada hemisferio 
1 kg. Determinar las reacciones en los cojinetes cuando el eje 
del cilindro se halla en un plano vertical (según se indica) y la 
velocidad y aceleración angulares del árbol son 50 rad/s y 
15 гай /57, respectivamente. Supóngase que el cojinete en B 
puede resistir cualquier movimiento del árbol en la dire 
axial y que la masa de éste es despreciable. 


Y қ 


\ 
1—20 mm ——#——200тт——+ 
Figura P16-88 


18-89 Repetir el problema 16-87 para el caso en que las placas 
estén en un plano horizontal (giradas 90” en torno al eje z). Uti- 
lizar las mismas velocidad y aceleración angulares que antes. 


15-90“ Repetir el problema 16-88 para el caso en que el cilin- 
dro esté еп un plano horizontal (girado 270% en torno al eje 2). 
Utilizar las mismas velocidad y aceleración angulares que an- 


152 


16-91 La manivela representada en la figura P16-91 gira en 
sentido antihorario con velocidad angular constante igual a 20 
rad/s. La barra AB pesa 100 М y está conectada a la manivela 
en А y a la corredera en В mediante rótulas. Determinar las re- 
acciones en los extremos A y B de la barra cuando la manivela 
se halle en la posición indicada en la figura. 


z 30cm 


125 cm 


Figura P16-91 


16-92* Un árbol vertical sostiene una varilla AB de masa 5 kg 
y una esfera de masa 6 kg según se indica en la figura P16-92. 
Determinar la reacción en A y la tensión del cable CD cuando 
gire el árbol en sentido antihorario con velocidad angular 
constante de 30 rad /s. 


270 mm 


Figura P16-92 


16-93 Resolver el problema 16-91 en el caso en que la mani- 
vela tenga una velocidad angular de 25 гаа /s en sentido hora- 
rio y una aceleración angular de 5 rad /s? en sentido antihora- 
rio. 


10-94% Resolver el problema 16-92 en el caso en que el árbol 
tenga una velocidad angular de 30 rad /s en sentido antihora- 
rio y una aceleración angular de 10 rad /s? en sentido horario, 


16-95 El disco macizo representado еп la figura P16-95 pesa 
125 N. Gira alrededor del eje AB con velocidad angular cons- 
tante de 500 rpm. Al mismo tiempo, el eje AB gira en un plano 
vertical en torno a un pasador en el soporte A. Determinar la 
reacción en el soporte A cuando el sistema se halle en la posi- 
ción representada y la velocidad y aceleración angulares del 
eje sean 0, = 20 rad /s y a, = 5 rad /s?. Supóngase despreciable 
la masa del eje, 


Figura P16-95 


16-96* El disco macizo representado en la figura P16-96 rueda 
sin deslizamiento recorriendo un camino circular por la super- 
ficie horizontal mientras el eje sobre el que está montado gira 
en torno al montante. La masa del disco es de 50 kg. Supóngase 
que la masa del eje que sostiene el disco es despreciable y que 
los cojinetes en A y B giran libremente a lo largo del montante, 
Determinar las reacciones en los cojinetes y la fuerza que se 
ejerce entre el disco y la superficie horizontal cuando el eje gire 
con velocidad angular constante œ, = 25 rad/s. 


Figura P16-96 


16.6 PRINCIPIO DE D'ALEMBERT —FUERZAS DE INERCIA 


La segunda ley de Newton aplicada a un punto material o al centro de masa de 
un cuerpo rígido viene dada por la ecuación 15-16 en la forma 


R = EF = maç 


(15-16) 


Jean Le Rond d'Alembert (1717-1783) sugirió que al sistema de fuerzas reales 
de los problemas de Dinámica se podía añadir un sistema de fuerzas de inercia 
(mag) para obtener un sistema de fuerzas en equilibrio.! El proceso, conocido 


1 Dr. Emst Mach, The Science of Mechanics, 9" ed., The Open Court Publishing Company, LaSalle, 
Ш., 1942. Publicado originalmente en alemán en 1893 y traducido al inglés por Thomas H. Мс- 


Cormack en 1902. 
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por el nombre de principio de d'Alembert, puede expresarse matemáticamente 
en la forma 


К+ mag) =R+F;,=0 (16-30) 


El término ЕЁ, = (-тас) de la ecuación 16-30 se denomina fuerza de inercia. Las 
fuerzas de inercia no son verdaderas fuerzas ya que no representan la acción 
de otro cuerpo sobre el cuerpo de interés. 

Los problemas que entrañan la traslación de un cuerpo rígido, se pueden 
resolver mediante el principio de d'Alembert situando en su centro de masa la 
fuerza de inercia F;, = (mag) cuando se dibuja el diagrama de sólido libre. Se 
aplican entonces las ecuaciones de equilibrio ХЕ = 0 y УМ = 0 tomando todas 
las fuerzas de dicho diagrama (incluida la fuerza de inercia). Las ecuaciones de 
momentos que se utilicen en la resolución del problema se podrán escribir to- 
mando los momentos respecto a puntos del cuerpo o de fuera de él. La necesi- 
dad de resolver un sistema de ecuaciones puede evitarse a menudo tomando 
un centro de momentos que elimine varias incógnitas en la ecuación. 

La aplicación del principio de d'Alembert resulta complicada cuando el 
cuerpo tiene movimiento angular. En el caso de un cuerpo rígido en movi- 
miento plano, al diagrama de sólido libre habrá que agregar, además de las 
fuerzas de inercia, pares de fuerzas de inercia. Tomando como plano xy el pla- 
no de movimiento y el centro de masa G como origen del sistema de coordena- 
das xyz, las fuerzas y pares de inercia que habrá que agregar al diagrama de 
sólido libre son 


Кы = Magi ins. = =(= aler t Icy) i 
Finy = Macy) С,,--(-аіс, t Plaz) j (16-31) 
тг = 0 Cins = ~= (alg) k 


Las fuerzas de inercia deben situarse en el centro de masa del cuerpo. Los pares 
de inercia se pueden colocar en cualquier lugar del cuerpo. Nótese que los mo- 
mentos y productos de inercia de las ecuaciones 16-31 se refieren a ejes que pa- 
san por el centro de masa del cuerpo. De nuevo, las ecuaciones de equilibrio 
УЕ =0 у УМ = 0 se pueden emplear para resolver el problema del movimiento 
utilizando las fuerzas de inercia, los pares de inercia y las fuerzas y pares apli- 
cados que figuran en el diagrama de sólido libre. Una selección adecuada de 
los centros de momentos para las ecuaciones correspondientes puede simplifi- 
car el proceso de resolución. 

En los problemas de movimiento tridimensional cualquiera en que se con- 
sidere el centro de masa como origen y los ejes principales como ejes de un sis- 
tema de coordenadas xyz, las fuerzas y pares de inercia que se necesitan para 
aplicar el principio de d'Alembert a la solución de problemas de Dinámica son 


Кау = — тас Cins = – Пс (Ісу-1с,) 6,04 
Finy = – тасу) Ciny = – Ucy0,- (1с. 16.) 0,0,1] (16-32) 
Еу = – тас.) См = – Пс. (су 16у) 0,0,] k 


El principio de d'Alembert proporciona otro método de resolución de los pro- 
blemas de Dinámica, que algunos profesores consideran atractivo. Como el 
método no da nueva información, no insistiremos en él en este libro. Los dos 
ejemplos siguientes se introducen para ilustrar el método a quienes interese. 
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PROBLEMA EJEMPLO 16.15 - 
16.6 PRINCIPIO DE D'ALEMBERT — 


2 & FUERZAS DE INERCIA 
Un automóvil cuya distancia entre ejes es de 2,85 m pesa 17,5 KN. Su centro de 


masa se halla 1,20 m detrás del eje delantero y 55 cm sobre la calzada. Determi- 
nar las fuerzas normales que la calzada ejerce sobre las ruedas delanteras y tra- 
seras cuando se reduce uniformemente la celeridad del coche de 100 km/h a 50 
km/h en una distancia de 45 m sobre un tramo horizontal de la calzada. 


SOLUCIÓN 


Las velocidades inicial v; y final гу del coche son 


2 10001000) _ 345 
= =з“ 27,28 m/s 


= 500000) - 13,89 m/s 


9/5 3600 


La aceleración del automóvil es 


2—02 
viv? 


13.889? — 27,282 
245) 


= - 6,43 m/s? 


La fuerza de inercia efectiva es 


F, = = та 


17500 
9,81 


= (6,43) = 11 473 № 
қ” 11 473 № 

En la figura 16-28 puede verse el diagrama de sólido libre del automóvil. La 
fuerza de inercia efectiva F,yestá dirigida hacia adelante ya que la aceleración del 
auto lo está hacia atrás. La reacción de las ruedas delanteras Ngse determina uti- РА 7,5 ич 
lizando una ecuación de momentos tomando en А el centro de momentos рага 1,65 m-k1.20m 
eliminar las fuerzas de rozamiento Ед y Fy. Análogamente, la reacción М, de las Na Ny 
ruedas traseras se calcula utilizando una ecuación de momentos con centro de 
momentos en В. Así pues, 


“І5 ст 


Figura 16-28 


+1, LM, -М,/(2,85)- 17 500(1,65) - 11473(0,55)-0 М, = 123466 М Resp. 


+) УМ» = № „(2,85) – 17 500(1,20) + 11 473(0,55) = 0 М, = 5154М Resp. 


Comprobación: 
%7ХЕ-М,%М,-МУ/ = 12 346 +5154-17 500 =0 


ү]; 


МА EJEMPLO 16.16 


Un disco delgado de 600 mm de diámetro y masa 60 kg se mantiene sobre un 
plano inclinado gracias a un bloque y a un cable arrollado en su superficie según 
se indica en la figura 16-290. Determinar la tensión Т del cable y la aceleración 
4с del centro de masa del disco una vez suprimido el bloque con lo que el disco 
podrá deslizarse libremente por el plano inclinado. El coeficiente de rozamiento 
cinético entre disco y plano vale 0,20, 


SOLUCIÓN 


En la figura 16-29) puede verse el diagrama de sólido libre del disco. El movi- 
miento de éste sólo es posible si se desliza; por tanto, F = uN, Además, el punto 
donde el cable sale de la superficie del disco ев el centro instantáneo de rotación; 
por tanto, ас = Ка = 0,3004 o sea 0 = 3,333ас 


Del Apéndice В 
lg = ут? 
= 10600300)? = 2,70 kg- m? 
Por definición, la fuerza de inercia es 


Fin = -mag =- bdag 


y el par de inercia tiene por momento 
Cin = - lga = – 270333300) = – 9004; 


La aplicación de las tres ecuaciones de equilibrio EF, = 0, УР, =0y ŠM =0 res- 


pecto a todo punto, situado en el disco o fuera de él; da las restantes incógnitas 
жс, = N -mg сов 50% = 0 
N = mg cos 50% 
= 60(9,81) cos 50° = 378,3 = 378 N5 
+Ж\ ЕМ, = Cin + Fip R -mg sen 50° (К) + NR) = 0 
= 9,004 — 60a (0,300) = 60(9,81)( sen 50°)(0,300) 
= 0,20(378,3)(0,600) 
De donde 
ас = – 3,328 = 3,33 m/s? / Кезр. 
+/AEF,=F+T+F;,-mg sen 50°=0 
Т = mg sen 50°- uN + 602, 


= 60(9,81) sen 50° — 0,20(378,3) + 60(-3,328) 
= 175,55 = 175,6 N 


RESUMEN 


Todo sistema de fuerzas que actúe sobre un cuerpo rígido puede sustituirse 
por un sistema equivalente consistente en una fuerza resultante R cuya recta 
soporte pase por el centro de masa G del cuerpo y un par resultante C. La se- 
gunda ley de Newton rige el movimiento del centro de masa G del cuerpo, la 
cual puede expresarse matemáticamente por la ecuación 


R = тас (15-16) 


La ecuación 15-16 expresa el hecho de que los módulos de R у aç son pro- 
porcionales y que los vectores R y ас tienen igual dirección y sentido dado que 
m es un escalar positivo. La ecuación 15-16 es válida tanto para fuerzas cons- 
tantes como para fuerzas variables con el tiempo. El sistema de ejes que se uti- 
lice para medir la aceleración aç debe ser un sistema inercial primario (que tenga 
una orientación constante respecto а las estrellas fijas). Sin embargo, todo sis- 


tema de ejes no giratorio que esté en movimiento de traslación con velocidad cons- 
tante respecto al sistema primario será igualmente satisfactorio. La ecuación 
15-16 по será válida cuando ag represente una aceleración relativa medida res- 
pecto a un sistema de ejes en rotación. 

El movimiento real de la mayoría de los cuerpos rígidos consiste en una su- 
perposición de la traslación originada por la fuerza resultante R y la rotación 
que origina el par C. En un sistema de coordenadas xyz con origen en el centro 
de masa G del cuerpo y ejes de coordenadas que coincidan con los ejes princi- 
pales que pasan por el centro de masa, las relaciones instantáneas entre las 
componentes del momento del раг С y las velocidades angulares. aceleracio- 
nes angulares y propiedades inerciales del cuerpo rígido vienen dadas por las 
ecuaciones de Euler; 


1610, (Ісу-іс.) 0,0, 
суфу (1с.- іс.) 0,0, (16-28) 
- Uer loy) 0,0, 


Muchos problemas de Dinámica entrañan un movimiento plano. Defini- 
mos el movimiento plano de un cuerpo rígido diciendo que es aquel movi- 
miento en el que todos los elementos del cuerpo se mueven en planos 
paralelos, Al plano paralelo que contiene al centro de masa G del cuerpo le lla- 
mamos "plano del movimiento". Cuando un cuerpo rígido está animado de 
movimiento plano, los vectores velocidad angular өз y aceleración angular а 
son paralelos entre sí y perpendiculares al plano del movimiento. Si se toma el 
sistema de coordenadas xyz de manera que el movimiento sea paralelo al plano 
xy, las ecuaciones 16-28 se reducen a 


Мо = 0 
Ме, = 0 (16-5) 
Mg; = 16.9 


Los problemas de movimiento plano se clasifican en tres categorías. que de- 
penden de la naturaleza del movimiento: (1) traslación, (2) rotación en torno a 
un eje fijo y (3) movimiento plano cualquiera, que es una combinación de tras- 
lación y rotación, El movimiento de traslación es, por definición. aquel en el 
cual todo segmento rectilíneo del cuerpo se mantiene, durante el movimiento, 
paralelo a su posición inicial. La resultante de las fuerzas exteriores que se ejer- 
cen sobre el cuerpo en traslación es una fuerza R cuya recta soporte pasa por 
el centro de masa С del cuerpo. Las ecuaciones del movimiento para la trasla- 
ción, cuando el origen O del sistema de coordenadas xyz se toma en el centro 
de masa G del cuerpo, son 


EF, = тас, 
EF, = тас, (16-18) 
EM¿.=0 


Cuando todos los elementos de un cuerpo describen trayectorias circulares 
centradas en un eje fijo y situadas en planos normales a él, se dice que el movi- 
miento es de rotación en torno a un eje fijo. Las ecuaciones del movimiento de 


чи 


AP 
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no a un eje fijo que pase por el centro de masa С (ас 


0) son 


ХЕ,-тас,- 
= 0 (16-20) 


También pueden producirse rotaciones en torno a ejes fijos que no pasen 
por el centro de masa G del cuerpo. Las ecuaciones del movimiento para un 
cuerpo rígido simétrico respecto al plano del movimiento y que gire en torno 
a un eje fijo que pase por un punto arbitrario A (a, = 0) del eje x son 


PROBL 


16-97% El automóvil de la figura P16-97, que pesa 15,5 KN, ге- 
duce uniformemente su celeridad de 100 km/h a 20 km/h en 
una distancia de 50 т, Determinar las fuerzas normales que el 
pavimento ejerce sobre las ruedas delanteras y traseras duran- 
te la acción de frenado y el mínimo coeficiente de rozamiento 
que debe haber entre los neumáticos y el pavimento. El auto 


tiene frenos en las cuatro ruedas. 


Figura P16-97 


16-98% Un cable une dos cajas A y В según se indica en la figu- 
ra Р16-98. La masa de la caja А es 50 kg; la de la caja В, 40 kg. 
Las dos cajas son simétricas respecto al plano de movimiento y 
el cable AB y la fuerza P están en el plano de movimiento. El 
piso sobre el que están las cajas es liso. Determinar la máxima 
fuerza P que puede aplicarse a la caja B antes de que una de las 
cajas esté a punto de volcar. 


1 E AS m 


Figura P16-98 


5 DE КЕР. 


УР, = тасу = - mio? 
EF, = тас, = тха (16-21) 
EM 1а 


16-99 Unbloque que pesa 250 N descansa sobre una platafor- 
ma de 600 М de peso sostenida por cuatro barras de peso des- 
preciable según se indica en la figura Р16-99. El coeficiente de 
rozamiento entre plataforma y bloque vale 0,10. Se suelta la 
plataforma, partiendo del reposo en la posición representada, 
cortando el cable unido a A. Determinar la aceleración del cen- 
tro de masa del bloque y las fuerzas que sobre la plataforma 
ejercen las barras en A y C en el instante en que se inicia el mo- 
vimiento. 


Ше: MAPAS 


0/6 т 


Figura P16-99 


16-100 La plataforma y el sistema de palancas representados 
en la figura Р16-100 se utilizan en una fábrica para llevar cajas 
de un piso a otro. En la posición representada, la palanca AB 
está girando en sentido horario con una velocidad angular de 
0,5 rad/s, disminuyendo a razón de 1,5 rad/s?. La masa de la 
caja es 500 kg. Determinar, para ese instante, las componentes 
verticales de las fuerzas que se ejercen sobre la caja en los apo- 
yos C y D y el mínimo coeficiente de rozamiento que ha de ha- 
ber para evitar que la caja se deslice. 


Figura P16-100 


16-101* La barra esbelta de la figura P16-101 gira en un plano 
vertical en torno al pasador liso situado en el apoyo B. La barra 
tiene sección uniforme y pesa 210 М. Cuando se halla en la ро- 
sición representada, su velocidad angular es 20 rad /s en senti- 
do antihorario y su aceleración angular 5 rad/s? en sentido 
horario. Determinar el módulo del par С que se aplica a la ba- 
rra y la fuerza que sobre ella ejerce el pasador en el apoyo B. 


Figura P16-101 


16-102* La masa del disco giratorio de la figura Р16-102 es de 
10 kg y su radio de giro respecto al eje de rotación es igual a 350 
mm. Sobre el disco descansa un bloque B de 1 kg en la posición 
que se indica. El coeficiente de rozamiento entre bloque y disco 
vale 0,55. Si se aplica un par constante С de 5m М, determinar 
el número de rotaciones que se producirán antes de que el blo- 
que comience a deslizarse y la velocidad angular del disco 
cuando se inicia el deslizamiento. 


16-103 Una placa semicircular de grosor uniforme pende de 
dos cables según se indica en la figura P16-103. Pesa 500 N. Si 
se rompe el cable atado a B, determinar qué aceleración tomará 
el centro de masa de la placa y la reacción en el apoyo A en el 
instante en que se inicia el movimiento. 


Figura P16-103 


16-104* La barra esbelta AB representada en la figura P16-104 
tiene sección uniforme y masa 15 kg. Determinar la aceleración 
de su centro de masa y la reacción en el apoyo A inmediata- 
mente después de cortar el hilo atado a B si 


а. La superficie horizontal en А es lisa (и = 0). 
b. La superficie horizontal en A es rugosa (и = 0,25), 


Figura P16-104 
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16-105 La barra AB de la figura P16-105 pesa 35 N y la barra 
ВС, 50 М. En el apoyo С, la superficie es lisa. En la posición re- 
presentada, la velocidad angular de la barra AB es de 5 rad/s 
y la aceleración angular 2 rad /s?, ambas en sentido antihora- 
rio. Determinar las fuerzas que, sobre la barra BC, ejercen el pa- 
sador en B y la superficie en C. 


B/N, 
3 Pa 
S 


60cm 


Figura P16-105 


16-106* Una barra (my = 20 kg) de sección uniforme está uni- 
da a un disco macizo (mp = 5 kg) por su extremo A y por su ex- 
tremo B a una corredera de masa despreciable que se desliza 
por una guía lisa vertical, según se indica en la figura P16-106. 
El disco de 200 mm de diámetro rueda sin deslizamiento por la 
superficie horizontal y en el instante representado tiene una 
velocidad angular de 15 rad/s en sentido antihorario y una 
aceleración angular de 25 rad/s? en sentido horario. Determi- 
nar la fuerza F aplicada al pasador A y las fuerzas que sobre la 
barra ejercen los pasadores A y В. 


Figura P16-106 
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16-107 La barra BC de la figura P16-107 es de sección unifor- 
me y pesa 125 N. Si el disco A gira en sentido horario con velo- 
cidad angular constante de 100 rpm, determinar la aceleración 
del centro de masa de la barra BC y las fuerzas que sobre ésta 
ejercen los pasadores en В y D. Supóngase que el collar en D 
puede deslizarse libremente por la barra ВС, 


Figura P16-107 


16-108 Una barra (my = 15 kg) de sección uniforme está arti- 
culada a un disco macizo (mp = 30 kg) por su extremo А y por 
su extremo B a una corredera de masa despreciable que se des- 
liza por una guía lisa horizontal, según se indica en la figura 
P16-108. El disco de 500 mm de diámetro rueda sin desliza- 
miento por la superficie horizontal y en el instante representa- 
do lleva una velocidad angular de 25 rad /s en sentido horario 
y una aceleración angular de 50 rad /s? en sentido antihorario. 
Determinar el módulo del par C aplicado al disco y las fuerzas 
que sobre la barra ejercen los pasadores en A y B. 


200 mm 


Figura P16-108 


Problemas para resolver con ordenador 


216-109 Una placa rectangular de peso 80 М se balancea entre 
los extremos de dos varillas articuladas iguales según se indica 
en la figura P16-109. Si las masas de las varillas son desprecia- 
bles y el sistema parte del reposo cuando Ө = Ө, = 20°, calcular 
y representar gráficamente: 


a. La velocidad angular @ de las varillas en función de su po- 
sición angular 0 (20° = Ө = 160°). 

b. Las tensiones Тав y Ten de las varillas en función de su po- 
sición angular 0 (20° = Ө = 160°). 

©. ¿Cuál esel mínimo ángulo inicial 6) para el cual las dos ten- 
siones Тав y Tcp serán siempre positivas? 


500 mm 
Figura P16-109 


16-110 El sistema de plataforma y palancas representado en 

la figura P16-110 se utiliza en una fábrica para pasar cajas de 

un piso a otro. La masa de la caja es 120 kg, la de la plataforma 

30 kg y el centro de masa del conjunto se halla en el punto G. 

Si se hace descender lentamente la plataforma con celeridad 

angular constante 0 = 0,5 rad /s por medio de un par T aplica- 

do a la palanca AB, calcular y representar gráficamente: 

2. El par Т necesario en función de la posición angular 
8 (5° = Ө = 175°). 

5. Las fuerzas que sobre la plataforma ejercen las palancas en 
A y Cen función де @(5° < Ө = 175), 

<. Las fuerzas normal y de rozamiento que sobre la base de la 
caja ejerce la plataforma en función de Ө (5° = 0 = 175°). 


516-111 El volante representado en la figura Р16-111 gira con 
velocidad angular constante de 5 rad /s en sentido antihorario. 
La barra AB tiene 50 cm de longitud, pesa 25 N y tiene un mo- 
mento de inercia І, = 0,16 kg - т? respecto al eje horizontal que 
pasa por A. Calcular y representar gráficamente: 


a La fuerza que la barra AB ejerce sobre el pasador Р en fun- 
ción de la posición angular 0 (0° = 6 <360"). 

5. La fuerza que sobre la barra AB ejerce el apoyo А en fun- 
ción de 0 (0° = 6 = 3602). 


¡30 c+ 


Figura P16-111 


C16-112 La barra uniforme АВ de masa 5 kg representada en 
la figura P16-112 puede girar en un plano vertical. Si se suelta, 
partiendo del reposo, cuando0=0"”, calcular y representar 
gráficamente: 


a. Las componentes ac, y асу de la aceleración del centro de 
masa de la barra en función de la posición angular 0 (0° = 
0 = 90°). (Téngase en cuenta que 42, “0 y ас, + g8.) 

b. La fuerza que sobre la barra ejerce en A el apoyo en función 
de 6(0% = Ө = 90%). 


B 
8 15m 

A| 
Figura P16-112 


С16-113 La barra uniforme AB representada en la figura P16- 
113 pesa 50 N y puede girar en un plano vertical. El coeficiente 
de rozamiento entre la barra y la superficie en A vale 0,6. Si se 
suelta partiendo del reposo cuando 0=0, calcular y represen- 
tar gráficamente: 


a. Las fuerzas normal y de rozamiento que е ejercen sobre la 
barra en A en función de su posición angular 0 (0° = 0 = 
90°), 

һ. La ordenada у; del centro de тава de la barra en función 
de la abscisa xç cuando está cayendo la barra. 

с. El movimiento de las coordenadas хде y4 del extremo А de 
la barra en función de t. 

d. ¿A qué ángulo comenzará a deslizarse la barra sobre la su- 
perficie? Cuando se inicie el deslizamiento ¿lo hará el extre- 
mo A hacia la izquierda o hacia la derecha?¿Se elevará, en 
algún momento, el extremo A sobre la superficie? 


(Téngase presente que, al caer la barra, la fuerza normal 
disminuye y el rozamiento llegará a no ser suficiente para evi- 
tar el deslizamiento de la barra. Por tanto, probablemente será 
necesario utilizar el método de Euler descrito en el Apéndice С 
para resolver las ecuaciones diferenciales del movimiento.) 


Figura P16-113 


С16-114 La rueda con radios representada en la figura P16-114 
rueda sin deslizamiento por una superficie horizontal. Como 
ha perdido un par de radios, el centro de masa de esta rueda 
de 12 kg se halla a 50 mm de su centro y el radio de giro respec- 
to al eje horizontal que pasa por su centro de masa es igual a 
0,6 m. Si el centro de la rueda tiene una celeridad de 3 m/s 
cuando 6 = 0, calcular y representar gráficamente:). 


| 


750 тт 


Figura P16-114 
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a. Las fuerzas normal y de rozamiento que se ejercen sobre la 
rueda en función de 0 (0° = Ө = 360°). 

b. La velocidad angular 6 de la rueda en función de 9 (0° = Ө 
<360"). 


С16-115 La rueda desequilibrada A representada en la figura 
Р16-115 pesa 100 N y su radio de giro respecto al eje de rota- 
ción es igual a 125 mm. El cable unido a la rueda sostiene un 
bloque B que pesa 50 N. Si se suelta el sistema partiendo del re- 
poso cuando 0 = 0, calcular y representar gráficamente: 


а. La fuerza que el eje en A ejerce sobre la rueda en función de 
su posición angular 0 (0° = 6 = 600°). 
b. La tensión del cable en función de 8 (0° = Ө = 600°). 


Figura P16-115 


С16-116 El mecanismo biela-manivela de la figura P16-116 es 
una idealización de cigüeñal, biela y pistón de motor de auto- 
móvil. Trátese la biela como varilla uniforme de longitud lyc = 
175 mm y masa 0,12 kg. El brazo del cigüeñal tiene una longi- 
tud Гав = 75 mm y la masa del pistón es 0,17 kg. Si el cigüeñal 
gira con velocidad angular constante 0 =4800 rpm, calcular y 
representar gráficamente:. 


Figura P16-116 


а, La fuerza que el cigüeñal ejerce en В a la biela en función de 
0 (0° = Ө = 360°). 

b. La fuerza que la biela ejerce en el pistón en función de Ө (0° 
= Ө = 360°), 


216-117 El mecanismo representado en la figura P16-117 es 
una simplificación de la prensa de imprenta. El rodillo es un ci- 
Благо macizo que pesa 80 N, la barra AB gira en sentido anti- 
horario con velocidad angular constante 0 - 15 rpm y el peso 
de la barra BC es despreciable. Si las longitudes son yy = 0,75 
m, la = 1,2 m y el radio del rodillo es de 0,30 m, calcular y re- 
presentar gráficamente: 


a Las fuerzas normal у de rozamiento que se ejercen sobre el 
rodillo en función de 0 (0° < 0 = 360°). 

5. La fuerza que el miembro BC ejerce sobre el rodillo en fun- 
ción de 0 (0° = Ө < 360°). 
El par que se necesita para mover la barra AB con celeridad 
angular constante en función de 0 (0° = Ө = 360°). 


Figura P16-117 


C 16-118 Una bola de juego de bolos tiene una masa de 7 kg y 
un diámetro de 220 mm. Se suelta la bola por la pista con una 
velocidad inicial de 6 m/s y velocidad angular nula. Si el coefi- 
ciente de rozamiento entre bola y pista vale 0,1, calcular y re- 
presentar gráficamente: 


а. La velocidad ос del centro de masa de la bola, la velocidad 
ос del punto más bajo de la bola en contacto con la pista у 
la velocidad angular œde la bola, todo ello en función de su 
posición xç medida a partir del momento en que se suelta 
la bola hasta que choca con el bolo situado a 18,25 m. 

b. La posición xç y la velocidad vç del centro de masa de la 
bola hasta que choca con el bolo situado a 18,25 m. 
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energía potencial gravitatoria en ener- 
gía cinética. 
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CINÉTICA 


MÉTODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA 


Рсовф-? 


DEL PUNTO: 


` 


асв" 


Figura 17-1 


17.1 INTRODUCCIÓN 


En los dos capítulos anteriores, se han resuelto problemas de Cinética utilizan- 
do la segunda ley de Newton. En este capítulo y el siguiente, presentaremos 
otro método —el del trabajo y la energía cinética— que resulta útil para resol- 
ver ciertos tipos de problemas de Cinética. 

En el método de la segunda ley de Newton, se utilizaban las ecuaciones ins- 
tantáneas del movimiento para relacionar las fuerzas que se ejercen sobre un 
cuerpo con la aceleración de éste. Si se aplicaban las ecuaciones a una posición 
concreta del cuerpo, sólo se obtenían relaciones instantáneas. Si se aplicaran las 
ecuaciones a una posición arbitraria del cuerpo, la aceleración resultante se po- 
día integrar utilizando los principios de Cinemática tratados en los capítulos 
13у14. 

Yal método trabajo-energía combina los principios de la Cinemática con la 
segunda ley de Newton para relacionar directamente la posición y la celeridad 
de un cuerpo. En este método, la segunda ley de Newton se integra en un sen- 
tido general respecto a la posición. Para que este método sea útil, está claro que 
las fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo deben ser funciones de la posición ex- 
clusivamente. Sin embargo, para ciertos tipos de estas fuerzas, las integrales re- 
sultantes se pueden calcular en forma explícita. El resultado es una sencilla 
ecuación algebraica que relaciona las celeridades del cuerpo en dos posiciones 
de su movimiento diferentes. 

Como el método trabajo-energía combina los principios de la Cinemática 
con la segunda ley de Newton, no constituye un principio ni nuevo ni indepen- 
diente, Todo problema que pueda resolverse con el método trabajo-energía po- 
drá también resolverse utilizando la segunda ley de Newton. No obstante, el 
método trabajo-energía, cuando sea aplicable, suele constituir la manera más 
fácil de resolución del problema. 


17.2 TRABAJO DE UNA FUERZA 


En Mecánica, una fuerza efectúa un trabajo solamente cuando el punto al cual 
está aplicada está en movimiento. Por ejemplo, cuando se aplica una fuerza 
constante P a una partícula que recorre en línea recta una distancia d, como se 
indica en la figura 17-1, el trabajo que efectúa la fuerza P es, por definición, el 
producto escalar 


(17-1) 


donde ф es el ángulo que forman los vectores Р y d. La ecuación 17-1 se suele 
interpretar diciendo: El trabajo efectuado por la fuerza P es el producto de su módulo 
por la proyección sobre ella del desplazamiento, d cos ф (fig. 17-1). También podría- 
mos haber asociado cos ф a la fuerza Р еп vez de al desplazamiento d. Enton- 
ces, la ecuación 17-1 se interpretaría diciendo: El trabajo efectuado por la fuerza es 
el producto del módulo d del desplazamiento por la proyección P cos ф de la fuerza so- 
bre la dirección del desplazamiento (fig. 17-1). 

Cuando 0 = ф< 90°, la fuerza y el desplazamiento tienen el mismo sentido 
y el trabajo efectuado por la fuerza será positivo. Cuando 90%< ф = 180°, la 
fuerza y el desplazamiento tienen sentidos opuestos y el trabajo efectuado por 
la fuerza será negativo. Cuando ф = 90°, la fuerza es perpendicular al despla- 


zamiento y el trabajo que efectúa es nulo. Desde luego, cuando el desplaza- 
miento sea nulo, d = 0, también lo será el trabajo efectuado por la fuerza. 

Las dimensiones del trabajo son las del producto de una fuerza por una dis- 
tancia. RR el sistema SI de unidades, la unidad de trabajo es el joule (1 J = 
1N - m)! Enel US. Customary system, la unidad de trabajo no tiene nombre 
particular y se expresa, simplemente, por ft - lb (pie · libra). 

Cuando la fuerza no sea constante o el desplazamiento no sea rectilíneo, la 
ecuación 17-1 servirá para expresar el trabajo efectuado por la fuerza en una 
parte infinitesimal, dr, del desplazamiento: 


dU = Р.аг= Р ds cos ф = P, ds 72) 
= р, dx+P, dy+P, dz М 
donde dr = ds e, = dxi + йу] + dzk. Integrando la ecuación 17-2 a lo largo del 
camino de la partícula desde la posición 1 a la posición 2 tendremos el trabajo 
U, ¿efectuado por la fuerza 


Usa = fi du = f? Pyas 
р, ах+ [° P, dy+ [2 P, dz е 
ше wafe ү vf н, 


En algunos casos podremos desconocer la relación funcional entre fuerza y 
A Еп su lugar, las componentes de la fuerza (P, o bien Р,, P, y 

- pueden venir dadas en forma de gráficas (fig. 17-2). Entonces, las integrales 
а la ecuación 17-3 representan el área encerrada bajo la curva y se deberán cal- 
cular numéricamente, 


15.2.1 Trabajo efectuado por una fuerza constante 


Cuando a un punto material se aplica una fuerza constante Р = P,i + Р] 1) + Pak, 
la ecuación 17-3 da el trabajo efectuado por la fuerza sobre el punto en la forma 


Шыр, E dx+ Pf: dy+ lo dz 


= Р, (хох) +P, (у-ур) +P, (2,-2,) 


Ibsérvese que el valor del trabajo efectuado por una fuerza constante depende 
Фе las coordenadas de los puntos extremos del camino recorrido pero no de la 
sorma de éste. Еп el caso de la fuerza constante Р representada en la figura 
17-3, no importa que el punto material recorra el camino a que lleva del punto 
1 al punto 2 о que recorra el camino b o cualquier otro camino entre dichos 
pentos. El trabajo efectuado por la fuerza Р es siempre el mismo. Las fuerzas 
тата las cuales el trabajo que efectúan es independiente del camino (entre dos 
puntos dados) se denominan fuerzas conservativas. Se estudiarán con mayor 
detalle еп el apartado 17.5. 

El peso W de una partícula constituye un ejemplo de fuerza constante, 
Cuando los cuerpos se mueven en la proximidad de la superficie de la Tierra, 


Observemos que el trabajo y el momento de una fuerza tienen iguales dimensiones: ambos son 
= producto de una fuerza por una longitud. Sin embargo, trabajo y momento son conceptos to- 
taimente diferentes y la unidad particular joule sólo deberá utilizarse para describir un trabajo о 
=a energía. El momento de una fuerza deberá siempre expresarse еп N - т. 
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CINÉTICA DEL PUNTO: 
DE TRABAJO Y ENERGÍA 


Trayectoria 


Figura 17-5 


Figura 17-6 


la fuerza de la gravedad terrestre es prácticamente constante (Р,-0,Р,-0у 
Р,--И/). Por tanto, el trabajo que sobre una partícula efectúa su propio 
peso será -W(2, – 21). Cuando z, > тү, la partícula se mueve hacia arriba (en 
sentido opuesto a la fuerza de la gravedad) y el trabajo efectuado por ésta 
es negativo. Cuando z; < z4, la partícula se mueve hacia abajo (en el sentido 
de la fuerza de la gravedad) y el trabajo que ésta efectúa es positivo. 


17.2.2 Trabajo efectuado por la fuerza de un resorte lineal sin masa 


La fuerza necesaria para estirar un resorte lineal sin masa es directamente pro- 
porcional al alargamiento del resorte 


Р-Ц6-6) = 6 (17-4) 


donde ё ев una constante llamada módulo del resorte у 6, б y бѕоп la longitud 
actual, la longitud natural y la deformación del resorte a partir de su posición 
relajada, respectivamente. Cuando la longitud actual es mayor que la natural 
(8> 0), el resorte está estirado y la fuerza Р es positiva, como se indica en la fi- 
gura 17-4. Cuando la longitud actual es menor que la natural (5 < 0), el resorte 
está comprimido y la fuerza P es negativa (la fuerza está, en realidad, compri- 
miendo el resorte). 

Cuando el resorte de la figura 17-4 se une a una partícula, la fuerza que so- 
bre ella se ejerce tiene igual módulo y dirección, pero sentido opuesto, que la 
que se ejerce sobre el resorte (fig. 17-5). Si la partícula pasa de la posición 1 
(donde la deformación del resorte es ô) a la posición 2 (donde la deformación 
del resorte es &), el trabajo efectuado por el resorte sobre la partícula será 


ш-з- [4846 = цә әр (17-5) 


donde el signo menos se debe а que la fuerza + безід dirigida hacia la izquier- 
da de la partícula y el desplazamiento 2510 está hacia la derecha. Si 0 < б< 6. 
el movimiento resultante de la partícula tiene lugar hacia la derecha (opuesto 
а la fuerza del resorte) y el trabajo efectuado sobre la partícula es negativo. Si 
D< & < ô, la fuerza del resorte y el movimiento están dirigidos hacia la derecha 
y el trabajo efectuado sobre la partícula es positivo. 


17.3 TEOREMA DE LAS FUERZAS VIVAS 


El teorema de las fuerzas vivas se obtiene integrando la segunda ley de 
Newton respecto a la posición. Consideremos el punto material de masa т 
cuyo diagrama de sólido libre es el representado en la figura 17-6. La fuerza R 
representa la resultante de todas las fuerzas exteriores que se ejercen sobre el 
punto. Según la segunda ley de Newton, su componente tangencial es 


du 
R,=ma, = тар (17-6) 


donde v = ve, = (ds/dt)e, y dr = ds е. Aplicando la regla de la cadena para la de- 
rivación, la ecuación 17-6 puede escribirse en la forma 


(17-7) 


Por último, integrando esta ecuación a lo largo de la trayectoria del punto de 1 
a 2 tenemos 


ШЕ R, ds = "|; ой = это} - mot (17-8) 
Pero el primer miembro de la ecuación 17-8 no es más que el trabajo total 
Ц, 2 =|} R,ds efectuado por la fuerza resultante R durante el movimiento so- 
bre el punto material. Los términos del segundo miembro de la ecuación 17-8 
reciben el nombre de energía cinética del punto material T = Una, que es lo 
que antiguamente se llamaba semifuerza viva. Evidentemente, la unidad de me- 
dida de la energía cinética es la misma que la del trabajo: joule (J) o ft * lb. 

La ecuación 17-8 expresa el teorema de las fuerzas vivas: 


Т,-Ті- Шш (17-9а) 
que nos dice que el incremento total de energía cinética de un punto material еп ип 
desplazamiento de una posición 1 a otra posición 2 es igual al trabajo efectuado sobre 
el punto por las fuerzas exteriores durante el desplazamiento. De otra manera, el teo- 


rema de las fuerzas vivas se puede escribir en la forma 
тк Ti (17-9b) 


que dice que la energía cinética final de un punto material es igual a la suma de su 
energía cinética inicial más el trabajo efectuado sobre el punto por las fuerzas exterio- 
res. 

Como la masa т y el cuadrado de la velocidad v? son cantidades positivas, 
la energía cinética de un punto material será siempre positiva. Si es positivo el 
trabajo efectuado sobre el punto material, la energía cinética final será superior 
a la inicial (0< T, < T3). Si el trabajo efectuado fuese negativo, la energía cinética 
final sería inferior а la inicial (0 < Т < Ty). 

La ventaja del método trabajo-energía es que relaciona directamente la ce- 
leridad del punto en dos posiciones diferentes de su movimiento con las fuer- 
zas que trabajan durante éste. Si aplicáramos directamente la segunda ley de 
Newton, se obtendría la aceleración para una posición arbitraria del punto y 
luego tendríamos que integrarla utilizando los principios de la Cinemática. El 
método del teorema de las fuerzas vivas combina estos dos pasos en uno. 

Las limitaciones de este método estriban en que la ecuación 17-9 es una 
ecuación escalar de la que sólo puede despejarse una incógnita, la aceleración 
no se puede calcular directamente y sólo intervienen las fuerzas que trabajan. 
Sin embargo, estas limitaciones no suelen ser serias. La componente normal de 
la aceleración es función de la velocidad а, =1? / р y la velocidad se halla fácil- 
mente utilizando el teorema de las fuerzas vivas. Entonces se puede utilizar la 
componente normal de la segunda ley de Newton para determinar las fuerzas 
que se ejercen normalmente a la trayectoria y, en consecuencia, no trabajan. 

Por último, para asegurarnos de haber identificado y considerado todas las 
fuerzas, hay que dibujar el diagrama de sólido libre. Aun cuando en la ecua- 
ción del teorema de las fuerzas vivas no intervengan las fuerzas que no traba- 
jan, éstas pueden ser necesarias para cualquier otra cuestión. Siempre será una 
buena costumbre trazar un diagrama de sólido libre completo. 
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17.4 SISTEMAS DE PUNTOS MATERIALES 


La aplicación del teorema de las fuerzas vivas a un punto material nos da una 
ecuación escalar. Por tanto, cuando tengamos un grupo de puntos materiales 
en interacción, podremos aplicar el mencionado teorema a cada uno de ellos y 
sumar las ecuaciones que se obtengan, Tendremos así una ecuación escalar de 
la que podremos despejar una incógnita como máximo. A menos que conozca- 
mos los movimientos de la mayoría de los puntos, esta ecuación no nos será 
muy útil. Una excepción de este hecho, en la que la ecuación es útil, la tenemos 
cuando los puntos están rígidamente unidos, en cuyo caso podremos utilizar 
la Cinemática para relacionar sus movimientos. 


17.4.1 Dos partículas unidas por un vínculo rígido sin masa 


Consideremos las dos partículas representadas en la figura 17-7a, que están 
unidas por un vínculo rígido sin masa. En la figura 17-7b podemos ver los 
diagramas de sólido libre de las partículas, donde К; y К, representan las re- 
sultantes de las fuerzas exteriores que se ejercen sobre dichas partículas; ғ, y fy 


(а) 


dy 


dx 4 


Ri 
ib) 


Figura 17-7 


representan las fuerzas interiores entre el vínculo y las partículas. Como supo- 
nemos despreciable la masa del vínculo, la aplicación de la segunda ley de 
Newton al diagrama de sólido libre de éste nos da EF = ma = 0 y УМС = Ісе = 
0. Por tanto. suponiendo que sobre el vínculo no se ejercen fuerzas exteriores, 
las fuerzas Ё; y 6, estarán soportadas por el vínculo, serán de igual módulo у 
tendrán sentidos opuestos (Ё, = — fı) tal como se indica en la figura 17-7b. 

Durante un desplazamiento infinitesimal de las partículas, la 1 recorrerá 
una distancia dx а lo largo del vínculo y otra dy, perpendicularmente а él. 
Como el vínculo es rígido, la partícula 2 recorrerá la misma distancia dx a lo 
largo del vínculo, pero una distancia dy, diferente perpendicularmente а él. 
Así, el trabajo [40 = £,- (dxi) = — f, + (dxi)] que el vínculo efectúa sobre la par- 
tícula 2 será el opuesto al |40, = f; · (dxi)] que efectúa sobre la partícula 1 du- 
rante el desplazamiento infinitesimal. Cuando se suman las ecuaciones que 
expresan el teorema de las fuerzas vivas aplicado a una y otra partícula, los tra- 
bajos efectuados por las fuerzas internas ғ, y Ё, se compensarán en todo instan- 
te quedando 


(то “| R- БЕЛІ +f Ra- drs) = түрү + imo} 


Es decir, la ecuación 17-9 también será aplicable a la pareja de partículas unidas 
si interpretamos que T; y Tyson, respectivamente, las sumas de las energías ci- 
néticas iniciales y de las energías cinéticas finales de las partículas y quel, _, , 
es el trabajo efectuado sobre ambas partículas por las fuerzas exteriores que so- 
bre ellas se ejercen. Mientras las partículas estén rígidamente unidas, las fuer- 
zas internas entre el vínculo y las partículas no trabajan. 

Análogamente, cuando dos cuerpos estén unidos por un hilo flexible е inex- 
tensible, el trabajo resultante que la fuerza del hilo efectúa sobre los cuerpos es 
nulo, Suponiendo despreciable la masa del hilo y que todas las poleas sean pe- 
queñas, sin masa y /o sin rozamiento, las dos fuerzas de los extremos del hilo 
serán de igual módulo. Como el hilo es inextensible, las componentes, en las 
direcciones y sentidos de las fuerzas, de los desplazamientos de los extremos 
serán de igual valor y el trabajo total efectuado por el hilo será nulo. 


2 Sistema cualquiera de partículas en interacción 


En el caso general de un sistema cualquiera de partículas en interacción, tam- 
bién podemos sumar las ecuaciones resultantes de aplicar a cada partícula el 
teorema de las fuerzas vivas. El resultado será el mismo que se expresa en la 
ecuación 17-9 si se interpreta que Т, y Tyson las sumas de las energías cinéticas 
iniciales y finales, respectivamente, de todas las partículas que constituyen el 
sistema y que М; ,/ es el trabajo que efectúan sobre las partículas todas las fuer- 
саз, tanto internas como externas. Aun cuando las fuerzas internas siempre apa- 
recen por parejas de igual módulo y dirección pero de sentidos opuestos, los 
desplazamientos de sus puntos de aplicación suelen ser diferentes a menos 
que las partículas estén unidas rígidamente. Por tanto, el trabajo efectuado por 
todas las fuerzas interiores no tiene por qué ser nulo. 
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CINÉTICA DEL PUNTO: 
METODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA Una caja que pesa 80 N se desliza hacia abajo por una rampa según se indica en 
la figura 17-8a. Si se suelta la caja partiendo del reposo a 3 т por encima de la 
base de la rampa y el coeficiente de rozamiento entre caja y rampa vale ду = 0,20, 
determinar la celeridad de la caja cuando llegue al punto más bajo de la rampa. 


JEMPLO 


SOLUCIÓN 


En la figura 17-8b se ha representado el diagrama de sólido libre de la caja en una 
posición genérica a lo largo de la rampa. La fuerza normal N no trabaja por ser 
perpendicular al movimiento. Sin embargo, aun cuando no afecte a la ecuación 
que da el teorema de las fuerzas vivas, deberá hallarse dicha fuerza para deter- 
minar el trabajo que efectúa el rozamiento. Como la caja no se mueve en la di- 
rección y, se despejará fácilmente de la ecuación de la segunda ley de Newton 
EF, = та, = 0, dando М = 80 cos 60% = 40 М. Por tanto, la fuerza de rozamiento 
será F = (0,20)(40) = 8,00 N. 

Como la caja parte del reposo, su energía cinética inicial es T,=0. La energía 
cinética final de la caja es 


k КЕЧЕ 2 
C CN Ja 9 TER за “ӨТУ? 
x 


3m 


y los trabajos efectuados sobre la caja por las fuerzas normal, gravitatoria y de 
rozamiento cuando se desliza 3/sen 60° = 3,464 m por la rampa son 


N (Шз =O 
F=pN Up. |4 (80 sen 60%) dx = 24007 
(b) Ui p) p = fot- 1,600 dx = 2771 


Figura 17-8 
respectivamente. Aplicando estos valores en la ecuación que da el teorema de 
las fuerzas vivas se tiene 


0+240,0- 27,7 = 4,0770? 


osea 


0р = 7,22 mis Resp: 


PROBLE PLO 


El bloque de masa 5 kg representado en la figura 17-9a se desliza por un suelo 
horizontal y choca contra el tope B. El coeficiente de rozamiento entre bloque y 
suelo es ш, = 0,25 y la masa del tope es despreciable. (En lo sucesivo, cuando se 
escriba solamente coeficiente de rozamiento, se referirá al coeficiente de roza- 
miento cinético uy) бі la celeridad del bloque es de 10 m/s cuando se halla a 15 
m del tope, determinar 


а. La celeridad vc del bloque en el instante en que choca contra el tope. 
b. La deformación máxima nsx del muelle debida al movimiento del bloque. 


SOLUCIÓN za 

17.4 SISTEMAS DE PUNTOS 

a. En la figura 17-9) puede verse el diagrama de sólido libre del bloque antes MATERIALES 
de entrar en contacto con el tope, Según la segunda ley de Newton, 


EF, = ma, = 0 da N = (5)(9,81) = 49,05 N 


Luego, la fuerza de rozamiento será F = (0,25)(49,05)= 12,263 М. Толя 
La energía cinética inicial del bloque es 


T; = 15710) = 25001 


y la energía cinética cuando está a punto de chocar contra el tope es 
Ту = Қ9о = 2,5002 


El trabajo efectuado por el rozamiento sobre el bloque cuando éste se des- 58 
liza sobre el suelo es 


(Mi, pp = fo 12,263 dx = -183,95 J 


Ет F=uN 
y como la fuerza normal es perpendicular al movimiento, no efectúa traba- E ёк 


јо. Por tanto, según el teorema de las fuerzas vivas, se tiene 

250,0- 183,95 = 2,5000} оза v¿=5.14m/s Resp. р 
(b) 

b. Опа vez en contacto, bloque y tope se moverán juntos. En la figura 17-9¢ 

puede verse el correspondiente diagrama de sólido libre del sistema. Las 

fuerzas normal y de rozamiento siguen siendo N = 49,05 N y F = ШМ = 
12.263 N, respectivamente. La velocidad inicial del bloque en esta fase del ү е 
movimiento es vç = 5,14 m/s y la energía cinética inicial será н 

х,8 


2 Ғ-шм 
Т, = 15x5,14)' = 66051 ке 


En el punto de máxima deformación del muelle, la velocidad del bloque es N 
nula y por tanto, la energía cinética final lo será también (Т/- 0). El trabajo (a 
que sobre el bloque efectúan el rozamiento y el muelle cuando aquél se des- 


liza sobre el suelo una distancia adicional 5,4; será Figura 17-9 


(Uy, pp = fo ™ 12263 ах = —12263 б, 
цр = |)%-20 546 =- 1000 8 ma, 
El teorema de las fuerzas vivas da entonces 


66,05 12,26 3 yyy = 1000 82, = 0 de donde б, -0251ш Resp. 


PRC MA EJEMPLO 


Dos bloques están unidos por una cuerda que pasa por una pequeña polea exen- 
ta de rozamientos (fig. 17-10a). Las masas de la cuerda y la polea son desprecia- 
bles. El coeficiente de rozamiento entre el bloque A y la superficie horizontal es 
Щщ = 0,4. Si se suelta el sistema partiendo del reposo, determinar la celeridad de 
los dos bloques cuando el A haya recorrido 1,8 m hacia la derecha, 
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СІМЕТІСА DEL PUNTO: 
MÉTODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA 


== 
50N 
іы 
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ай 
(a) tb) 
Figura 17-10 


SOLUCIÓN 


En la figura 17-10b pueden verse los diagramas de sólido libre de los bloques. 
Aplicando al bloque A la segunda ley de Newton para las componentes y, se tie- 
ne N =50 N. Entonces, la fuerza de rozamiento aplicada al bloque A resulta ser 
F = (0,4)(50) = 20 N. 

El trabajo que el rozamiento efectúa sobre el bloque A durante su movimien- 
toes 


(шд, = fo? -20 dx = 363 


Cuando el bloque А recorre 1,8 m hacia la derecha, el bloque B desciende 1,8 m, 
por lo que el trabajo que la gravedad efectúa sobre el bloque B será 


(шр, = fo? 25 dy = 4500) 


Ni la fuerza normal N ni el peso del bloque A efectúan trabajo ya que actúan per- 
pendicularmente al movimiento. Por último, considerando como sistema el con- 
junto de los dos bloques, el trabajo que efectúan las fuerzas P se anulará por ser 
la cuerda inextensible, 

Los dos bloques parten del reposo, por lo que la energía cinética inicial del 
sistema será nula (Т) = 0). En el instante final, las celeridades de los dos bloques 
son iguales y la energía cinética de la pareja de bloques será 


=} 392,1 25, 
Түз е): 38230 


Aplicando todos esos valores en la ecuación que traduce el teorema de las fuer- 
zas vivas, se tiene 


0- 36,00 + 45,00 = 3,8230? 
osea 
vy = 1,534 m/s Resp. 


ROBLEMAS 


17-1* Un camión que pesa 37,5 kN va por una carretera a 100 
km/h cuando el conductor ve, de pronto, una res parada en su 
camino a 60 m delante de él (fig. P17-1). Si el conductor tarda 
0,4 s en pisar el freno y el coeficiente de rozamiento entre rue- 
das y calzada vale 0,5. 


2 ¿Puede evitar el atropello sin desviarse a un lado? 

5. ¿En qué posición relativa a la res quedaría detenido el 
camión? 
Si el conductor debiera desviarse a un lado, determinar la 
celeridad que llevaría el camión al pasar junto a la res. 


100 km/h 
+. 


60m 
Figura P17-1 


17-2 Un automóvil de masa 1200 kg recorre una carretera de 
montaña a 90 km/h cuando se produce un desprendimiento 60 
m delante de él (fig. P17-2). La carretera es horizontal y el coe- 
ñciente de rozamiento entre ella y los neumáticos vale 0,5. Si el 
conductor tarda 0,4 s en pisar el freno, 


> ¿Podrá evitar estrellarse contra las rocas desprendidas, sin 
desviarse a un lado? 

2. Si debe desviarse a un lado, determinar la celeridad que Пе- 
хага el auto al pasar junto a las rocas desprendidas. 


Figura P17-2 


17-3* Un Boeing 747 totalmente cargado tiene un peso en el 
despegue de 3300 kN y sus motores desarrollan un empuje to- 
tal de 1000 KN. Si se desprecian la resistencia del aire y el roza- 
miento entre los neumáticos y la pista, determinar qué 
longitud ha de tener ésta para que la celeridad en el despegue 
sea de 225 km/h (fig. P17-3). 


O km/h 


Figura P17-3 


7-4* Оп tren ве mueve a 30 km/h cuando se le desprende el 
último vagón por rotura del enganche. En el instante en que se 
desprende el vagón, se aplican automáticamente los frenos, 
trabando todas las ruedas del vagón desprendido. Si el coefi- 
ciente de rozamiento entre ruedas y raíles vale 0,2, determinar 
la distancia que recorrerá el vagón de masa 180 000 kg antes de 
quedar detenido 


а. Si la vía es horizontal. 
b. Si la vía desciende con una pendiente de 5°. 


17-5 бе catapulta un avión F15, que pesa 125 kN, desde la 
cubierta de un portaaviones mediante un ariete hidráulico (fig. 
P17-5). Determinar la fuerza media que ejerce el ariete sobre el 
avión si en 90 m lo acelera desde el reposo hasta 257 km/h. 


Figura Р17-5 


17-6* Una bala de masa 10 g lleva una velocidad horizontal 
de 400 m/s cuando incide sobre un blanco de madera de 25 
mm de grosor. Aun cuando el blanco la frena, lo atraviesa y cae 
еп un estanque a 50 т (fig. P17-6). Determinar la fuerza media 
que el blanco ejerce sobre la bala. 


400 m/s 


5т--- 
Figura P17-6 


17-7 Cuando el avión de 125 kN de peso, citado en el pro- 
blema 17-5, regresa al portaaviones, lo detiene una combina- 
ción de rozamiento y cable que le aplica una fuerza semejante 
a la de un resorte. Si la celeridad de aterrizaje del avión es de 
225 km/h y el coeficiente de rozamiento entre neumáticos y 
pista vale 0,6, determinar la constante elástica 4 necesaria para 
detener al avión en una distancia de 120 m 


17-8* Una bala de masa 10 g lleva una velocidad horizontal 
de 400 m/s cuando incide en un bloque de madera de 2,5 kg 
(fig. P17-8) incrustándose en él. El bloque se halla inicialmente 
en reposo, la masa del tope B es despreciable y el suelo es liso. 
En el movimiento posterior al impacto, la compresión máxima 
del resorte resulta ser de 73 mm. Determinar 


а. El tanto por ciento de la energía cinética inicial de la bala 
que se pierde en el impacto. 

b. La velocidad de bloque y bala en el instante en que el blo- 
que entra en contacto con el tope. 


Figura P17-8 


17-9 Еп un tinglado, se mueven bultos entre distintos nive- 
les haciéndolos deslizar hacia abajo por rampas, según se in- 
dica en la figura P17-9. El coeficiente de rozamiento entre bulto 
y rampa vale ш. =0,25. El ángulo en la base de la rampa es brus- 
со pero liso y 0 = 30°. Si se suelta un bulto de peso 100 N par- 
tiendo del reposo en f= 3 m, determinar 


а. La celeridad del bulto cuando llega al punto más Бајо de la 
rampa. 

b. La distancia d que recorrerá el bulto sobre la superficie ho- 
rizontal antes de detenerse. 


Figura P17-9 


17-10* En un tinglado, se mueven bultos entre distintos nive- 
les haciéndolos deslizar hacia abajo por rampas, según se indi- 
ca en la figura P17-9. El coeficiente de rozamiento entre bulto y 
rampa vale и, = 0,20. El ángulo en la base de la rampa es brus- 
со pero liso y Ө = 30°. Si se suelta un bulto de masa 10 kg par- 
tiendo del reposo en f = 3 m con una velocidad inicial de 5 
m/s hacia abajo de la rampa, determinar 


a. La celeridad del bulto cuando llega al punto más bajo de la 
rampa. 

b. La distancia d que recorrerá el bulto sobre la superficie ho- 
rizontal antes de detenerse, 


17-11 En un tinglado, se mueven bultos entre distintos nive- 
les haciéndolos deslizar hacia abajo por rampas, según se indi- 
ca en la figura P17-9. Si un bulto de peso 150 М parte еп (=7,5 
m con una celeridad inicial de 4,5 m/s hacia abajo por una 
rampa de 0= 10°, determinar qué valor ha de tener el coeficien- 
te de rozamiento 4} para que llegue al punto más bajo de la 
rampa con velocidad nula. 


17-12* Por una rampa de 30 se desliza una caja de masa 10 kg 
según se indica en la figura P17-9. El coeficiente de rozamiento 
en el suelo y entre caja y rampa es ц, = 0,25 y el ángulo en la 
base de la rampa es brusco pero liso. Si la caja parte en (=3 m, 
hacia arriba de la rampa соп una celeridad inicial de 5 m/s, de- 
terminar 


a. La celeridad de la caja cuando vuelva a estar en su posición 
de partida, 

b. La celeridad de la caja cuando llegue al punto más bajo de 
la rampa. 

€. Га distancia d que se deslizará la caja sobre la superficie ho- 
rizontal antes de detenerse. 


17-13 Una caja que pesa 100 N se desliza por una rampa se- 
gún se indica en la figura P17-9. La caja parte en f =3 m con 
una celeridad de 4,5 m/s hacia arriba de la rampa y el ángulo 
en la base de ésta es brusco pero liso. Si los coeficientes de ro- 


zamiento estático y cinético valen 0,40 y 0,30, respectivamente, 
determinar 


2. El mínimo ángulo 6 para el cual la caja volverá a su posi- 
ción inicial. 

b. La celeridad de la caja cuando llegue al punto más bajo de 
la rampa. 

£. La distancia d que se deslizará la caja sobre la superficie ho- 
rizontal antes de detenerse. 


17-14* Cuando los bultos del problema 17-10 salgan de la 
rampa con demasiada velocidad, será necesario un tope como 
el representado en la figura P17-14 para pararlos. El coeficiente 
de rozamiento entre bulto y suelo es 4, = 0,25, la constante del 
resorte es 4 = 1750 N /m y la masa del tope В es despreciable. 
Si la celeridad de un bulto de 2,5 kg es vọ= 8 m/s cuando se ha- 
lle a (=3 т del tope, determinar 


a El máximo acortamiento 5 del resorte. 
5. La posición final del bulto en reposo. 


B 


5 


Figura P17-14 


17-15 Cuando los bultos del problema 17-9 salgan de la ram- 
та con demasiada velocidad, será necesario un tope como el 
тертезепіадо еп la figura P17-14 para pararlos. La constante 
del resorte es & = 100 N/m y la masa del tope В es desprecia- 
ble. Si los coeficientes de rozamiento estático y cinético de un 
balto de 75 М de peso valen 0,6 y 0,4, respectivamente, deter- 
minar la máxima celeridad inicial 2% que puede tener el bulto 
єт £=1,5 т para no rebotar en el tope. 


75197 Cuando los bultos del problema 17-10 salgan de la 
rampa con demasiada velocidad, será necesario un tope como 
el representado en la figura P17-14 para pararlos. El coeficien- 
he de rozamiento cinético entre bulto y suelo es ш = 0,2, la 
constante del resorte es £ = 250 N/m y la masa del tope В es 
despreciable. Si la celeridad de un bulto de 5 kg es v= 3,5 
mis cuando se halla a = 3 m del tope, determinar el mínimo 
eficiente de rozamiento estático que haga que el bulto no re- 
ікже en el tope. 


2747 Un punto material está unido a un resorte alineal (sua- 
тгапһе) para el cual la relación entre fuerza y deformación es 


Е-606-2676 


donde F se expresa еп newton y беп metros. Determinar el tra- 
Dajo que el resorte efectúa sobre el punto cuando su alarga- 
mento pasa de 5= 25 mm hasta 6- 62,5 mm. 


17-18* Un punto material está unido a un resorte alineal (en- 
durecedor) para el cual la relación entre fuerza y deformación 
es 


F = 1200(6 +10 52) 


donde F se expresa en newton у беп metros. Determinar el tra- 
bajo que el resorte efectúa sobre el punto cuando su alarga- 
miento pasa de 5 = 150 mm а 6-50 mm. 


17-19 La presión en el cuerpo de bomba cilíndrico de la figu- 
ra P17-19 es inversamente proporcional al volumen del gas 
(p = constante / volumen). Inicialmente, el émbolo está en repo- 
so, x = 15 cm y p=2P ati donde Paim = 1,013 х 10° Ра. Si se man- 
tiene constante la presión del aire en la superficie exterior del 
émbolo (= Pat), determinar para el ulterior movimiento 


а. La celeridad máxima т, del émbolo. 

b. El desplazamiento máximo хз, del émbolo. 

с. La mínima fuerza constante F que hay que aplicar al émbo- 
lo para limitar su movimiento de manera que Хх, < 45 cm. 


10ст 
diámetro 


17-20* Un bloque de 2 kg se desliza por un piso exento de ro- 
zamientos y choca contra los topes representados en la figura 
P17-20. Los dos resortes lineales son iguales y de constantes re- 
cuperadoras Ё = 1,5 kN/m, pudiéndose despreciar las masas 
de los topes. Si la celeridad inicial del bloque es de 4 m/s, de- 
terminar la máxima deformación de los resortes. 


100 mm 
Figura P17-20 


17-21 Una caja de peso 25 М asciende por una rampa inclina- 
da 25° con una celeridad inicial de 13,5m/s según se indica en 
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la figura P17-21. Si el coeficiente de rozamiento entre rampa y 
caja es u= 0,3 y f =3 m, determinar 


a. La celeridad de la caja cuando alcance la parte alta de la 
rampa. 

b. La máxima altura h que alcanzará la caja. 

с. Га distancia 4 a la cual la caja chocará contra la superficie 
horizontal. 


Figura P17-21 


17-22* Una саја de 5 kg asciende por una rampa inclinada 25° 
con (=5 т, según se indica en la figura P17-21. Si el coeficiente 
de rozamiento entre rampa у caja es ш, = 0,5, determinar la ce- 
leridad inicial ор para la cual la caja alcanzará el ángulo de arri- 
ba con celeridad nula. 


17-23 Una caja de peso 50 М asciende por una rampa inclina- 
da 30° con ( = 4,0 m, según se indica en la figura P17-21. Si el 
coeficiente de rozamiento entre rampa y caja es ш, = 0,3 y la caja 
choca contra la superficie horizontal en d = 1,5 m, determinar 


а. La celeridad inicial г; de la caja. 
b. La máxima altura Й que alcanza la caja. 


17-24* Una caja de masa 7 kg asciende por una rampa inclina- 
da 60° con = 3 m, según se indica en la figura P17-21. Si el coe- 
ficiente de rozamiento entre rampa y caja es ш, = 0,3 y la máxi- 
ma altura alcanzada por la caja es de 360 mm, determinar 


a. La celeridad inicial гр de la caja. 
b. La distancia d a la cual chocará la caja contra la superficie 
horizontal. 


17-25 Cuando se dispara una bala con un rifle, la presión en 
el interior del cañón varía según se indica en la figura Р17-25. 
El cañón tiene una longitud de 60 cm y un diámetro de 6,25 
mm. Бі la bala pesa 0,125 М y las fuerzas de rozamiento son 
despreciables frente a la fuerza del gas, estimar la velocidad 
inicial (con la que la bala sale por la boca del cañón). 
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17-26% Un bloque de 5 kg se desliza рог el interior de un can- 
jilón cilíndrico, según se indica en la figura P17-26. El radio del 
cilindro es de 3 т. Si el bloque parte del reposo cuando = 30°, 
determinar su celeridad cuando 0= 90°, 


[| 9а 
EN 
4 


Figura Р17-26 


17-27 Los dos bloques representados en la figura Р17-27 es- 
tán unidos mediante un hilo inextensible y sin peso. Se sueltan, 


Figura P17-27 


partiendo del reposo, siendo d = 45 cm. Sus pesos son W4 =25 
N y W¿=50N y el resorte (€ =333 N/m) se halla indeformado 
en la posición inicial. Determinar qué velocidad lleva el bloque 
В cuando alcanza el suelo 


17-21% Los dos bloques representados en la figura P17-27 es- 
tán unidos mediante un hilo inextensible y sin peso. Se sueltan, 
partiendo del reposo, siendo 4 - 500 mm, Las masas de los blo- 
ques son m4= 6 kg y тв= 4 kg y el resorte está indeformado en 
la posición inicial. Determinar el mínimo valor que ha de tener 
la constante del resorte para que el bloque B no choque contra 
el suelo en el ulterior movimiento. 


17-19 Los dos bloques representados en la figura Р17-29 es- 
tán unidos mediante un hilo inextensible y sin peso. Se sueltan, 
partiendo del reposo, cuando el resorte está indeformado. Los 
weficientes de rozamiento estático y dinámico valen 0,2 y 0,1, 
sespectivamente. Para el ulterior movimiento, determinar 


+ La máxima velocidad de los bloques y el alargamiento que, 
en esa condición, sufre el resorte. 
+ La máxima caída del bloque de 25 N. 


© Si rebotarán los bloques en la posición del apartado b. 


333 N/m 


Figura P17-29 


77-20" Los dos bloques representados еп la figura P17-30 es- 
täs unidos mediante un hilo inextensible y sin peso, Se sueltan, 
¡partiendo del reposo, cuando el resorte está indeformado. Los 
sveficientes de rozamiento estático y cinético valen 0,3 y 0,2, 
respectivamente, Para el ulterior movimiento, determinar. 


1 kN/m 


Figura P17-30 


a. La máxima velocidad de los bloques y el alargamiento que, 
en esa condición, sufre el resorte. 

b. La máxima distancia que recorrerá el bloque de 10 kg, hacia 
abajo, por el plano inclinado. 


с. Si rebotarán los bloques en la posición del apartado В. 


17-31 Los dos bloques representados en la figura P17-31 es- 
tán unidos mediante un hilo inextensible y sin peso, El coefi- 
ciente de rozamiento entre el bloque de 50 N y el suelo es д = 
0,6. Si se sueltan los bloques partiendo del reposo cuando el re- 
sorte está alargado 375 mm, determinar, para el ulterior movi- 
miento, la máxima velocidad de los bloques y el alargamiento 
que, en esa condición, sufre el resorte. 


1000 N/m 


Figura P17-31 


17-32* Los dos bloques representados en la figura Р17-32 es- 
tán unidos mediante un hilo inextensible y sin peso. Sesueltan, 
partiendo del reposo, en la posición representada, en la que el 
resorte está alargado 150 mm. Rozamientos despreciables. 
Para el ulterior movimiento, determinar la máxima distancia 
sobre el suelo a la que ascenderá el bloque de 2 kg. 


400 mm 
Figura P17-32 


17-32 Los dos bloques representados en la figura P17-33 es- 
tán unidos mediante un hilo inextensible y sin peso. La super- 
ficie horizontal y el poste vertical carecen de rozamiento. En la 
posición representada, el bloque de 10 N lleva una velocidad 
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de 1,5 m/s hacia la derecha. Determinar, para el ulterior movi- 
miento, la máxima distancia a la que ascenderá, desde su posi- 
ción inicial, el bloque de 25 М. 


1,5 m/s 
=> 


375 mm 


25N 


500 тт 


Figura P17-33 


17-34 Los dos bloques representados en la figura P17-34 es- 
tán unidos mediante una barra inextensible y sin peso. Las 
guías horizontal y vertical están exentas de rozamientos. Si se 
sueltan los bloques, partiendo del reposo, en la posición repre- 
sentada, determinar la velocidad del bloque de 3 kg cuando: 


a. Esté al mismo nivel que el bloque de 2 kg. 
b. Esté 150 mm por debajo del bloque de 2 kg. 


240 mm 


17-35 Un bloque de 15 М se desliza por una guía vertical sin 
rozamiento, según se indica en la figura P17-35. Al extremo del 
hilo inextensible y іп peso amarrado al bloque, se aplica una 
fuerza de 60 N. Si se suelta el bloque, partiendo del reposo, 
cuando d = 80 cm, determinar la velocidad del bloque cuando 
4-45ст. 


Figura P17-35 


17-36* Un bloque de 10 kg se desliza por una superficie hori- 
zontal exenta de rozamientos, según se indica en la figura P17- 
36. Al extremo del hilo inextensible y sin peso amarrado al blo- 
que se aplica una fuerza constante de 50 М. Si se suelta el blo- 
que, partiendo del reposo, desde la posición representada en 
la cual el resorte está indeformado, determinar para el ulterior 
movimiento 


a. La máxima velocidad del bloque y el alargamiento que, en 
esa condición, sufre el resorte. 
b. El alargamiento máximo que sufre el resorte. 


240 mm 


200 N/m 


Figura P17-36 


17.5 FUERZAS CONSERVATIVAS Y ENERGÍA POTENCIAL 


Aun cuando la energía cinética de un punto material viene dada siempre por 
T= | mo?, el trabajo efectuado sobre un punto debe calcularse para cada fuerza 
que sobre él se ejerza. Sin embargo, en el caso de una categoría especial de fuer- 
zas, llamadas fuerzas conservativas, el trabajo también se puede calcular en un 
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sentido general, simplificando considerablemente los cálculos que comporta el 
teorema de las fuerzas vivas. Para estas fuerzas conservativas, el trabajo efec- 
tuado sobre un punto material se calcula a partir de una función energía po- 
tencial que sólo depende de la posición del punto. 


17.5.1 Energía potencial de una fuerza constante 


La fuerza constante constituye un ejemplo trivial de fuerza para la cual el tra- 
bajo efectuado se puede sustituir por una función energía potencial. Conside- 
remos una fuerza constante P aplicada al punto material representado en la 
figura 17-11. Tomaremos el sistema de coordenadas con el eje x dirigido en la 
dirección y sentido de la fuerza. Entonces, el trabajo efectuado por la fuerza Р 
cuando el punto pasa de la posición 1 a la 2 es 


ша = fi Pode = [ора = pf? dx ағар 
= Рх,-Рх 


La integral tiene siempre el mismo valor, independientemente de cuál sea el 
camino seguido por el punto. Por tanto, el trabajo efectuado por la fuerza P se 
obtiene restando el valor de Px correspondiente a la posición inicial (posición 1) 
del valor de Px correspondiente a la posición final (posición 2). 

Para la fuerza constante P, la función escalar! 


Vp = -Px (17-11) 


recibe el nombre de energía potencial де la fuerza. El valor de la energía poten- 
cial depende de la situación del origen a partir del cual se mide x. Para una po- 
sición dada del punto, la energía potencial puede ser positiva, negativa o nula, 
según sea la situación del origen, No obstante, el trabajo efectuado sobre el 
punto material por una fuerza constante P viene dado por la diferencia de 
energía potencial 


0,22 (Va), (Ур) 


y esta diferencia es la misma independientemente de cual sea la situación del 
punto a partir del cual se mida x. La situación a la que corresponde una energía 
potencial nula se denomina punto de referencia o cero de potencial. El punto 
de referencia suele tomarse de manera que haga nula la energía potencial ini- 
cial o la final. 

La unidad de medida para la energía potencial es la misma que para el tra- 
bajo о la energía cinética: el joule (J) en el sistema SI y el ft - Ib en el U.S. Custo- 
mary System. 

En función de la energía potencial, pues, el teorema de las fuerzas vivas se 
traduce en 


Ti+ (Vp) = (Vp) +02 = Т, 


1 La elección V, =- Рх en vez de У, = Рх es arbitraria. El signo menos se incluye para que Ту 
(V), tengan el mismo signo en la ecuación 17-12. 
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17.5 FUERZAS CONSERVATIVAS Y 
ENERGÍA POTENCIAL 


Figura 17-11 
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CINÉTICA DEL PUNTO: 
MÉTODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA 


osea 
Ti+ (Ур) +Ü = Ti+ (Vp) (17-12 


donde Ü, 2 es el trabajo efectuado sobre el punto material por las fuerzas 
que no son Іа Р. 


17.5.2 Energía potencial gravitatoria (g constante) 


La fuerza de gravedad que se ejerce sobre los cuerpos próximos a la superficie 
terrestre puede considerarse constante, Por tanto, la fuerza de gravedad que 
actúe sobre un punto material no es sino un ejemplo particular de fuerza cons- 
tante y el trabajo que la fuerza de gravedad efectúa sobre un punto material 
podrá calcularse mediante una función energía potencial 


W= (Ұ),-(У), 
donde 
V, = mgh = Wh (17-13) 


y h es la altura a la que está el punto material.! Por tanto, el trabajo efectuado 
por las fuerzas gravitatorias se puede incluir en el teorema de las fuerzas vivas 
en la forma 


Ti+ (Vp +Ü 72 = Ты (Уд, (17-14) 


donde 0, „> esel trabajo que las fuerzas distintas de la gravitatoria actúan so- 
bre el punto material. 

La elección del punto de referencia (altura a la cual es nula la energía poten- 
cial gravitatoria) es arbitraria. Aun cuando a menudo se toma la superficie te- 
rrestre, también suele tomarse la altura inicial o final a la que se encuentre el 
punto. 


17.5.3 Energía potencial gravitatoria (fuerza inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia) 


Cuando los puntos materiales se muevan de tal manera que las alturas varíen 
mucho, la fuerza gravitatoria W =- (GMm/r2)e, ya no puede aproximarse a una 
constante. A menudo, el valor de GM se pone en otra forma teniendo en cuenta 
que el peso de un cuerpo es W = mg en la superficie terrestre. Comparando es- 
tas dos expresiones del peso tenemos GM = gR?, donde R es el radio de la Tie- 
rra. Entonces, si se expresa el desplazamiento en coordenadas cilíndricas, 


dr=dre,+rd0 ey+dz е, 
el trabajo efectuado por la gravedad será 


пз -Гм-а--) ча dr 
” np? 


17-15 
= MER? _mgR? и 
T2 т 


Y La energía potencial gravitatoria es +mgh ya que la altura a que se halla el punto aumenta en 
sentido opuesto al de la fuerza gravitatoria. En el apartado anterior, la distancia x aumentaba en 
el sentido de la fuerza Р у por ello la energía potencial era — Px. 


El trabajo que efectúa la fuerza gravitatoria es, pues, independiente del camino 
seguido y sólo depende de la posición del punto al principio y al final del mo- 
vimiento. La energía potencial gravitatoria se define entonces en la forma 


Mal "ук Et Смт (17-16) 


y el trabajo efectuado por la fuerza gravitatoria es 
Urza = (Vo, - (Vo, 


Salvo en lo que respecta a la definición de la función energía potencial, el teo- 
rema de las fuerzas vivas se traduce también en este caso en la ecuación 17-14. 

Observemos que el punto de referencia de la energía potencial gravitatoria 
definido por la ecuación 17-16 se encuentra en r = = y que V, es negativa para 
т < оо. Desde luego, a la energía potencial se le puede sumar siempre una cons- 
tante, dando así un punto de referencia distinto, si se quiere, 


17.5.4 Energía potencial de la fuerza elástica de un resorte lineal 


Consideremos ahora un punto material unido a un resorte lineal en la forma 
que se indica en la figura 17-12a. La fuerza que el resorte ejerce sobre el punto 
es F, = — & бе, у está representada en la figura 17-12b. Por tanto, cuando el re- 
sorte esté estirado, бчегі positiva y el resorte tira del punto en sentido opuesto 
al de e,. En cambio, cuando el resorte esté comprimido, б зегі negativa y el re- 
sorte empujará en el mismo sentido de e,. 

Expresando el desplazamiento en coordenadas cilíndricas, el trabajo que la 
fuerza del resorte F, efectúa sobre el punto es 


Pero la deformación del resorte es la diferencia entre su longitud actual y su 
longitud natural (no deformado) 5= (— f,=r- (y con lo que dó= dr. Así pues, 
el trabajo será 

$, 


U a 


Ш 

! 

Й 
- 
= 
+ 
' 
pa 
> 


(17-17) 


que vuelve a ser independiente de la trayectoria del punto y sólo depende del 
alargamiento del resorte en las posiciones inicial y final. La energía potencial 
de la fuerza del resorte se define entonces en la forma? 


a нё (17-18) 


1 Importa distinguir entre sumar una constante а la función energía potencial y sumar una cons- 
tante al radio r. La forma correcta de fijar el cero de energía potencial en la superficie terrestre 
es V, = mgR—mgR*/r (y no -mgR?/h) donde h =r -R es la altura sobre la superficie terrestre. 

2 Notemos que lo que está elevado al cuadrado es la deformación del resorte y no su longitud o sea, 


= ще еще 6) 
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y el trabajo efectuado por la fuerza del resorte se puede incluir en la expresión 
del teorema de las fuerzas vivas de la manera siguiente: 


Ti+ (V) +2 = T3+ (V); (17-19) 


donde 0 _,> es el trabajo que efectúan sobre la partícula todas las fuerzas me- 
nos la del resorte. 

Notemos que la energía potencial de la fuerza del resorte definida por la 
ecuación 17-18 es nula cuando éste no está deformado. El punto de referencia 
podemos colocarlo al nivel que queramos escribiendo la energía potencial en 
la forma V, = 548?- ¿487 donde б; es la deformación del resorte en el nuevo 
punto de referencia. 


17.5.5  Rozamiento 


Para dar un ejemplo de fuerza no conservativa, citaremos las fuerzas de roza- 
miento dado que el trabajo que efectúan depende del camino que se siga. Las 
fuerzas de rozamiento se oponen siempre al movimiento, por lo que su trabajo 
es siempre negativo. Entonces, cuanto más largo sea el camino recorrido por el 
punto, mayor será el trabajo efectuado por el rozamiento, Como el trabajo efec- 
tuado por las fuerzas de rozamiento no es independiente del camino, las fuer- 
zas de rozamiento no son conservativas y el trabajo que efectúan no podrá 
calcularse a partir de una energía potencial. 


17.5.6 Fuerzas conservativas 


El concepto de energía potencial se puede utilizar siempre que el trabajo de la 
fuerza considerada sea independiente del camino que sigue su punto de apli- 
cación cuando éste pase de una posición inicial a una posición final dadas. De 
dichas fuerzas se dice que son fuerzas conservativas, 

Consideremos una fuerza genérica F para la cual el trabajo efectuado cuan- 
do su punto de aplicación pasa de un punto 1 a un punto 2 es 


ш. = fi F-dr = [i (F, de+F, dy+ F, dz) (17-20) 


Si la integral ha de ser independiente del camino y sólo depende de los extre- 
mos de éste, el integrando de la ecuación 17-20 debe ser una diferencial exacta 


Шат Ге dv) =V,-V, (17-21) 
Ев десіг, 
-dV = F, dx +F, dy +F, dz (17-22) 


donde se incluye el signo menos a fin de que T; y V, tengan igual signo en la 
ecuación 17-12. Como la energía potencial es función de las tres variables de 
posición У = V(x, y, 2), su diferencial vendrá dada por 


14 av av 
as aa dy +5, dz (17-23) 


1 Nótese que V, = 1082—1402 no es lo mismo que 24(8- 62) y que estas dos expresiones no dì- 
fieren en una constante, 


donde dV/dx, dV/dy, ӘУ /дг son las derivadas parciales de la función ener- 
gía potencial V(x,y,z). Por tanto, la comparación de las ecuaciones 17-22 y 17- 
23 nos da 


бе акъ Y dy = = -(F, dx + E, dy +E, dz) (17-24) 
osea 
(Ser) ars (Lar) ау (Lor) dz = 0 (17-25) 


Si el trabajo es efectivamente independiente del camino, la ecuación 17-25 de- 
berá satisfacerse para cualquier elección de dx, dy y dz, de donde se deduce que 


= «=Й = MW 5 
=- =$ Ене” (17-26) 
Es decir, las componentes de la fuerza conservativa Е se obtienen derivando la 
función energía potencial V(x,y,z). 

La ecuación 17-26 se puede expresar con notación vectorial 


RA Ж йе 
ke Kiki ke) = -v (17-27) 


en donde У es el operador vectorial, llamado nabla, 
S) 9 9 Y 
Му Ид; (17-28) 


El vector VV recibe el nombre de gradiente de V. 

Como las componentes de F se derivan todas de una sola función escalar, 
estarán relacionadas entre sí. Por ejemplo, tomando las derivadas parciales de 
F, y F, respecto a y y a x, respectivamente, tenemos 


дЕ, ду дЕ, фу 


е-е ғ =$ (17-29) 
Sin embargo, el orden de derivación es indiferente, por lo que 
дЕ, _ ӘР, 
Жү = БЕ (17-30а) 
Tendremos relaciones análogas entre F, у Е. así como entre F, y Р. 
дЕ, _ƏF, JE, ӘР, 
". == y тегу (17-30b,c) 


Por tanto, será fácil determinar si una fuerza es conservativa o no. Si sus com- 
ponentes satisfacen las ecuaciones 17-30, la fuerza es conservativa y podremos 
hallar una energía potencial. Si sus componentes no satisfacen las ecuaciones 
17-30, la fuerza no es conservativa y no existirá función energía potencial. 


17.6 PRINCIPIO GENERAL DEL TRABAJO Y LA ENERGÍA 


Cuando se utiliza el principio general del trabajo y la energía (ec. 17-9) para re- 
solver un problema, el trabajo que se efectúa sobre un punto material debe cal- 
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cularse para cada fuerza que se ejerza sobre dicho punto. El cálculo del término 
trabajo LI, ,, se simplifica mucho utilizando el concepto de energía potencial. 
El término trabajo del principio trabajo-energía puede dividirse en dos partes 


4, ,,=U/19,,+U(%, (17-31) 


El término LI/9, › representa el trabajo efectuado por todas las fuerzas conser- 
vativas que se ejercen sobre el punto; es decir, por todas las fuerzas que deri- 
van de una energía potencial conocida. Análogamente, el término 11/9), 
representa el trabajo efectuado por las otras fuerzas que se ejercen sobre el 
punto material; es decir, por las otras fuerzas que no derivan de una energía 
potencial o de las cuales no se conoce la energía potencial de la que derivan. 
Entonces, el principio del trabajo y la energía se puede formular de la manera 
siguiente: 

T,+U4(9,+U/%, = Т, (17-32) 


Ahora bien, la parte conservativa del trabajo se puede sustituir por la disminu- 
ción de energía potencial, U{9,, = V, - V,. donde V = V, + V, +... es la suma 
de las energías potenciales de las que derivan las fuerzas conservativas. Ello 
nos da 


T,+V,+U(%, = T+V, (17-33) 


La suma Т + V es la llamada energía mecánica total! E. La ecuación 17-33 ex- 
presa que el incremento resultante de la energía mecánica total entre las posi- 
ciones inicial y final del punto es igual al trabajo que ejercen las fuerzas no 
conservativas sobre el punto material. 

La ecuación 17-33 se utiliza corrientemente para determinar la celeridad o 
la posición de un punto material antes o después de que haya tenido lugar un 
deplazamiento particular. Como el nivel de referencia a partir del cual se de- 
termina la energía potencial es arbitrario, los cálculos se simplificarán si se 
toma dicho nivel de manera que se anulen uno o más términos de la ecuación 
17-33. De hecho, se pueden elegir situaciones diferentes de los puntos de refe- 
rencia para los distintos términos energía potencial. 


17.7 CONSERVACIÓN DE LA ENERGÍA 


En muchos problemas de interés, las fuerzas de rozamiento resultan desprecia- 
bles y las únicas fuerzas que se ejercen sobre un punto material se deben a re- 
sortes elásticos y a la gravedad. En tales casos, 11/%,, = 0 y la ecuación 17-33 
queda en la forma 

T¡+V, =T,+V, (17-34) 
Es decir, cuando las fuerzas que se ejerzan sobre el punto material sean todas 
conservativas. la energía mecánica total se mantiene constante 


E, = E, = constante (17-35) 


1 La energía mecánica total es un término relativo, Como el punto de referencia o nivel cero de la 
energía potencial es arbitrario, un punto material en movimiento puede tener un valor nulo e 
incluso negativo de la energía mecánica total. 


La ecuación 17-34 expresa el Principio de conservación de la energía. La energía 
mecánica total del punto material se conserva en el sentido de que cualquiera 
que sea el valor que E = Т + V tenga en la posición 1, tendrá el mismo valor en 
la posición 2. Toda disminución de la energía potencial vendrá acompañada de 
un aumento de igual valor de la energía cinética y recíprocamente. La constan- 
te de la ecuación 17-35 se determina a partir de la posición y velocidad conoci- 
das del punto en un determinado instante. Como el cero de energía potencial 
está situado arbitrariamente, dicha constante puede ser positiva, nula o nega- 
tiva. 

En realidad, la conservación de la energía no constituye un principio nuevo. 
No es más que un caso particular del principio del trabajo y la energía (ec. 17- 
33). 


17.8 POTENCIA Y RENDIMIENTO 


Potencia y rendimiento son conceptos íntimamente relacionados con los de 
trabajo mecánico y energía mecánica. Toda medida de la energía mecánica que 
una máquina entrega al medio exterior debe tener en cuenta el trabajo que rea- 
liza por unidad de tiempo (potencia) así como la cantidad total de trabajo que 
efectúa la máquina. Además, la clasificación de la máquina debe tener en cuen- 
ta la cantidad de energía que ha de consumir para efectuar el trabajo. 


17.8.1 Potencia 


La potencia de una fuerza F viene dada por el trabajo que efectúa por unidad 
de tiempo 


Potencia = ЧЕ" ДК Есу (17-36) 


Como dr es el desplazamiento del punto al que se aplica la fuerza, dr/dt = v será 
la velocidad del punto. 

La potencia tiene las dimensiones de un trabajo (fuerza por longitud) dividi- 
do por un tiempo, En el sistema SI de unidades, esta combinación de unidades 
lleva el nombre de watt (1 W=1J/s=1N - m/s). En el U.S. Customary system, 
la unidad es el caballo de vapor (1 hp = 550 ft - lb/s = 33000 ft - lb/min). 


17.8.2 Rendimiento mecánico 


Los sistemas mecánicos reales pierden energía en los rozamientos con lo que 
el trabajo que una máquina entrega al exterior (trabajo útil) es siempre inferior 
al trabajo que se efectúa sobre la máquina (trabajo consumido). Definimos el 
rendimiento mecánico т. diciendo que es el cociente entre estas dos cantida- 
des 


а trabajo útil ЖҮ) 
тес trabajo consumido (17:37) 


Dividiendo рог dt numerador y denominador de la ecuación 17-37, tenemos 


$ potencia útil (17-38) 


N mec = potencia consumida 
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(a) 


Figura 17-132 
58 


N N 
F= щу 


(b) 
Figura 17-13b 


x 


Como todos los sistemas reales pierden energía en los rozamientos, el trabajo 
útil será siempre menor que el consumido y з Siempre es menor que la uni- 
dad. 

Desde luego, en un sentido termodinámico, no hay pérdida de energía. En 
una máquina ordinaria, la pérdida de energía mecánica debida al trabajo nega- 
tivo de las fuerzas de rozamiento entre partes móviles se convierte en energía 
calorífica, la cual se disipa hacia el ambiente de la máquina. Sin embargo, cuan- 
do se tienen en cuenta todas las formas de energía (mecánica, eléctrica, quími- 
ca, etc.), la energía total se conserva. 


LEMA EJEMPLO 


Por una rampa cae una caja de 5 kg en la forma que se indica en la figura 17-130 
e incide sobre el (оре В. El coeficiente de rozamiento entre caja y suelo es щ = 
0,25 y la masa del tope es despreciable. Si se suelta la caja partiendo del reposo 
cuando se halla a 15 m del tope, determinar: 


а. La celeridad vc de la caja cuando choca contra el tope. 
b.  Elacortamiento máximo б, del muelle debido al movimiento de la саја. 


SOLUCIÓN 


a. Еп la figura 17-13b puede verse el diagrama de sólido libre de la caja, co- 
rrespondiente a una posición genérica anterior a su contacto con el tope, 
Como la caja no se mueve en la dirección y (perpendicular a la superficie), 
según la ley de Newton EF, = ma, = 0, es decir, N = (519,81) cos 60% = 
24.53 N. Luego la fuerza de rozamiento será F = (0,25)(24,53) = 6,13 М. 

La fuerza de la gravedad W = mg es conservativa y se podrá determi- 
nar su trabajo mediante su energía potencial. Tomando como referencia la 
altura inicial de la caja, la energía potencial inicial será nula V} = Оу la ener- 
gía potencial gravitatoria cuando la caja choca contra el tope será 


Уз = (5) (9,81)(15 sen 60%) = - 637,21 


La fuerza de rozamiento по es conservativa y habrá que calcular directa- 
mente el trabajo que efectúa 


Uisa) p = [6.13 dx = 91,951 


La fuerza N es normal al movimiento, por lo que no efectúa trabajo sobre 
la caja (Uy y = 0. 

Como la caja parte del reposo, su energía cinética inicial es nula T,=0 
y su energía cinética inmediatamente antes de chocar contra el tope es 


Т, = 1902 = 2.5002 
Aplicando estos valores еп la ecuación que traduce el teorema de las 
fuerzas vivas, se tiene 


0+0-91,95 = 2,5012 - 637,2 


osea 
ve = 14,77 mís Resp. 


ROBLEMA EJEMPLO 


Después del choque, caja y tope se mueven juntos. En la figura 17-13c pue- 
de verse el diagrama de sólido libre del sistema. Las fuerzas normal y de 
rozamiento siguen siendo №= 24,53 N y F = 6,13 N, respectivamente. La ve- 
locidad inicial de la caja, en esta fase del movimiento, es ос = 14,77 m/s y 
la energía cinética inicial es 


Ta = 3O14. = 5454 


En el instante de máxima deformación del muelle, la velocidad de la caja es 
nula y por tanto, también lo será la energía cinética Т; = 0. 

El trabajo efectuado por el rozamiento sobre la caja cuando se desliza 
por el suelo una distancia adicional 5,4; es 


Uap p= [ў“-613 dx = -6,13 Gn 


La fuerza del muelle y la de la gravedad son ambas conservativas y el tra- 
bajo que efectúan se puede determinar mediante sus respectivas energías 
potenciales. Tomando como referencia la posición ocupada por la caja 
cuando entra en contacto con el tope, la energía potencial gravitatoria será 
nula (V); la energía potencial gravitatoria final es 


(Уу), = 58 Spy зеп 60°) = – 42,488, 
Como en el instante en que la caja entra en contacto con el tope el muelle 
está indeformado, tomaremos la misma posición que antes como referencia 
para la energía potencial de la fuerza del muelle. Entonces, la energía po- 


tencial inicial de la fuerza del muelle será nula (V,),=0 y la energía poten- 
cial final de dicha fuerza es 


(Уд, = 100002, = 100082, 
El teorema de las fuerzas vivas da entonces 
5454%0-0-6,134,, = 042,488, 4, + 100052, 
de donde resulta 


б, 


ах = 0,757 т Resp. 


Una cuenta que pesa 2,5 N se mueve por un alambre semicircular situado en un 
plano horizontal, según se indica en la figura 17-144. La longitud natural del re- 
sorte es de 20 cm y el rozamiento es despreciable. Si se suelta la cuenta partiendo 
del reposo en la posición A, determinar 


а. 
b, 


Su velocidad en la posición B. 
La fuerza que el alambre ejerce sobre la cuenta en la posición B. 


289 


17.8 POTENCIA Y RENDIMIENTO 


Ғ-шу 
(o) 


Figura 17-13c 


40 


290 


CINÉTICA DEL PUNTO: 
METODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA 


(a) 


N, 
5 
(b) 
Ng 
tög 
16) 
Figura 17-14 


SOLUCIÓN 


a. En la figura 17-14b puede verse el diagrama de sólido libre de la cuenta co- 
rrespondiente a una posición genérica a lo largo del alambre. La fuerza 
peso es perpendicular al movimiento (perpendicular a la figura) y no efec- 
túa trabajo. La fuerza normal № tampoco trabaja por ser también perpendi- 
Cular al movimiento. La fuerza del resorte es conservativa y el trabajo que 
efectúa se puede calcular mediante su energía potencial. La longitud del re- 
sorte en la posición A es €, = ./602+ 302 = 67,08 cm; la deformación del 
resorte еп la posición A es бд = (67,08 - 20)/100 = 0,4708 m. Por tanto, la 
energía potencial de la fuerza del resorte, en la posición A, vale 


(Уз, = HI25N0-4708) = 1,38531 


En la posición В, la deformación del resorte es бу = (30 – 20)/100 = 0,1000 
m y la energía potencial de la fuerza del resorte, en la posición В, vale 


(V3) y = 4(12,5)(0,1000)? = 0,0625 3 


Como по hay fuerzas no conservativas, Ш (°), , = 0. Como la cuenta parte 
del reposo, su energía cinética inicial ев пша (T4 = 0); en la posición В, la 
energía cinética de la cuenta es 


12512 2 
Tp = 28) = 041274202 


Aplicando estos valores en la ecuación que traduce el teorema de las fuer- 
zas vivas, se tiene 
0+ 1,3853 +0 = 0,127420% + 0,0625 
de donde 
Vp = 3,22 m/s Resp. 
b. Enla figura 17-14c puede verse el diagrama de sólido libre de la cuenta co- 
rrespondiente a la posición В. La componente de la aceleración de la cuen- 


ta, que es normal al alambre, es а, = v”/r = 3,222/0,30 = 34,56 m/s? 
Entonces, de la segunda ley de Newton, EF, = та, se tiene 


N = (12,5)(0.1000) = 23 (34.56) 


de donde 
N = 10,06 N Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO > 


Dos bloques están unidos mediante un hilo inextensible y sin peso que pasa por 
pequeñas poleas de masa despreciable, según se indica en la figura 17-151, Si se 
tira del bloque B hacia abajo 500 mm a partir de su posición de equilibrio y se 
suelta partiendo del reposo, determinar su celeridad cuando vuelve a su posi- 
ción de equilibrio. 


Los bloques A y B constituyen un sistema de puntos materiales en interacción. 
Las ecuaciones que da el teorema de las fuerzas vivas para cada uno de ellos se 
pueden sumar y dan una ecuación semejante para el sistema 


ТЕРИШ) = Туну; (а) 
En la ecuación a, T representa la suma de las energías cinéticas de los dos puntos, 
У la suma de las energías potenciales de todas las fuerzas conservativas que se 
ejercen sobre ambos y 1112) гу la suma de los trabajos efectuados por las demás 
fuerzas que se ejercen sobre dichos puntos. 
En las figuras 17-15b y 17-15c pueden verse los diagramas de sólido libre de 
los dos bloques. En la posición de equilibrio, la suma de fuerzas es nula para am- 
bos. 


ЛЕЕ =2T,,- (2)(9,81)-800 б, = 2а, = 0 
ТЕЕ =Т,,- (10)(9,81) = 104; = 0 
Por tanto, la tensión estática del hilo será Т,, = 98,1 N y la deformación estática 
del resorte será & = 0,2207 m. 
Como la longitud del hilo es constante, el bloque A subirá cuando baje el B 
y recíprocamente. Con referencia a la figura 17-154, la longitud del hilo en la po- 
sición de equilibrio (y4 = yp = 0) viene dada por 
6 =2d+b+c (b) 


Cuando el bloque A ascienda una distancia y, y el B descienda una distancia ур, 
la longitud de la cuerda vendrá dada por 


€ =Ud-y¿)+b+ (c+yy) (о 
Restando la ecuación b de la ecuación с, se tiene la relación de posiciones yy = 
2у) derivando esta ecuación se tiene la relación de velocidades 
Vg = Уң = 2ўл = 204. 

Como el sistema se suelta partiendo del reposo, las energías cinéticas iniciales 
de los bloques son nulas (T4); = (Ty); = 0. Cuando los bloques vuelvan a su posi- 
ción de equilibrio, la suma de sus energías cinéticas será 

(TA) pt (Tp) p= 2004» 010)0ф = 5,250 

Como el hilo es inextensible, al sumar los trabajos para ambos puntos mate- 
riales se anularán entre sí los trabajos efectuados por las fuerzas de tensión. Tan- 
to la fuerza de la gravedad como la del resorte son conservativas y por tanto, el 
trabajo efectuado por fuerzas no conservativas será nulo Ш (0), , = 0. Midiendo 
las energías potenciales de las fuerzas que se ejercen sobre cada bloque a partir 
de su posición de equilibrio, se tiene 

(У) = (Ид) + (Уд) = (2) 08o ( 2$ ) + 1вооҳо2207 +0500) 

= 212671 

Va у= Vag) yt (Vad p = 3800X0,2207) = 1948 

(Уз, = (Уу), = OOSDEOS) = – 49057 у (У),-(Ур)/-01 
Aplicando estos valores en la ecuación a, se tiene 


0%212,67-49,05%0 = 5,2502 + 1948 osea  v¿=524m/s Кер. 
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17.8 POTENCIA Y RENDIMIENTO 


воо Мт 
(a) 
т т 
2g 8008 
(ы 
т 
1% 


а 
Figura 17-15 


PROBLEMAS 


17-37* Resolver el problema 17-11 (pág. 276) utilizando ener- 
gías potenciales. 
17-38" Resolver el problema 17-12 (pág. 276) utilizando ener- 
gías potenciales, 


17-39* Resolver el problema 17-13 (pág. 276) utilizando ener- 
кізе potenciales, 


17-40% Resolver el problema 17-14 (pág. 277) utilizando ener- 
gias potenciales 


17-41 Resolver el problema 17-15 (pág. 277) utilizando ener- 
gías potenciales, 


7-42* Resolver el problema 17-22 (pág. 278) utilizando ener- 
gías potenciales. 

7-43 Resolver el problema 17-23 (pág. 278) utilizando ener- 
gías potenciales. 
17-44" Una masa de 0,5 kg se desliza sin rozamiento por una 
varilla vertical según se indica en la figura P17-44, La longitud 
natural del resorte es = 200 mm y la distancia d = 300 mm. Si 


se suelta la masa partiendo del reposo cuando b = 0, determi- 
тат la constante del resorte que haga Р, = 400 mm. 


7А i 


Figura P17-44 


17-45 Un peso de 7,5 N se desliza por una varilla vertical 
exenta de rozamiento, según se indica еп la figura P17-44, La 
longitud natural del resorte es бу = 200 mm y su constante es 
# = 1333 N/m y la distancia d = 300 mm. Si se suelta el peso 
225 mm, determinar su cele- 


partiendo del reposo cuando b 
ridad cuando Р = 0. 


17-46* Una masa de 0,5 kg se desliza por una varilla exenta de 
rozamiento y situada en un plano vertical, según se indica en 
la figura P17-46. La longitud natural del resorte es = 250 mm, 
la constante del resorte es £ = 600 N/m y la distancia d = 800 
mm. Si se suelta dicha masa partiendo del reposo cuando b = 
300 mm, determinar su celeridad en las posiciones A y B. 
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Figura P17-46 


17-47 Un peso de 2,5 М se desliza por una varilla exenta de 
rozamiento y situada en un plano vertical, según se indica en 
la figura 17-46. La longitud natural del resorte es = 150 mm, 
la constante del resorte es Ё = 83 N/m y la distancia d = 450 
mm. Si el peso lleva una velocidad de 0,6 m/s hacia la derecha 
en la posición B, determinar su celeridad en la posición A y en 
la posición en que b = 225 mm. 


17-48" Una cantante hace girar un micrófono de 0,35 kg, 
tuado al extremo de un hilo de 750 mm de longitud, en un pla- 
no vertical (fig, P17-48). Determinar 


Figura P17-48 


a La mínima celeridad que debe tener el micrófono en la po- 
sición А para poder recorrer toda la trayectoria circular. 
> La máxima tensión del hilo. 


77-49 Una cantante hace girar un micrófono que pesa 3,75 М, 
situado al extremo de un hilo de 45 ст de longitud, en un pla- 
то vertical (fig. P17-48). Si la celeridad del micrófono es de 3,6 
m/s en la posición A, determinar 


2 El ángulo Өлі cual se afloja el hilo (tensión = 0). 
> La tensión máxima del hilo. 


17-50" Una cantante hace girar un micrófono de 0,35 kg, si- 
"sado al extremo de un hilo de 600 mm de longitud, en un pla- 
mo vertical (fig. P17-48). Si el hilo se afloja (tensión = 0) cuando 
9 = 120°, determinar 


+ La celeridad del micrófono en А (0= 0°). 
> La tensión máxima del hilo. 


17-51 Una cantante hace girar ип micrófono que pesa 3,75 М, 
situado al extremo de un hilo de 60 cm de longitud, en un pla- 
mo vertical (fig. P17-48). Si la tensión del hilo, cuando el micró- 
sono está еп A, es el doble que cuando está еп В, determinar la 
velocidad del micrófono y la tensión del hilo cuando pase por 


4 


17.52" Un saquito que contiene 1,5 kg de bolitas está sujeto al 
extremo de un hilo de 800 mm de longitud, según se indica еп 
la figura P17-52, La máxima tensión que puede resistir el hilo 
es Р = 30 N. Si el muchacho saca lentamente el saco del es- 
tante, determinar el ángulo Ө que girará el saco antes de rom- 
per el hilo. 


Figura P17-52 


17-53 Un saquito de bolas está sujeto al extremo de un hilo de 
45 cm de longitud, según se indica en la figura Р17-52. El mu- 
acho saca lentamente el saco del estante y el hilo se rompe 
cuando 0 = 70°. Si la máxima tensión que puede resistir el hilo 
25 Р.а, = 20 М, determinar el peso de las bolas contenidas en el 
saco. 


17-54% Un saquito de bolas está sujeto al extremo de un hilo de 
500 mm de longitud, según se indica en la figura P17-52. Si la 


máxima tensión que puede resistir el hilo. es Р.а, = 50 М, deter- 
minar el máximo peso de bolas que no rompería el hilo cuando 
el muchacho sacara despacio el saco del estante. 


17-55 Una cajita se desliza por una superficie horizontal 
exenta de rozamiento y llega a una rampa circular, según se in- 
dica en la figura P17-55. Si la celeridad inicial de la caja es v) = 
1,5 m/s y т =375 mm, determinar el ángulo ба! cual la caja per- 
derá el contacto con la rampa. 


—> w 
m 


Figura P17-55 


17:56* Una cajita se desliza por una superficie horizontal 
exenta de rozamiento y llega a una rampa circular, según se in- 
dica en la figura P17-55. Si el radio de la rampa es r = 750 mm 
y la caja pierde contacto con ella cuando 6 = 25°, determinar la 
celeridad inicial гу de la caja. 


17-57 Una cajita se desliza por una superficie horizontal 
exenta de rozamiento y llega a una rampa circular, según se in- 
dica en la figura Р17-55. Si el radio de la rampa es ғ - 75 cm, 
determinar el máximo ángulo бш, al cual la caja mantendrá 
contacto con la rampa. 


17-58* Un cochecito de juguete desciende por una rampa y si- 
gue luego por un rizo vertical, según se indica en la figura P17- 
58. La masa del cochecito es m = 50 g y el diámetro del rizo ver- 
tical es d = 300 mm. Si se suelta el cochecito partiendo del repo- 
so, determinar: 


a. La mínima altura h desde la que hay que soltar el cochecito 
para que recorra todo el rizo. 

b, La fuerza que el cochecito ejerce sobre la pista cuando se 
halla en el punto B (un cuarto del rizo). 


| у. 


Figura P17-58 
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17-59 Resolver el problema 17-27 (pág. 278) utilizando ener- 

gías potenciales. 

17-60* Resolver el problema 17-28 (pág. 279) utilizando ener- 

gías potenciales. 

17-51 Resolver el problema 17-29 (pág. 279) utilizando ener- 

gías potenciales. 

17-62% Resolver el problema 17-30 (pág. 279) utilizando ener- 

gías potenciales. 

17-63 Resolver el problema 17-31 (pág. 279) utilizando ener- 

gías potenciales. 

17-64* Resolver el problema 17-32 (pág. 279) utilizando ener- 

gías potenciales, 

17-65 Resolver el problema 17-33 (pág. 279) utilizando ener- 

gías potenciales. 

17-66* Resolver el problema 17-34 (pág. 280) utilizando ener- 

gías potenciales. 

17-67 ЕІ par de bloques representado еп la figura Р17-67 

está conectado mediante un hilo inextensible y sin peso. El re- 

sorte tiene una constante $ = 1200 N/m y una longitud natu- 

ral б, = 30 cm. El rozamiento es despreciable. Si se suelta el 

sistema a partir del reposo cuando x = 0, determinar 

a. La celeridad de los bloques cuando x = 10 cm. 

b. El máximo desplazamiento x que alcanzará en el ulterior 
movimiento. 


Figura P17-67 


17-68* El par de bloques representado en la figura P17-68 está 
conectado mediante un hilo inextensible y sin peso. El resorte 
tiene una constante £ = 500 N/m y una longitud natural f) = 
400 mm. El rozamiento es despreciable. Si se suelta el sistema 
a partir del reposo cuando x = -800 mm, determinar 


a. La celeridad de los bloques cuando x = 0 mm. 
b. El máximo desplazamiento x que alcanzará en el ulterior 
movimiento, 
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Figura P17-68 


17-69 La fuerza retardadora debida а la resistencia del aire 
que se ejerce sobre un ciclista que se mueve con celeridad v vie- 
ne dada por 


donde Ек se expresa en newton y v en metros por segundo. Si 
el peso del conjunto ciclista-bicicleta es de 900 N, determinar 


a. La potencia necesaria para mantener una celeridad cons- 
tante de 32 km/h en el llano. 

b. La máxima celeridad que podría mantener el ciclista su- 
biendo una pendiente de 5% desarrollando la misma poten- 
cia. 


17-70* Un ascensor E está unido mediante un cable inexten- 
sible a un contrapeso С de 900 kg (fig. P17-70). El conjunto 


Figura P17-70 


hombre-ascensor tiene una masa de 1000 kg. El motor M, uni- 
do al ascensor mediante otro cable, lo hace subir y bajar. Deter- 
minar la potencia que ha de desarrollar el motor si el ascensor 


à Sube con celeridad constante de 0,5 m/s. 
5. Baja con celeridad constante de 0,5 m/s 


7-71 Una caja С que pesa 2 КМ está unida a un torno W se- 
gún se indica en la figura P17-71, Si el coeficiente de rozamien- 
1 dinámico entre la саја y el plano inclinado 25° vale 0,2 y la 
máxima potencia que puede desarrollar el torno es de 368 W, 
determinar la máxima celeridad constante a la cual podrá ha- 
сет subir la caja. 


Figura P17-71 


772% Un ciclista puede mantener una celeridad de 30 km/h 
porel llano desarrollando una potencia de 275 W. El peso com- 
banado del ciclista y la bicicleta es 800 М. Suponiendo constan- 
tes las fuerzas retardadoras, determinar 


+ La máxima celeridad uniforme que podría mantener el ci- 
dista subiendo una pendiente de 5% desarrollando la mis- 
ma potencia. 

> La potencia que habría de desarrollar el ciclista para subir 
por la pendiente de 5* a 30 km/h. 


773 Un automóvil que pesa 12,5 kN debe entregar a sus 
suedas una potencia de 15 kW para mantener una velocidad 
constante de 80 km/h por el llano. Suponiendo constante la 
“uerza retardadora, determinar 


RESUMEN 


а. La celeridad máxima que podría mantener el auto subien- 
do la pendiente de 5° entregando a sus ruedas la potencia 
de 15kW. 

b. La potencia que debería entregar a las ruedas para subir la 
pendiente de 5° con celeridad constante igual a 80 km/h. 


17-74* La suma de todas las fuerzas retardadoras que se ejer- 
cen sobre un automóvil de 1200 kg que se mueve con una cele- 
ridad v viene dada por 


Fp = 200+0,802 


donde F se expresa en newton y v en metros por segundo (fig. 
P17-74). Determinar la potencia que debe entregarse a las rue- 
das para moverse 


а. А40 km/h en una carretera Папа. 
b. А 80 km/h en una carretera llana. 
с. А 40 km/h subiendo una carretera inclinada 5°. 


п > 


Figura P17-74 


17-75 La suma de todas las fuerzas retardadoras que se ejer- 
cen sobre un automóvil que pesa 16 kN al moverse con celeri- 
dad v viene dada por 

Ек = a+bu? 


donde а representa la resistencia a la rodadura de los neumáti- 
cos y br? la resistencia del aire. Si hay que entregar a las ruedas 
una potencia de 6 kW para mantener una celeridad constante 
de 50 km/h y de 10kW para mantener una celeridad constante 
de 60 km/h (en ambos casos en el llano), determinar la poten- 
cia necesaria para moverse 


a. А90 km/h en el llano. 
b. А 60 km/h subiendo una carretera inclinada 5°. 


El método del trabajo y la energía combina los principios de la Cinemática con 
la segunda ley de Newton para relacionar directamente la posición con la cele- 
таза de un cuerpo. Para que resulte útil este método, las fuerzas que actúen 
sobre el cuerpo deberán ser función exclusiva de su posición. Sin embargo. 
para ciertos tipos de estas fuerzas, las integrales resultantes se pueden obtener 
en forma explícita, El resultado es una sencilla ecuación algebraica que relacio- 
na las celeridades del cuerpo correspondientes a dos de sus posiciones en el 


movimiento. 
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CINÉTICA DEL PUNTO: { 
MÉTODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA 


El trabajo que efectúa una fuerza sobre un punto material es el producto 
del desplazamiento del punto por la componente de la fuerza segun dicho des- 
plazamiento. Si no hubiese desplazamiento o componente de la fuerza según 
su dirección, la fuerza no efectuaría trabajo sobre el punto material. 

En el caso de fuerzas conservativas, el trabajo efectuado sólo depende de 
la posición de la partícula al principio y al final de su movimiento. Como ejem- 
plos de fuerzas conservativas podemos citar: fuerzas constantes, fuerzas gra- 
vitatorias y fuerzas de resortes linealmente elásticos. 

Las fuerzas conservativas se pueden siempre expresar en forma de gradien- 
tes de funciones energía potencial. El trabajo efectuado por la fuerza durante 
un movimiento es igual a la energía potencial inicial menos la energía poten- 
cial final. 

La energía cinética de un punto material sólo depende de su celeridad Т- 
¿m?. Сото la masa т y el cuadrado de la celeridad о? son cantidades positi- 
vas, la energía cinética de un punto material será siempre positiva. 

El teorema de las fuerzas vivas 


T,= Шур Ту (17-9) 


nos dice que la energía cinética final de un punto material es igual a la suma de 
su energía cinética inicial más el trabajo que sobre el punto efectúan fuerzas ex- 
teriores a él. Si el término del trabajo se descompone en dos partes: una debida 
a fuerzas conservativas, 1/4), = V,- V,, y otra debida a las demás fuerzas, 


Шү) уе teorema de las fuerzas vivas se puede escribir en la forma 


T; + V+ UY), =T,+V, (17-33) 


La ventaja del método del trabajo y la energía estriba en que relaciona di- 
rectamente la celeridad de un punto material en dos posiciones diferentes con 
las fuerzas que trabajan sobre dicho punto durante su movimiento. Si se apli- 
cara directamente la segunda ley de Newton, debería obtenerse la aceleración 
para una posición arbitraria del punto. Después habría que integrarla utilizan- 
do los principios de la Cinemática. El método del trabajo y la energía combina 
en uno estos dos pasos. 

Las limitaciones del método del trabajo y la energía estriban en que la ecua- 
ción 17-9 es una ecuación escalar de la que sólo puede despejarse una incógni- 
ta, la aceleración no puede calcularse directamente y sólo intervienen fuerzas 
que trabajan. En cambio, la componente normal de la aceleración es función de 
la velocidad y ésta se halla fácilmente utilizando el método del trabajo y la 
energía. Entonces, podremos utilizar la componente normal de la segunda ley 
de Newton para determinar las fuerzas que se ejercen normalmente a la trayec- 
toria y las que no efectúen trabajo. 

Como el método del trabajo y la energía combina los principios de la Cine- 
mática con la segunda ley de Newton, no constituye en realidad un principio 
nuevo o independiente. No hay ningún problema que pueda resolverse me- 
diante el método del trabajo y la energía y no se pueda resolver utilizando la 
segunda ley de Newton. No obstante, cuando sea aplicable el método del tra- 
bajo y la energía, suele ser el más fácil para resolver el problema. 


PROBLEMAS DE REPASO 


17-76* Se deja caer un paquete de 1,5 kg, desde una altura de 
600 mm, sobre la plataforma ligera de un dinamómetro, según 
se indica en la figura P17-76. La plataforma se apoya en dos re- 
sortes iguales (£ = 150 N/m) que están comprimidos 50 mm 
cuando sobre aquélla no hay ningún objeto (posición represen- 
tada). Si no se pierde energía cuando choca el paquete con el 
dinamómetro, determinar la máxima compresión que sufrirán 
os resortes a consecuencia de la caída del paquete sobre el di- 
namómetro, Comparar este valor con la compresión estática 
del dinamómetro (cuando se deposite lentamente el paquete 
sobre él). 


600 mm 


Figura P17-76 


El movimiento de la lenteja de un péndulo, de peso 20 
N. lo perturba una pequeña espiga situada directamente deba- 
ю del punto de suspensión (fig. P17-77). Si el péndulo tiene una 

eleridad angular de 3 rad /s cuando Ө = 75°, determinar la ten- 
sión del hilo 


+ En la posición A 
En la posición B. 


500 mm 


625 mm 


Figura P17-77 


78% Un telesquí de arrastre hace ascender esquiadores por 
uma pendiente según se indica en la figura Р17-78. Si el coefi- 


ciente de rozamiento entre los esquís y la nieve vale 0,1 y el 
peso medio de los esquiadores es de 650 N, determinar 


a. La potencia necesaria para que la cuerda de arrastre vaya a 
2 m/s cuando tire de 50 esquiadores. 

b. La celeridad de la cuerda de arrastre si se mantuviera 
constante la potencia pero se agregaran 25 esquiadores a la 
cuerda. 


Figura P17-78 


17-79 Еп un almacén de carga, los paquetes descienden por 
una rampa y caen al suelo según se indica en la figura P17-79. 
El coeficiente de rozamiento entre paquete y rampa еѕ щ = 0,40 
y 6-20, Si un paquete pesa 25 N y lleva una celeridad de 2,4 
m/s en A, determinar 


а. La celeridad del paquete cuando llega al suelo. 
b. La distancia d entre el pie de la rampa y el punto en que el 
paquete incide sobre el suelo. 


Е а 


Figura P17-7 


17-80* Еп un juego de habilidad, los jugadores hacen que un 
disco de hockey de 60 g se deslice por un suelo horizontal de 
madera. El objetivo es que el disco se detenga lo más cerca po- 


sible de la pared sin tocarla. El coeficiente de rozamiento entre 
disco y suelo vale 0,4 y el punto desde el cual el jugador ha de 
soltar el disco se halla a 2 m de la pared. Si el disco ha de que- 
dar a menos de 100 mm de la pared, determinar el campo de 
velocidades iniciales que darían un tiro ganador. 


17-81 Un bloque que pesa 50 М está unido а un resorte de 
£ = 800 N/m y longitud natural 6 = 45 cm, según se indica еп 
la figura P17-81. Los coeficientes de rozamiento estático y ciné- 
tico entre el bloque y el piso horizontal valen 0,5 y 0,4, respec- 
tivamente. Si el bloque tiene una celeridad inicial de 2,1 m/s 
cuando el resorte está indeformado, determinar la posición x а 
la que se detendrá el bloque y la fuerza F, del resorte en esta po- 
sición en el caso en que 


a. El movimiento inicial vaya hacia la izquierda. 
b. El movimiento inicial vaya hacia la derecha, 


50N 


AAA 


Figura P17-81 


17-82 En un juego de habilidad, los jugadores hacen que se 
deslicen monedas por una superficie de madera, según se indi- 
са en la figura Р17-82. Para ganar, la moneda ha de detenerse 
entre las líneas С y D de la superficie inferior. El coeficiente de 
rozamiento entre las monedas de 5 g y el suelo vale 0,2, las aris- 
tas son bruscas pero lisas y el punto desde el cual el jugador ha 
de soltar la moneda se halla a 1 m de la arista В. Determinar el 
campo de velocidades iniciales correspondientes a tiros gana- 
dores. 


Figura P17-82 


17-83 Un peso de 2,5 М se desliza por una varilla exenta de 
rozamiento, situada en un plano vertical, según se indica en la 
figura P17-83. La longitud natural del resorte es б = 15 cm, su 
constante es Ё = 83 N/m y la distancia d = 45 cm. Si se tira del 
peso hacia abajo una distancia b y se suelta partiendo del repo- 
so, determinar 


a. La mínima distancia b para la cual el peso recorrería toda 
la varilla hasta la posición C. 
b. La celeridad que llevaría el peso en C. 


Figura Р17-83 


17-84* La fuerza retardadora, debida a la resistencia del aire, 
ejercida sobre un ciclista viene dada por 


Ек = 08 02 


donde v se expresa en metros por segundo. Si el ciclista puede 
desarrollar una potencia de 200 W, determinar la celeridad que 
puede mantener 


a. Enel llano. 
b. Subiendo una pendiente de 5°. 
с. Bajando una pendiente de 5%, 


17-85 La presión en el cuerpo de bomba cilíndrico de la figu- 
ra P17-85 es inversamente proporcional al volumen (р = cons- 
tante/ volumen). La presión en el interior es igual a la atmosfé- 
rica (Paim = 1.013 х 10° Pa) cuando el émbolo de 25 М de peso 
está en х = 25 ст. Si dx/dt=-1,2 m/s cuando x = 25 cm, deter- 
minar la carrera (Xmm У Xmáx) del émbolo. 


аі dHámetro 


Figura P17-85 


17-86 En un juego de habilidad, los participantes lanzan mo- 
nedas hacia arriba por un plano inclinado mediante un émbolo 
accionado por resorte, para que caigan en un canal de anchura 
50 mm según se indica en la figura P17-86. El coeficiente de ro- 


zamiento entre las monedas de 5 g y el piso de madera vale 0,2 
y la constante del resorte es £ = 75 N/m. Si se tira hacia atrás 
del émbolo una distancia бу se suelta partiendo del reposo, de- 
terminar la gama de valores de 6 que daría tiros ganadores, 
(Despréciese el pequeño tamaño de la moneda cuando se deci- 
da si cae en el canal). 


Figura P17-86 


17-87% La fuerza retardadora ejercida sobre un vehículo que 
se mueve con celeridad v viene dada por 


Fg = 0,017W + 0.06702 N 


donde W es el peso del vehículo expresado en newton, С es 
una constante que depende de la forma y tamaño del vehículo 
y v Se expresa en metros por segundo. Si un camión de peso 18 
KN que transporta una carga de 7,5 kN (C = 18) al mercado 
mantiene una celeridad constante de 72 km/h, determinar 


a. La potencia que hay que entregar a las ruedas. 
b. La celeridad que puede mantener el camión al regresar va- 
cío del mercado (С = 14) para la misma potencia, 


Problemas para resolver con ordenador 


17-88 Un cubo de hielo se desliza por el interior de una su- 
perficie cilíndrica exenta de rozamiento, según se indica en la 
£gura P17-88. La masa del cubo es de 20 g y el radio del cilin- 
ёго es r = 300 mm. Si el cubo de hielo parte del reposo en Ө = 
5", calcular y representar gráficamente la energía cinética Т, 
із energía potencial V, la energía mecánica E = Т + V y la fuer- 
za normal N que el cilindro ejerce sobre el cubo, todo en fun- 
пет del ángulo Ө (- 60° < 0 < 75°), (Tómese el сего de energía 
¡potencial еп 0 = 90°). 


Figura Р17-88 


7-89 El péndulo representado en la figura P17-89 consiste 
=з una lenteja de peso 20 N situada al extremo de un hilo de 45 
== Se suelta el péndulo a partir del reposo en Ө = 6) = 60°. El 
-то de energía potencial se toma en Ө = 90°. 


a. Calcular y representar gráficamente la energía cinética Т, la 
energía potencial V, la energía mecánica E = T + V y la ten- 
sión Р del hilo, todo en función del ángulo Ө(—45° < Ө< 60°). 

b. Si el hilo se rompe cuando la tensión alcanza los 35 N, de- 
terminar el ángulo 6, correspondiente a la rotura. Calcular 
y representar gráficamente el movimiento (y en función de 
x) de la lenteja del péndulo a partir del instante en que se 
suelta hasta que llega al suelo. 


Figura P17-89 
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C17-90 Un cubo de hielo que está en equilibrio sobre una pelo- 
ta de playa sufre una perturbación y comienza a deslizarse (fig. 
P17-90). La masa del cubo es de 20 g y el radio de la pelota 300 
mm. Tómese nula la energía potencial en el centro de la pelota 
6-90, 

а. Calcular y representar gráficamente la energía cinética Т, la 
enegía potencial V, la energía mecánica E = T+V y la fuerza 
normal N entre la pelota y el cubo de hielo, todo en función 
del ángulo 0 (0° < Ө < Omax). ¿A qué ángulo máx perderá 
contacto el cubo con la pelota? 

b. Calcular y representar gráficamente el movimiento (y en 
función de x) del cubo de hielo a partir del instante en que 
se suelta hasta que llega al suelo, 


Figura P17-90 


С17-91 Un bloque A y un bloque В, cuyos pesos respectivos 
son 20 М y 40 N, están unidos mediante un hilo inextensible 
que pasa por una pequeña polea exenta de rozamientos, según 
se indica en la figura P17-91. El bloque A está también unido a 
un resorte de constante £ = 800 N/m y longitud natural 30 cm. 


Figura P17-91 


Cuando х = 0, el bloque A se está moviendo hacia la derecha 
соп una celeridad de 3 m/s. Si la superficie de A es lisa уй = 45 
ст, 


а. Determinar el recorrido (х, Y Xmáx) del bloque A. ¿Es |x minl 
= hmad? 

b. Calcular y representar gráficamente la energía cinética T, la 
energía potencial V y la energía mecánica E = T+V del sis- 
tema, todo en función de X(Xmin х < Ху) 


С17-92 Un bloque А de 2 kg y otro B de 5 kg están unidos me- 
diante un hilo inextensible que pasa por una pequeña polea 
exenta de rozamientos, según se indica en la figura P17-91. El 
bloque A está también unido a un resorte de constante # = 750 
N/m y longitud natural 300 mm. Cuando x = 0, el bloque A se 
está moviendo hacia la derecha con una celeridad de 3 m/s. Si 
la superficie de A es rugosa (и = 0,35) y h = 400 mm, calcular y 
representar gráficamente 


a. Las fuerzas normal N y de rozamiento F que se ejercen so- 
bre el bloque A en función de x cuando primeramente se 
mueve hacia la derecha (0 < x < Xmáx) y luego hacia la iz- 
quierda (Xmáx 2X 2 Xin): 

b. El trabajo ©! que efectúa el rozamiento sobre el bloque A 
cuando se mueve de su posición inicial х = 0 a la posición 
Xmáx Y luego a la хы. 

с. La energía cinética Т, la energía potencial V y la energía 
mecánica E = T+V del sistema, todo en función de x 
(0SxS Xmáx Y Xmáx 2Y 2 Xmin)- 


С17-93 Un bloque A y otro В, de pesos respectivos 25 М y 5 N, 
están unidos mediante un hilo inextensible que pasa por dos 
pequeñas poleas exentas de rozamientos, según se indica en la 
figura P17-93. El bloque A está también unido a un resorte de 
constante £ = 1417 N/m. La superficie de A es lisa y h=45 cm. 
Si se suelta el sistema a partir del reposo en х = 40 cm estando 
estirado el resorte 15 cm, 


а. Determinar el alcance хи, del recorrido del bloque А, 

b. Calcular y representar gráficamente la energía cinética T, la 
energía potencial V y la energía mecánica E = T + V del 
sistema, todo en función de x (40 ст < x < xX máy). 


С17-94 Un bloque A de 10 kg y un bloque B de 2 kg están uni- 
dos mediante un hilo inextensible que pasa por dos pequeñas 
poleas exentas de rozamientos, según se indica en la figura 
P17-94. El bloque A está también unido a un resorte de cons- 
tante & = 1000 N/m. La superficie de A es rugosa (и = 0,35). Si 
se suelta el sistema a partir del reposo еп х = 400 mm y el resor- 
іс está estirado 150 mm, calcular y representar gráficamente 


а. El trabajo Ш) que efectúa el rozamiento sobre el bloque A 
cuando va de su posición inicial х = 0 a la posición Xma y 
luego аах. 

b. La energía cinética T, la energía potencial V y la energía Figura Р17-94 
mecánica E = T + V del sistema, todo en función de x (0 < x 


$ máx Y Xmáx > X 2 Хауа). 
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18.1 INTRODUCCIÓN 


El método del trabajo y la energía combina los principios de la Cinemática con 
la segunda ley de Newton para relacionar directamente la posición y la celeri- 
dad de un cuerpo. Por tanto, este método no constituye un principio nuevo 
sino que es una manera particular de resolver las ecuaciones diferenciales que 
surgen al aplicar la segunda ley de Newton. A pesar de todo, el método traba- 
jo-energía facilita en gran manera la solución de cierta clase de problemas. 

En el método del trabajo y la energía, la segunda ley de Newton se integra, 
en un sentido general, respecto a la posición. Para que dicho método sea útil, 
las fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo deben ser función de la posición so- 
lamente. En el caso de fuerzas conservativas, las integrales resultantes se pue- 
den expresar en forma explícita en un sentido general, El resultado es una 
simple ecuación algebraica que relaciona las celeridades del cuerpo en dos po- 
siciones diferentes durante su movimiento. 

En el caso de un sistema de puntos materiales genérico, el método trabajo- 
energía no ha resultado ser especialmente útil. Ello se debe a que (1) los movi- 
mientos de los distintos puntos no están relacionados entre sí y se han de espe- 
cificar independientemente y (2) que hay que considerar el trabajo efectuado 
tanto por las fuerzas exteriores como por el de las interiores. No obstante, en el 
apartado 17.4 se ha visto que cuando dos partículas están unidas por un vín- 
culo rígido, los trabajos efectuados por las fuerzas interiores se destruyen. Por 
tanto, el método trabajo-energía resulta muy útil cuando el sistema de puntos 
materiales forme un cuerpo rígido, que es el caso que se trata en este capítulo, 

Las principales ventajas del método trabajo-energía (no es necesario cono- 
cer la aceleración e integrarla para determinar la variación de velocidad del 
cuerpo; las fuerzas que no trabajan no tienen efecto alguno sobre las ecuacio- 
nes trabajo-energía y no hay por qué incluirlas) son también las principales li- 
mitaciones del método (el método del trabajo y la energía no puede determinar 
aceleraciones ni fuerzas que no trabajen sobre el cuerpo). 

Como junto con el método del trabajo y la energía se utiliza a menudo la se- 
gunda ley de Newton, deberá dibujarse un diagrama de sólido libre completo. 
Es decir, deberán representarse todas las fuerzas y no solamente las que traba- 
jen durante un movimiento particular del cuerpo. También puede ser útil di- 
bujar diagramas de sólido libre separados correspondientes a las posiciones 
inicial y final del cuerpo. 


18.2 red DE FUERZAS Y PARES QUE SE EJERCEN SOBRE UN CUERPO 
RÍGIDO 


Sobre los cuerpos rígidos pueden ejercerse tanto fuerzas como pares o momen- 
tos puros. Además, el cuerpo puede estar animado tanto de movimiento de ro- 
tación como de movimiento de traslación. El trabajo efectuado por una fuerza 
sólo depende del movimiento de su punto de aplicación. No depende de si este 
movimiento se debe a una traslación o una rotación del cuerpo rígido. Sin em- 
bargo, veremos que un momento no efectúa trabajo debido a la traslación del 
cuerpo sobre el cual se ejerce. Los momentos sólo efectúan trabajo sobre un 
cuerpo cuando éste está en rotación. 


18.2.1 Trabajo de fuerzas 


El trabajo efectuado por una fuerza P durante el movimiento del punto 1 al 
punto 2 se definió en el capítulo 17 en la forma 


Uy za = fi Pod (18-1) 


El cálculo del trabajo utilizando la ecuación 18-1 no depende de que la fuerza 
esté aplicada a una partícula, a un cuerpo rígido en traslación, a un cuerpo rí- 
gdo en rotación o a un cuerpo rígido animado de traslación y rotación simul- 
táneamente. En el apartado 17.2 se estudió el trabajo efectuado por diversos 
"ров de fuerzas y по lo vamos a repetir aquí. 

En el caso de fuerzas conservativas, la energía potencial V se define y deter- 
mina de igual manera que se hizo para un punto material. El trabajo efectuado 
por fuerzas conservativas se puede calcular por integración directa utilizando 
la ecuación 18-1 o utilizando funciones energía potencial tal como se vio en el 
apartado 17.5. 


18.2.2 Trabajo de las fuerzas interiores 


El trabajo efectuado por las fuerzas interiores en un cuerpo rígido no tiene por 
qué considerarse. Las fuerzas de interacción entre dos puntos de un cuerpo rí- 
zado son siempre, dos a dos, de igual recta soporte y módulo pero de sentidos 
opuestos. Sin embargo, como el cuerpo es rígido, los dos puntos siempre sufri- 
гап el mismo desplazamiento en la dirección de las fuerzas. Por tanto, el traba- 
т que una fuerza ejerce sobre uno de los puntos se destruye con el que efectúa 
la otra fuerza sobre el otro punto y el trabajo total efectuado por la pareja de 
verzas interiores será nulo”. Es decir, el trabajo que sobre un cuerpo rígido 
efectúa un sistema de fuerzas exteriores es igual a la suma algebraica de los tra- 
bajos efectuados por las distintas fuerzas. 

Tampoco hay que considerar el trabajo que sobre una pareja de cuerpos rí- 
gdos efectúan pasadores de conexión lisos o hilos flexibles inextensibles. Tam- 
імеп ahora aparecen, dos a dos, fuerzas de igual módulo y sentidos opuestos у 
los puntos a los que están aplicadas sufren desplazamientos iguales en la di- 
rección de las fuerzas. Por tanto, será nulo el trabajo total que efectúan sobre 
los cuerpos los miembros de conexión. 

Por ejemplo, si es despreciable la masa del hilo representado en la figura 
18-1, las tensiones en los dos extremos del hilo serán iguales, Ahora bien, como 
el hilo es inextensible, el desplazamiento según el hilo en В y el desplazamiento 
según el hilo en C también deben ser iguales. Una de las fuerzas tendrá la di- 
rección y sentido del desplazamiento y efectuará un trabajo positivo; la otra 
sendrá sentido opuesto al del desplazamiento y efectuará un trabajo negativo. 
Por tanto, el trabajo total que efectuarán estas dos fuerzas sobre la pareja de 
cuerpos, mediante el hilo, deberá ser nulo. 


18.2.3 Trabajo de pares y momentos 


El trabajo que efectúa un par se obtiene calculando por separado el trabajo que 

efectúa cada fuerza y sumándolos. Por ejemplo, consideremos un par С que se 

=етга sobre un cuerpo rígido tal como se indica еп la figura 18-24. Durante un 

ветро muy corto dt, el cuerpo se traslada y gira. бі dr = ds, e, es el desplaza- 

miento del punto A, tomemos un segundo punto B tal que el segmento AB sea 
Si el cuerpo no fuese rígido, las fuerzas interiores seguirían siendo, dos a dos, de igual recta so- 
porte y módulo pero de sentidos opuestos. Ahora bien, las componentes de los desplazamientos 
en la dirección y sentido de las fuerzas no serían, en general, de igual valor absoluto. Por tanto, 
los trabajos efectuados por cada pareja de fuerzas interiores no se destruirían y el trabajo total 
efectuado por el sistema de fuerzas interiores no sería nulo. 
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(о 
Figura 18-2 


perpendicular a йг, El movimiento que lleva el punto А a la posición А” llevará 
В а В'. Este movimiento se puede descomponer en dos: primero una traslación 
que lleve el segmento AB a А/В y a continuación una rotación 8 alrededor de 
A“que lleve В a В” (fig. 18-2b). 

Representemos ahora el par por las dos fuerzas de módulo Р = С/Р de direc- 
ción perpendicular a la recta AB (fig. 18-2c). Durante la parte traslatoria del mo- 
vimiento, una fuerza efectúa el trabajo positivo P ds, y la otra el trabajo negativo 
-P а; por tanto, la suma de los trabajos que las dos fuerzas efectúan sobre el 
cuerpo durante la parte traslatoria del movimiento es nula. 

Durante la parte rotatoria del movimiento, А” es un punto fijo y la fuerza 
aplicada a А” no trabaja. El trabajo efectuado por la fuerza en В es dU = Р ds, = 
Pb d6, donde 405е expresa en radianes y С = Pb es el módulo del momento del 
par aplicado. El trabajo es positivo si el par tiene el mismo sentido que 40у ne- 
gativo si el par tiene el sentido opuesto. Por tanto, el trabajo total efectuado por 
el par durante esta rotación elemental es 


ай =Cd8=C-d0 (18-2: 


donde C=C ку d0=d0k. 
El trabajo que el par efectúa sobre el cuerpo cuando éste gira un ángulo 
АӨ = Ө,— Ө, se obtiene integrando la ecuación 18-2: 


Uy = [4и = fè cao (18-3) 


Si el par es constante, podremos sacar C fuera de la integral y la ecuacion 18-3 
queda en la forma 


E cf; 40 = С(6,-6) = САВ (18-4) 


18.2.4 Fuerzas que no trabajan 


Una de las principales ventajas del método del trabajo y la energía es que en la 
ecuación no figuran las fuerzas que no trabajan. Algunas de las más evidentes 
fuerzas de este tipo son: 


1, Fuerzas aplicadas a puntos que no se mueven. Por ejemplo, cuando una 
rueda gira en torno a un eje fijo, exento de rozamiento, las fuerzas que este 
eje ejerce sobre la rueda no trabajan. 

2. Fuerzas perpendiculares al movimiento, Por ejemplo, la fuerza normal 
que se ejerce sobre un cuerpo que se deslice o ruede sobre una superficie 
no trabaja. 


No tan evidente es el hecho de que la fuerza de rozamiento que se ejerce so- 
bre un cuerpo que rueda sin deslizamiento tampoco trabaja. La razón de que 
по trabaje la fuerza de rozamiento es que el punto de contacto es un centro ins- 
tantáneo de rotación y por tanto se halla instantáneamente en reposo. Como el 
punto de aplicación de la fuerza no se mueve (en el instante considerado) 


du = F- dric = F - (ус dt) = 0 (18-5) 


y por tanto, la fuerza de rozamiento no trabaja. 


18.3 ENERGÍA CINÉTICA DE UN CUERPO RÍGIDO EN MOVIMIENTO 
PLANO 


La energía cinética de ип cuerpo se obtiene sumando las energías cinéticas de 
todos los puntos que lo constituyen. En el caso de un cuerpo cualquiera que no 
sea rígido, no existe ninguna ecuación sencilla que relacione los movimientos 
de los distintos puntos; no existe una expresión general de la energía cinética 
del cuerpo. En cambio, cuando el cuerpo es rígido, las velocidades de sus pun- 
tos están relacionadas por la ecuación de la velocidad relativa, Esta relación 
permite obtener una fórmula particularmente sencilla que exprese la energía 
Cinética de un cuerpo rígido en movimiento plano. 

Por ejemplo, consideremos el cuerpo representado en la figura 18-3. El pun- 
to А es un punto cualquiera del cuerpo y r = груд = xi + yj + zk es el vector de 
posición trazado desde A hasta un punto arbitrario P de masa dm, del cuerpo. 
La velocidad de dm estará relacionada con la velocidad del punto А por la 
ecuación de la velocidad relativa 


У = УД+Ур/д = УФО Хг (18-6) 
y la energía cinética del punto podrá escribirse en la forma 
dT = Тат 72 = Тат vev 
= idm (v4 +o хт): (v4 +o хт) (18-7) 


= Тат v} +dm v4: (о X т) +14т (w х г): (w X т) 


Como el cuerpo está en movimiento plano, su velocidad angular sólo tendrá 
componente 2. Es decir, аз = wk con lo cual 


wx r= (xj-yi) (18-8) 


æ< 


(w X r): (wX r) = 0(12+y?) (18-9) 
Por tanto, la energía cinética de la porción de masa dm será 
ат =}dm vå +dm va’ (w X т) + Тат «х2 + у?) (18-10) 


Integrando la ecuación 18-10 para toda la masa del cuerpo y teniendo en cuen- 
ta que уд y о по dependen de dm tenemos 


Те 1 Јао (о «(ван)ы1 а сузат (18-11) 


Ahora bien, la integral del primer término de la ecuación 18-11 no es más que 
la masa total del cuerpo (/ dm = m); la integral del segundo término nos deter- 
mina la situación del centro de masa medida desde el punto А (Í r dm = mrgja) 
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y la integral del último término es el momento de inercia respecto a un eje que 


pasa por el punto A y es paralelo al eje 4 | (X +y?) йт = Tis) ¿así pues! 


Т-ітефату) (ө жолд) + ya? (18-12) 


Aun cuando la ecuación 18-12 constituye la expresión general de la energía 
cinética de un cuerpo rígido en movimiento plano, resulta demasiado compli- 
cada y rara vez se usa. Esta ecuación se simplifica mucho en los tipos corrientes 
de movimiento plano que veremos más adelante. Incluso en el caso más gene- 
ral de movimiento plano, la ecuación 18-12 se puede simplificar mucho eligien- 
do el punto arbitrario A de manera adecuada. 


18.3.1 Тгавіасібп de un cuerpo rígido 


Cuando un cuerpo rígido se mueve sin girar, su velocidad angular es nula 
w=0 y todos los puntos llevan la misma velocidad. En tal caso, la ecuación 18- 
12 se reduce a 


E 


1т? (18-13) 


donde 2 es la celeridad de un punto cualquiera del cuerpo. Está claro que la 
idealización del movimiento de un punto no es sino la traslación pura de un 
cuerpo rígido. 


18.3.2 Rotación de un cuerpo rígido en torno a un eje fijo 


Si el punto A es un punto del eje de rotación de un cuerpo rígido que gira en 
torno a un eje fijo, será v4 = 0 y la ecuación 18-12 se simplifica quedando en la 
forma 


T= Ша (18-14) 


Notemos, no obstante, que la ecuación 18-14 también es cierta si el punto A es 
centro instantáneo de rotación. La reducción de la ecuación 18-12 a la 18-14 exi- 
ge solamente que el punto A tenga velocidad nula en el instante del cálculo. 


18.3.3 Cuerpo rígido animado de un movimiento plano cualquiera 


El movimiento más general de un cuerpo rígido consiste en una combinación 
de traslación y rotación. Ahora bien, incluso en el caso de un movimiento pla- 
no cualquiera de un cuerpo rígido, la ecuación 18-12 se puede simplificar en 
gran manera eligiendo adecuadamente el punto A. Por ejemplo, cuando se 
toma el punto А en el centro de masa С del cuerpo, tendremos гуд = 0 y 


T= тоҙ +? (18-15) 


Y Aun cuando no resulte evidente de lo deducido hasta ahora, los resultados obtenidos no se li- 
mitan al movimiento de bloques planos o al movimiento de cuerpos que sean simétricos respec 
to al plano de referencia, La ecuación 18-12 y las otras ecuaciones que de ella se deducen (ec 
18-13, 18-14 y 18-15) se pueden aplicar al estudio del movimiento plano de cualquier cuerpo rí- 
gido. cualquiera que sea su forma. (Véase el apartado 18.6.) 


donde әс es la celeridad del centro de masa del cuerpo е Ig; es el momento de 
inercia respecto a un eje que pase por el centro de masa G y sea paralelo al eje 
z (perpendicular al plano del movimiento). El primer término de la ecuación 
18-15 no es más que la energía cinética asociada a la traslación del centro de 
masa del cuerpo y el segundo término es la energía cinética asociada a la rota- 
ción del cuerpo en torno a un eje que pase por su centro de masa. 

El caso particular de la rotación en torno a un eje fijo que pase por un punto 
arbitrario А (ес. 18-14) está también contenido en la expresión general de la 
energía cinética (ec. 18-15). Cuando el cuerpo gire en torno a un eje fijo que 
pase por A, la velocidad del centro de masa viene dada por 


Ус = УАЗУс/д- 0+0 X tc, (18-16) 
con lo cual 
UÈ = Vg' Vg = (wk X тєл). (өк Хг) 
= (wxcj- wyci) > (өжсі- Фу) (18-17) 
= aP(xè +y) = аға 


donde d? = хё + y¿ es el cuadrado de la distancia del centro de masa G al eje 
de rotación. Así pues, la energía cinética será 


(18-18) 


donde 14. = Ig- + md? en virtud del teorema de Steiner. 


18.4 TRABAJO Y ENERGÍA EN EL MOVIMIENTO PLANO DE UN CUERPO 
RÍGIDO 


El principio del trabajo y la energía para un cuerpo rígido se obtiene sumando 
las ecuaciones que expresan el teorema de las fuerzas vivas correspondientes 
a los distintos puntos que constituyen el cuerpo rígido. Ello nos da 


Ш-з-1,-Т| 


en donde Т) у Т, son las energías cinéticas totales de todos los puntos que cons- 
tituyen el cuerpo (dadas por la ec. 18-15); U, _,,es el trabajo total efectuado 
por todas las fuerzas y pares exteriores que se ejercen sobre dichos puntos, y 
no es necesario considerar el trabajo de las fuerzas interiores. Trasponiendo 
términos, tenemos el principio del trabajo y la energía para un cuerpo rígido 
en la forma 

A (18-19) 


que es igual a la ecuación 17-9b correspondiente a un punto material. La dife- 
rencia que hay entre estas ecuaciones es que los términos de la energía cinética 
de la ecuación 18-19 incluyen la energía cinética de rotación del cuerpo rígido 
además de la energía cinética de traslación y que el término del trabajo incluye 
el efectuado por los momentos exteriores, además del efectuado por las fuerzas 
exteriores, que se ejercen sobre el cuerpo rígido. 


309 


18.4 TRABAJO Y ENERGÍA EN EL 
MOVIMIENTO PLANO DE UN 
CUERPO RIGIDO 


CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
MÉTODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA 


Igual que sucedía en el caso de un punto material, el término del trabajo 
puede descomponerse en una parte correspondiente al trabajo 11/2), , efectua- 
do por las fuerzas conservativas (cuyo potencial se conozca) y otra parte 
Uf?) , correspondiente a las demás fuerzas (las no conservativas que no deri- 
van de un potencial y las conservativas cuyo potencial se desconozca). El tra- 
bajo efectuado por las fuerzas conservativas se puede expresar mediante las 


funciones potencial, con lo que la ecuación 18-19 queda en la forma 
T,+V,+U[%), = T,+V, (18-20) 


Cuando dos o más cuerpos rígidos estén unidos mediante hilos inextensi- 
bles o pasadores exentos de rozamiento, podremos escribir la ecuación 18-19 
(o la 18-20) correspondiente a cada cuerpo. Al sumar las ecuaciones resultan- 
tes, los trabajos de las fuerzas de conexión se anularán dos a dos. Por tanto, las 
ecuaciones 18-19 y 18-20 expresan también el principio trabajo-energía para un 
sistema de cuerpos rígidos interconectados. En un tal sistema, T es la energía 
Cinética total del sistema у U, (= V, +U(%,,— V,) incluye el trabajo que las 
fuerzas y momentos exteriores efectúan sobre el sistema. 

Tanto en el caso de un solo cuerpo rígido como en el de un sistema de cuer- 
pos rígidos interconectados, se deberá dibujar un diagrama de sólido libre que 
nos asegure el haber identificado y considerado todas las fuerzas y momentos 
Aun cuando pueda parecer innecesario incluir en él las fuerzas y momentos 
que no trabajan, a menudo el principio trabajo-energía se utiliza junto con la 
segunda ley de Newton. Por tanto, en el diagrama de sólido libre deberán figu- 
rar todas las fuerzas y momentos exteriores y no solamente las fuerzas y momentos 
que trabajen sobre el cuerpo o cuerpos. 

Además de un diagrama de sólido libre completo del cuerpo o cuerpos. 
también puede resultar útil dibujar diagramas que representen las posiciones 
inicial y final del sistema para el intervalo de movimiento en cuestión. 


18.5 POTENCIA 


La potencia, que es el trabajo efectuado por unidad de tiempo, se definió y es- 
tudió en el apartado 17,8 para el caso de un punto material. En el caso de un 
cuerpo rígido en movimiento plano, el trabajo efectuado debe incluir tanto el 
efectuado por pares como el efectuado por fuerzas. Si sobre un cuerpo rígido 
se ejercen simultáneamente una fuerza P y un par de momento С -СК, el tra- 
bajo que se efectúa sobre el cuerpo es 


du = P-dr+C-d0 (18-21 
en donde dr es el desplazamiento del punto de aplicación de la fuerza P y 40- 
d6k es la rotación del cuerpo. Dividiendo la ecuación 18-21 por dt tendremos 
la potencia total entregada al cuerpo rígido en un instante 


potencia = P-v +C- w (18-22 


donde v = dr/dt es la velocidad del punto de aplicación de la fuerza P y 
w= øk = aKes la velocidad angular del cuerpo. 
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РКО 


El plato de un tocadiscos es un disco macizo de 30 cm de diámetro y рево 25 М. 
S un motor aplica un par constante al plato y lo acelera desde el reposo hasta su 
arteridad de funcionamiento de 331 rpm еп una sola revolución, determinar el 
momento С del раг y la máxima potencia desarrollada por el motor. 


SOLUCIÓN 


En la figura 18-4 puede verse el diagrama de sólido libre del plato. Tan sólo el 
par C efectúa un trabajo U, ,, = С АӨ, donde АӨ=1 геу = 2л radianes. Como 
9 movimiento es de rotación en torno a un eje fijo que pasa por el centro de masa 
úel plato, la energía cinética viene dada рог T = 31¿0?, donde el momento de 
inercia es 


(0.15): = 0,0287 kg - т? 


33) rev/min 
60 s/min 
locidad angular inicial es nula. Por tanto, el teorema de las fuerzas vivas da 


la velocidad angular final es w= (2л rad/rev) = 3,491 rad/s y la ve- 


А Figura 18-4 
0+ С(2л) = 4(0,0287)3.491) 


С = 0,0278 m-N j Resp. 


La potencia desarrollada por un par viene dada por Со, Como el раг С es cons- r 
tante, la potencia será máxima cuando lo sea la velocidad angular; es decir P Lm 
1 


(0,0278) (3.491) 
0,0971 W 


potencia nix Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 


Una masa concentrada de 4 kg está unida al extremo de una barra uniforme de 
9 kg que puede girar en un plano vertical según se indica en la figura 18-54. La (а) 
barra AB tiene 2 m de longitud у una velocidad angular de 3 rad /s en sentido 
horario cuando se halla en posición vertical. Si la longitud natural del resorte es 
£¿=0,25 m, determinar la constante 4. del resorte que haría que la velocidad an- 
gular de AB fuese nula cuando la barra estuviese horizontal. 


SOLUCIÓN 


En la figura 18-5b puede verse el diagrama de sólido libre del sistema. Éste gira 
en torno a un eje fijo, por lo que su energía cinética vendrá dada por 


1 
т = 51да? 


tb) 


Figura 18-5 
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СІМЕТІСА DEL CUERPO RÍGIDO: 
MÉTODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA La = J9(2)? + 4(2)? = 2800 к-ші 


donde el momento de inercia vale 


2 

Luego la energía cinética inicial seráT, = Доқооуау. = 126,00 J y la energía сі- 
nética final T; = 0. 

Las dos fuerzas gravitatorias y la fuerza del resorte derivan de sendos poten- 

ciales, Tomando el cero de energía potencial gravitatoria en el punto A, se tiene 


V; = (9) (9,81)01) + (4) (9.8102) +24(0.1-0,25)2 
166,77+0.01125 J 


Vy = 0+0+10(1.4866025)2 = 0.76464 J 


Las fuerzas de reacción en А no trabajan y sobre el sistema no actúan fuerzas по 
conservativas L {°} , = 0. Aplicando todos estos valores en la ecuación que tra- 
duce el teorema de las fuerzas vivas, se tiene 


126,00 + (166,77 +0,011254) +0=0+76464, 
osea 


4 = 389 N/m Resp. 


La rueda representada en la figura 18-6a consiste en un semicírculo de madera 
que pesa 100 N contenido en un fleje circular de acero de 45 cm de diámetro y 
peso y grosor despreciables. Si rueda sin deslizamiento por un piso horizontal y 
tiene una velocidad angular de 15 rad /s en sentido horario cuando su centro de 
masa G se halla directamente debajo del centro C de la rueda, determinar: 


a. La velocidad angular de la rueda cuando С se halle directamente a la iz- 
quierda de С. 

b, Las componentes normal y de rozamiento de la fuerza que el suelo ejerce 
sobre la rueda cuando G se halla directamente a la izquierda de C. 


(a) 


Figura 18-6 


SOLUCIÓN 


a. Еп la figura 18-6h puede verse el diagrama de sólido libre de la rueda. La 
única fuerza que efectúa trabajo sobre la rueda es su peso, Tomando el cero 
de energía potencial gravitatoria en el nivel del centro de la rueda, las ener- 
gías potenciales inicial y final son 


Уы = (100)(- 0,0955) = -9,55 J Vi =0 


donde е -4ғ/3л-- 0,0955 m es la distancia entre el centro С de la rueda y 
el centro de gravedad С. 

Como la rueda se mueve con movimiento plano, su energía cinética ven- 
drá dada por T = ¿mu¿++1¿0% donde la velocidad del centro de masa es 


Ус = Ус + Усус = ғай + veje, wes la velocidad angular en sentido horario y el 
momento de inercia es 


в=(1 16 E)r- lo = 0,16507 kg т 


Cuando G esté directamente debajo de С, уус = —ea}i y la energía cinética 
inicial de la rueda será 


(1% ) 10,225(15) - 0,0955(15)|2-- 10, 16507115)? 
= 37801 


Cuando С se halle directamente a la izquierda de С, ус = еа] y la energía ciné- 
tica final de la rueda será 


г; 


1 
1%) (озар: (0,0955@,)2] + } 0, 1650707 
0,387007 J 


Aplicando todas estas cantidades en la ecuación que traduce el teorema de 
las fuerzas vivas, se tiene 


37,80 -9,55 +0 = 0,3870107 +0 Фу = 8,54 rad/s Resp. 


b. Cuando С se halle directamente a la izquierda de С, la aceleración del centro 
de masa será aç = ас + асс = (ғой) + (eaj+ emi). Entonces, las ecuaciones del 
movimiento 


> EF, = та, -F= 1%, 2250: + 6,965) 


N - 100 = (009550) 


0,225Е- 0,0955М = 0,16507 œ 


q EF, = 
\ ХМС = 


dan 
М =724Nf) Е= 608 М < Resp- 


PROBLE ЕЈЕМЕ 
Una caja de 15 kg está sujeta al extremo de una cuerda inextensible arrollada so- 
bre un tambor uniforme de 40 kg y 600 mm de diámetro, según se indica en la 
figura 18-74. En el instante representado, la caja está cayendo a 9 m/s. Determi- 
=ar el par constante С de freno que hay que aplicar al tambor para que la caja 
quede en reposo tras caer 3 т. 


SOLUCIÓN 


СІМЕМАТІСА 


Como la cuerda no se desliza sobre el tambor, cuando la саја haya caído Ay =3 
an el tambor habrá girado АӨ = Ay/r = 3/0,3 = 10 rad. Además, si la caja cae a ra- 
zón de v=9 m/s, el tambor estará girando a razón de @= 2/7 = 9/0,3 = 30тай /s. 


9 ms 


313 
18.5 POTENCIA 


300 mm 


E 


(b) 


Figura 18-7 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO; 
METODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA 


TEOREMA DE LAS FUERZAS VIVAS 


Como la caja está unida al tambor mediante una cuerda inextensible, el trabajo 
que ésta efectúa sobre el tambor y el que efectúa sobre la caja serán de igual valor 
absoluto pero de signos opuestos, por lo que no será necesario tenerlos en cuen- 
ta. Por tanto, caja y tambor se pueden tratar como un solo sistema; en la figura 
18-7) puede verse su diagrama de sólido libre. Ni el peso del tambor ni las fuer- 
zas que el eje le aplica efectúan trabajo. Las únicas fuerzas no conservativas que 
actúan sobre el sistema corresponden al par de freno С y su trabajo es 


ujo, = -C AG = -10С 


Tomando el cero de energía potencial gravitatoria en el nivel de la altura ini- 
cial de la caja, la energía potencial inicial es nula (V;= 0) y la energía potencial 
final será 

V; = (15)(9,81)(-3) = -441,51 


El movimiento del tambor es de rotación en torno a un eje fijo que pasa por 
su centro de masa, por lo que su energía cinética inicial será Т, = 17.02 donde 
Ig = /40)0,3)2 = 1,800 kg т. La caja se mueve sólo con movimiento de tras- 
lación, por lo que su energía cinética inicial será To = įmv?. Por tanto, la ener- 
gía cinética inicial del sistema es 


Т, = 30159) + 1,8000)" = 1417,51 


у la energía cinética final es nula (Т; = 0). Aplicando todos estos valores en la 
ecuación que traduce el teorema de las fuerzas vivas, se tiene 


1417,5 +0- 10C =0-441,5 


de donde 
С = 1859 т.№/ Resp. 
PROBLEMAS 
18-1* Una rueda uniforme, que pesa 50 М, tiene 40 cm de diá- 18-2* Џп volante uniforme de 10 kg y 400 mm de diámetro 
metro y está en reposo cuando se pone en contacto con una co- está conectado a un par motor constante mediante una correa 


rrea transportadora, según se indica en la figura P18-1. El 
coeficiente de rozamiento cinético entre correa y rueda vale 
щ = 0,1 y la correa se mueve con velocidad constante de 9 m/s. 
Determinar el número de revoluciones que efectúa la rueda an- 
tes de rodar sin deslizamiento sobre la correa en movimiento. 


РЕЗИ 


Figura Р18-1 


9 m/s 


Figura P18-2 


flexible según se indica en la figura P18-2. Si el volante parte 
del reposo, determinar el momento del par necesario para que 
el volante gira a 4200 rpm al cabo de 5 revoluciones. 


18-3 El tambor uniforme de 125 N de peso representado en 
la figura P18-3 tiene 50 cm de diámetro y se halla en reposo ini- 
cialmente. Al extremo de una cuerda flexible arrollada sobre el 
tambor, se aplica una fuerza de 50 N. Si la cuerda se desprende 
del tambor cuando éste haya efectuado 3 revoluciones, deter- 
minar su velocidad angular final. 


50N 


Figura P18-3 


18-3" El volante de 5 kg de la figura P18-4 tiene un diámetro 
de 200 mm y un radio de giro de 90 mm. Sobre él está arrollada 
una cuerda flexible unida a un resorte de constante Ё = 120 
N/m. Inicialmente, el volante gira en sentido horario a 20 
rad /s y el resorte está estirado 800 mm. Determinar: 


а. El máximo alargamiento que sufrirá el resorte, 
b. La velocidad angular del volante cuando la cuerda se aflo- 
je. 


Figura P18-4 


18-5 Una caja de peso 80 N pende de un hilo arrollado a un 
tambor uniforme de 90 cm de diámetro, según se indica en la fi- 
gura 18-5. El sistema parte del reposo cuando la caja se halla 120 
ст sobre el suelo. Determinar el peso del tambor que haría que 
la caja llegara al suelo con una velocidad mitad de la que ten- 
гіа si cayera libremente desde la misma altura que se suelta. 


45 ст 


120 cm 


Figura P18-5 


18-6* Una barra uniforme de 5 kg y 800 mm de longitud gira 

en un plano vertical según se indica en la figura P18-6. Si se 

suelta la barra partiendo del reposo en posición horizontal, de- 

terminar: 

a. La velocidad angular de la barra cuando esté vertical. 

b. El módulo, dirección y sentido de la reacción que el pasa- 
dor en B ejerce sobre la barra cuando ésta forma un ángulo 
de 75” con la horizontal. 


Figura P18-6 


18-7 Una barra uniforme, que pesa 25 М y tiene una longi- 
tud de 90 cm, gira en un plano vertical bajo la acción de un par 
de 3,75 т · N según se indica en la figura Р18-7. Si se suelta la 
barra partiendo del reposo cuando está horizontal, determinar 


a. La velocidad angular de la barra cuando está vertical. 

b. El módulo, dirección y sentido de la reacción que el pasa- 
dor B ejerce sobre la barra cuando ésta forma un ángulo de 
60° con la horizontal. 


3,75m-N 
4 


Figura P18-7 


18-8" El péndulo de la figura P18-8 consiste en una masa de 
30 kg concentrada en el extremo de una barra uniforme de 45 
kg y 2 m de longitud. El péndulo oscila en un plano vertical 
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bajo la influencia de un par de 500 m · М en sentido horario. Si 
el péndulo tiene una velocidad angular de 4 rad/s, en sentido 
horario, cuando Ө = 90°, determinar: 


a. La velocidad angular del péndulo cuando 6 = 180°, 330° y 
450°. 

b. El módulo, dirección y sentido de la reacción que el pasa- 
dor en A ejerce sobre el péndulo cuando Ө = 180°, 330° у 
450°. 


Figura Р18-8 


18-9: Опа puerta rectangular de peso 40 N se abre hacia arri- 
ba estando equilibrada por un resorte, según se indica en la fi- 
gura Р18-9. La constante y la longitud natural del resorte son 
4 =400N / т y (,=575 mm, respectivamente. Si la puerta lleva 
una velocidad angular de 3 rad /s en sentido antihorario cuan- 
do está vertical (0 = 0°), determinar su velocidad angular y el 
módulo, dirección y sentido de la reacción que el gozne ejerce 
sobre la puerta cuando ésta esté horizontal (9= 90%), 


Figura P18-9 


18-10 Un montante de 45 kg puede girar en un plano vertical 
según se indica en la figura P18-10. La constante y la longitud 
natural del resorte son 4 =140 N/m y (¿=2 m, respectivamen- 
te. Si la velocidad angular del montante es de 3 rad /s en senti- 
do horario cuando está vertical, determinar la velocidad 
angular del montante y el módulo, dirección y sentido de la re- 
acción que el pasador ejerce sobre el montante cuando éste está 
horizontal. 
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Figura P18-10 


18-11" La barra uniforme de la figura P18-11 pesa 100 N y pue- 
de girar exento de rozamientos en torno al pasador situado en 8 
La constante y la longitud natural del resorte son & = 800 N/m 
у (0=15 cm, respectivamente, Si la barra lleva una velocidad an- 
gular de 3 rad /s en sentido antihorario cuando está horizonta! 
determinar su velocidad angular y el módulo, dirección y senti- 
do de la reacción que el pasador ejerce sobre la barra cuando ésta 
está vertical, estando A directamente encima de B. 


¡40 с 20 сті 
HESETA 


35 ст 


Figura P18-11 


18-12 Una barra uniforme se halla en equilibrio sobre uno de 
sus extremos que se apoya en una superficie horizontal, según 
se indica en la figura Р18-12. La superficie ofrece el rozamiento 
suficiente para que no se produzca deslizamiento. Si se регіш- 
ba la barra y comienza a caer, determinar el ángulo 0 que for- 
тага con la vertical cuando: 


a. Cambie de sentido la componente de rozamiento de la 
fuerza que el suelo ejerce sobre la barra. 

b. Se anule la componente normal de la fuerza que el suelo 
ejerce sobre la barra. 


Figura P18-12 


19-13 Una barra uniforme se halla en equilibrio con uno de 
жшз extremos apoyado еп un alambre según se indica en la fi- 
шата Р18-13. Una pequeña muesca practicada en el extremo de 
la barra impide que ésta se salga del alambre. Si se perturba la 
barra y empieza a caer. determinar el ángulo Ө que formará la 
“шта con la vertical cuando pierda contacto con el alambre. 


Figura P18-13 


72-14" Un cilindro uniforme está en equilibrio sobre el borde 
Зе un anaquel, según se indica en la figura P18-14. El ángulo 
этесе rozamiento suficiente para que el cilindro no se deslice. 
S se perturba éste y comienza a rodar saliéndose del anaquel. 
terminar el máximo ángulo Ө que girará el cilindro sin per- 
Фет contacto соп el borde. 


Figura P18-14 


18-15 Repetir el problema 18-14 para el caso еп que el cilin- 
го sea hueco. 


72-15" Repetir el problema 18-14 para el caso que en vez de un 
alindro sea una esfera. 


18-17 Una bola que pesa 80 N se coloca en un plano inclinado 
37 y se suelta partiendo del reposo. Supóngase que la bola es 
шпа esfera uniforme de 30 cm de diámetro. Si el coeficiente de 
rozamiento entre la bola y el plano inclinado vale 0,25: 


a Comprobar que la bola comienza a rodar sin deslizamiento. 

+ Determinar la celeridad v y la velocidad angular о de la 
bola cuando haya rodado 6 m plano abajo. 

+. Comparar la celeridad del apartado b con la de un punto 
material de 80 N de peso que se deslice (sin rozamiento) la 
misma distancia hacia abajo por el plano. 


18-18% Un cilindro uniforme de 12 kg y 600 mm de diámetro 
se hace rodar hacia arriba por un plano inclinado 20° con una 
celeridad inicial de 10 m/s. Si el cilindro rueda sin desliza- 
miento: 


a. Determinar la máxima distancia que rodará el cilindro pla- 
no arriba. 

b. Comparar el resultado del apartado a con la máxima dis- 
tancia que se deslizaría (sin rozamiento) un punto material 
de 12 kg hacia arriba por el mismo plano inclinado. 


18-19* Un cilindro uniforme que pesa 125 N y tiene 40 cm de 
diámetro rueda sin deslizamiento por un plano inclinado se- 
gún se indica en la figura P18-19.Un resorte de constante 4 = 
167 N/m está unido a pequeñas espigas exentas de rozamien- 
tos situadas en los extremos del eje del cilindro. Si éste lleva 
una celeridad de 1,2 m/s hacia abajo del plano cuando el resor- 
te tiene su longitud natural, determinar: 


а. La celeridad v y la velocidad angular о del cilindro cuando 
el resorte esté estirado 30 cm. 
b. El máximo alargamiento que sufrirá el resorte. 


Vista lateral Visto desde encima 


Figura P18-19 


18-20 Un cilindro uniforme de 15 kg y 800 mm de diámetro 
rueda sin deslizamiento por un plano inclinado, según se indi- 
ca en la figura P18-20. Sobre el cilindro está arrollado un hilo 
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de masa despreciable que está unido a un resorte que tiene 4 = 
150 N/m. Si se suelta el cilindro partiendo del reposo cuando 
el resorte esté alargado 1 m, determinar: 


a. La celeridad v y la velocidad angular о del cilindro cuando 
el resorte esté alargado 0,5 m. 

b. El alargamiento del resorte cuando el cilindro vuelva a es- 
tar en reposo. 


18-21 Un cilindro uniforme С de peso 150 М y 30 ст de diá- 
metro rueda sin deslizamiento por una superficie horizontal, 
según se indica en la figura P18-21. Sobre él está arrollado un 
hilo ligero que pasa por una pequeña polea exenta de roza- 
mientos y que está atado a una caja A de peso 150 N. Si se suelta 
el sistema partiendo del reposo, determinar la celeridad ay y 1а 
velocidad angular ог del cilindro y la celeridad v4 de la caja 
cuando ésta haya descendido 1,5 m. 


Figura P18-21 


18-22* El carrete С de 10 kg de la figura Р18-22 tiene un radio 
de giro centroidal de 75 mm. Sujeto al centro del carrete hay un 


100 mm 


4 


300 тті 


Visto desde encima 


Vista lateral 


Figura P18-22 
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hilo de masa despreciable que pasa por una pequeña polea 
exenta de rozamientos y está atado a una caja A de 25 kg. Si se 
suelta el sistema a partir del reposo y el carrete rueda sin des- 
lizamiento, determinar la celeridad ос y la velocidad angular 
оу; del carrete y la celeridad од de la caja cuando haya descen- 
dido 2 m. 


18-23 El carrete С de la figura P18-23 consta de un cilindro 
uniforme (40 М de peso, 15 cm de diámetro) comprendido en- 
tre dos discos cilíndricos (cada uno de 20 N de peso y 45 cm de 
diámetro). Un resorte de Ё = 400 N / т está unido a hilos arro- 
llados sobre los discos. Otro hilo está arrollado sobre la parte 
central del carrete, pasa por una pequeña polea exenta de roza- 
mientos y está atado a una caja A de 150 N de peso. Si esta lleva 
una velocidad hacia abajo de 1,2 m/s cuando el resorte está alar- 
gado 10 cm y el carrete rueda sin deslizamiento, determinar: 


а. La máxima distancia que descenderá la caja. 

b. La celeridad vc y la velocidad angular о- del carrete y la ce- 
leridad v4 de la caja cuando el resorte tenga un alargamien- 
to nulo. 

c. La máxima distancia que ascenderá la caja por encima de 
su posición inicial. 


15 cm 


Al 


45 cmc 
Visto desde encima 


Vista lateral 


Figura P18-23 


18-24* El grupo С de cilindros de la figura P18-24 consta de un 
anillo cilíndrico (300 mm de diámetro externo y 100 mm de 
diámetro interno) de 5 kg y un eje cilíndrico (100 mm de diá- 
metro) de 7 kg. Un resorte de 4, = 2 kN/m está unido a hilos 
arrollados al eje. Otro hilo está arrollado en el anillo central, 
pasa por una pequeña polea exenta de rozamientos y está ata- 
do a una caja A de 15 kg. Si ésta lleva una velocidad de 1.5 m/s 


sana abajo cuando el resorte está alargado 100 mm y el cilindro 
æa sin deslizamiento, determinar: 


+ La máxima distancia que descenderá la caja. 

= La celeridad vc y la velocidad angular œ- de С y la celeridad 
+, de la caja cuando el alargamiento del resorte sea nulo, 

- La distancia máxima que ascenderá la caja por encima de 
su posición inicial. 


100 mm 


300 тт} 


Visto desde encima 


Vista lateral 
Figura P18-24 


7-13 El grupo de cilindros de la figura P18-25 consta de un 
slo cilíndrico (40 cm de diámetro externo y 15 cm de diáme- 
== interno) de peso 50 N y un eje cilíndrico (15 cm de diáme- 
те! de peso 25 М. Un resorte de 4 ү = 167 N/m está unido a un 
ito arrollado еп el anillo. Otro resorte, de £,=167 N/m está 
mdo a hilos arrollados en el eje. Se suelta el sistema a partir 
Š reposo estando alargado 45 cm el resorte 1 е indeformado 
= resorte 2. Si el coeficiente de rozamiento estático entre el eje 
з šos raíles vale и, = 0,8. 


+ Comprobar que el cilindro no se desliza al iniciar el movi- 
miento. 

> Determinar la celeridad v y la velocidad angular del grupo 
de cilindros cuando se anule el alargamiento del resorte 1. 


27-28% Una rueda no homogénea de 10 kg rueda sin desliza- 
mento por una superficie horizontal, según se indica еп la fi- 
sara P18-26. Tiene un diámetro de 500 mm у el centro de 
aravedad está situado а 50 mm de su centro. El radio de giro 
nespecto al centro de masa es de 165 mm. Si la rueda está giran- 
o en sentido horario а 9 rad/s cuando Ө = 0°, determinar la 
їшетга (en módulo, dirección y sentido) que la superficie ejerce 
sobre la rueda cuando 9 = 90° у 180°. 


15 cm 


е 


jao cm 


Visto desde encima 


Vista lateral 
Figura P18-25 


Figura P18-26 


18-27 Elsemicilindro homogéneo de la figura P18-27 pesa 80 
N y tiene un radio de 225 mm. Si se suelta a partir del reposo 
cuando 6= 30° y rueda sin deslizamiento, determinar la fuerza 
(en módulo, dirección y sentido) que la superficie horizontal 
ejerce sobre el cilindro cuando Ө = 60° y 90°. 


Figura P18-27 


18-28* La rueda compuesta de la figura P18-28 consiste en un 
semicilindro de 5 kg situado entre dos discos (cada uno de 2 kg 
y 600 mm de diámetro). Si está rodando sin deslizamiento y 
tiene una velocidad angular de 10 rad/s en sentido horario 
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cuando Ө = 0°, determinar la fuerza (en módulo, dirección y 
sentido) que la superficie ejerce sobre el cilindro cuando 9=60" 
y 120* 


Figura P18-28 


18-29 El disco uniforme de la figura P18-29 tiene 400 mm de 
diámetro, pesa 15 N y rueda sin deslizamiento por una super- 
ficie horizontal. Una varilla de peso 20 N penetra en el disco a 
175 mm de su centro. Si este sistema lleva una velocidad angu- 
lar de 5 rad /з en sentido horario cuando Ө = 0°, determinar la 
fuerza (en módulo, dirección y sentido) que dicha superficie 
ejerce sobre el disco cuando 9- 60° y 120°. 


Figura P18-29 


18-30* Una esfera maciza y homogénea (2 kg. 100 mm de diá- 
metro) rueda sin deslizamiento por la superficie exterior de un 


Figura P18-30 
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cilindro de 400 mm de diámetro (fig. P18-30). El coeficiente de 
rozamiento estático entre esfera y cilindro es и, = 0,7. Si se sueltz 
la esfera a partir del reposo cuando Ө= 0°, determinar el ánguk 
Өлі cual comenzará a deslizarse la esfera. (¿Perderá contacto la 
esfera con el cilindro antes o después de este ángulo? 


18-31 А un extremo de una barra uniforme de peso 25 N se 
aplica una fuerza horizontal de 125 N (fig. P18-31). Un cursor 
ligero unido al punto medio de la barra se mueve por una guis 
vertical exenta de rozamientos y la superficie еп С es lisa. Si se 
suelta el sistema a partir del reposo en la posición represent= 
da, determinar la velocidad angular о de la barra y la veloc: 
dad v, de su extremo А cuando esté en posición vertical. 


Figura P18-31 


18-32% A un extremo de una barra uniforme de 3 kg y long 
tud 4 m se aplica una fuerza de 150 N (fig, P18-32). Un cursor 
ligero unido al punto medio de la barra se mueve por una guis 
vertical exenta de rozamientos y la superficie еп С es lisa. Si e 
suelta el sistema a partir del reposo cuando 0- 20°, determinar 
la velocidad angular @ de la barra у la velocidad уд de su ex 
tremo А cuando Ө= 80°. 


Figura P18-32 


18-33 La barra uniforme de la figura P18-33 pesa 25 Му tiene 
una longitud de 0,9 т, Los cursores ligeros de los extremos de 
la barra ве mueven por guías exentas de rozamiento. Al cursor 
en А va unido un resorte de constante 4 = 250 N/m que está 
alargado 0,6 m cuando la barra está vertical. Si, en esta posi- 
ción, se suelta el sistema a partir del reposo, determinar la ve- 


locidad angular (ә de la barra y la velocidad vy de su extremo 
В cuando: 


2. El resorte no esté deformado. 
b. La barra esté horizontal. 


РР 


18-34% La barra uniforme de la figura P18-34 tiene una masa 
de 5 kg y una longitud de 3 m. Los cursores ligeros de los ex- 
tremos de la barra se mueven por guías exentas de rozamiento. 
Al cursor еп В ya unido un resorte de constante & = 600 N/m 
que está comprimido 500 mm cuando la barra está horizontal. 
Ж. en esta posición, se suelta el sistema a partir del reposo, de- 
terminar la velocidad angular œde la barra y la velocidad v4 
Че su extremo A, cuando el resorte esté indeformado. 


=) 


Figura P18-33 


Figura P18-34 


18-35 А un extremo de una bara uniforme de peso 150 N y 3 
m de longitud se aplica una fuerza horizontal de 125 М (fig. 
Р18-31). Un cursor de 100 М de peso, unido al punto medio de 
la barra, se mueve por una guía vertical exenta de rozamiento 
y la superficie en C es lisa. Si, en la posición representada, el ex- 
tremo С de la barra tiene una velocidad de 0,9 m/s hacia la iz- 
quierda, determinar: 


a. La máxima altura que alcanzará el cursor B. 

b. La velocidad angular а) de la barra y la velocidad ус de su 
extremo С cuando la altura el cursor sea hg = 0,6 т. 

с. La fuerza normal № que la superficie ejerce еп С sobre la 
barra cuando к= 0,6 m. 


18-36" А un extremo de una barra de 20 kg y 4 m de longitud 

se aplica una fuerza horizontal de 150 N (fig. P18-32). Un cur- 

sor de 15 kg unido al punto medio de la barra se mueve por 

una guía vertical exenta de rozamiento y la superficie еп С es 

lisa. Si el extremo С de la barra tiene una velocidad de 1,35 m/s 

hacia la izquierda cuando Ө = 30°, determinar: 

a. La máxima altura que alcanza el cursor B. 

b. La velocidad angular œ de la barra y la velocidad ус de su 
extremo С cuando 0 = 20°. 

с. La fuerza normal № que la superficie ejerce еп С sobre la 
barra cuando 0=20". 


18-37 La barra uniforme de la figura Р18-33 pesa 25 N y tiene 
una longitud de 0,9 m. Los cursores de sus extremos se mueven 
por guías exentas de rozamiento y pesan 10 N cada uno. Al 
cursor en А va unido un resorte de constante & =250 N /m que 
está alargado 0,6 m cuando la barra está en posición vertical. Si, 
en esta posición, se suelta el sistema a partir del reposo, deter- 
minar la velocidad angular о de la barra y la velocidad ур de 
su extremo B cuando: 


a. Sea nulo el alargamiento del resorte. 
b. La barra esté horizontal, 


18-38* La barra uniforme de la figura 18-34 tiene una masa 
de 5 kg y una longitud de 3 m. Los cursores de sus extremos se 
mueven por guías exentas de rozamiento y tienen una masa de 
2 kg cada uno. Al cursor en B está unido un resorte de constan- 
te 4 -600М/тп que está comprimido 500 mm cuando la barra 
esté horizontal. Si, еп esta posición, se suelta el sistema a partir 
del reposo, determinar la velocidad angular о de la barra y la 
velocidad v4 de su extremo A cuando el resorte esté indefor- 
mado. 


18-39 Una escalera de 80 М de peso y longitud 3,6 m está apo- 
yada en el suelo y la pared, según se indica en la figura P18-39. 


Figura P18-39 
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El suelo y la pared están exentos de rozamiento. La escalera 
está en reposo siendo Ө@= 0° y se perturba ligeramente su extre- 
mo inferior. Determinar el ángulo 6, la velocidad angular Фу 
la velocidad ур del extremo В cuando el extremo A pierde el 
contacto con la pared vertical. 


18-40" Una barra uniforme de 3 kg de masa y 2 m de longitud 
está unida a un cursor ligero que se mueve por una guía verti- 
cal exenta de rozamiento (fig. Р18-40). Su otro extremo se des- 
liza por una superficie también lisa. El sistema está en reposo 
соп 6 = 0° cuando se perturba ligeramente el extremo inferior. 
Determinar el ángulo 6, la velocidad angular w y la velocidad 
Va del extremo В cuando se anule la fuerza normal М entre la 
superficie horizontal y el extremo B. 


Figura P18-40 


18-41 Un cilindro uniforme que pesa 100 N y tiene un diáme- 
tro de 60 cm rueda sin deslizamiento por una superficie hori- 
zontal, según se indica en la figura P18-41. El cilindro está 
conectado a una corredera de 150 N de peso mediante una ba- 
rra esbelta uniforme (50 N de peso, 90 cm de longitud). El ro- 
zamiento entre la corredera y la barra vertical es despreciable. 
Si se suelta el sistema a partir del reposo cuando h4 = 100 cm, 


Figura P18-41 
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determinar la velocidad v4 de la corredera y la velocidad an- 
gular wç del cilindro cuando д = 60 cm. 


18-42* Una masa A de 7,5 kg pende del eje exento de roza- 
mientos de una polea, según se indica en la figura P18-42. La 
polea de 10 kg puede considerarse que es un cilindro uniforme 
de 400 mm de diámetro. Si al extremo de la cuerda se aplica una 
fuerza constante P = 350 N y el sistema parte del reposo, deter- 
minar la velocidad v4 de la masa A cuando haya subido 3 m. 


1 


Figura P18-42 


18-42 Un peso A de 75 М pende del eje exento de rozamientos 
de una polea, según se indica en la figura P18-42. La polea pesa 
125 N y puede considerarse que es un cilindro uniforme de 40 
ст de diámetro. Si al extremo de la cuerda se aplica una fuerza 
constante Р = 50 N y el sistema parte del reposo, determinar la 
velocidad v, del peso cuando haya caído 3 т, 


18-44* Una masa А de 5 kg pende del extremo de una cuerda 
que pasa por una polea, según se indica en la figura Р18-44. La 
polea de 10 kg puede considerarse que es un cilindro uniforme 
de 400 mm de diámetro. Si se aplica una fuerza constante Р = 
65 N al eje de la polea y el sistema parte del reposo, determinar 
la velocidad v4 de la masa cuando haya caído 2 m, 


1 


Figura P18-44 


18-45 Un peso А de 50 М pende del extremo de una cuerda 
que pasa por una polea según se indica en la figura Р18-44. La 
polea pesa 100 N y puede considerarse que es un cilindro uni- 


forme de 40 cm de diámetro, Si se aplica una fuerza constante 
Р =750 № al eje de la polea y el sistema parte del reposo, deter- 
minar la velocidad уд del peso cuando A cuando haya subido 
90 cm. 


10-49% Un semicilindro de 5 kg y 300 mm de diámetro gira en 
torno a un pasador exento de rozamiento, según se indica en la 
figura P18-46. El semicilindro está conectado a una corredera 
Зе 3 kg mediante una barra esbelta (2 kg y longitud 500 mm). 
El rozamiento entre corredera y eje horizontal es despreciable. 
Si se suelta el sistema a partir del reposo cuando Ө = 0°, deter- 
minar la velocidad ул de la corredera y la velocidad angular oç 
del semicilindro cuando Ө = 120°, 


7а) 


Figura P18-46 


18-47 Un semicilindro de 45 cm de diámetro, que pesa 25 М, 
rueda sin deslizamiento por una superficie horizontal, según 
se indica en la figura Р18-47. El rozamiento entre la barra esbel- 
ta (40 N de peso y 75 cm de longitud) y la superficie horizontal 
en А es despreciable. Si se suelta el sistema a partir del reposo 


ө 


в 


Figura P18-47 


sando 6 = 0°, determinar la velocidad уҙ y la velocidad angu- 
Заг оу. del cilindro cuando Ө= 90°, 


35-48% El semicilindro uniforme representado en la figura 
718-48 tiene una masa de 8 kg, un radio de 200 mm y rueda sin 
“estizamiento por una superficie horizontal. La barra unifor- 
me AB tiene una masa de 5 kg y una longitud de 600 mm. El 
stema parte del reposo cuando 9 = 0° y la velocidad angular 


del cilindro es de 2 rad/s en sentido horario cuando 8 = 90°. 
Despréciese el rozamiento entre la barra y la superficie en A y 
determínese el módulo de la fuerza horizontal constante P. 


B 
8 
“Жы 
Figura P18-48 


18-49* Un carrito de masa т; desciende por un plano inclina- 
do 30°, según se indica en la figura Р18-49. Las dos ruedas son 
cilindros uniformes de masa m, cada una, están unidas al carri- 
to mediante ejes exentos de rozamientos y ruedan sin desliza- 
miento. Si se suelta el sistema a partir del reposo, determinar la 
celeridad del carrito cuando haya recorrido una distancia d ba- 
jando por el plano inclinado en los casos 


1 
а. т = ўт 


b. т,-2т, 

(Compárense estas respuestas соп la celeridad de ип punto 
material de masa т) + 2m, que se deslizara igual distancia ha- 
cia abajo del mismo plano inclinado en ausencia de rozamien- 


to.) 
р 
30°/ 
4: бань. 


Figura P18-49 


18-50 Resolver el problema 18-49 para el caso en que las гие- 
das по estén sujetas al carrito (fig. Р18-50). El rozamiento es su- 


Шы? 
30% 


Figura P18-50 
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ficiente para impedir el deslizamiento entre las ruedas y el 
carrito, así como entre las ruedas y la superficie. Compárese la 
respuesta con los resultados del problema 18-49, 

18-51 Resolver el problema 18-49 para el caso en que las rue- 
das giren sobre ejes fijos a la superficie y exentos de rozamien- 
tos (fig. P18-51). El rozamiento es suficiente para impedir el 
deslizamiento entre las ruedas y el carrito. Comparar el resul- 
tado con los resultados del problema 18-49. 


30 


Figura P18-51 


18-52* Las barras AB y BC de la figura P18-52 tienen, cada una 
de ellas, una masa de 2 kg y una longitud de 400 mm. El cursor 
С de 3 kg se mueve por una guía vertical exenta de rozamiento. 
Si se suelta el sistema a partir del reposo en la posición repre- 
sentada, determinar la velocidad v¿ del cursor cuando esté al 
nivel de A. 


Figura P18-52 


18-53" Un cilindro uniforme de 40 cm de diámetro, que pesa 
60 N, rueda sin deslizamiento por una superficie horizontal, 
según se indica еп la figura Р18-53. Las barras esbeltas ligeras 
AB y ВС tienen, cada una, una longitud de 40 cm. El sistema 
está en reposo en la posición representada y entonces se des- 
plaza ligeramente C hacia la derecha. Determinar la velocidad 
ус del centro de la rueda y la velocidad angular одр de la ma- 
nivela AB cuando: 


a. AB esté horizontal. 
b. AB esté vertical. 
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Figura P18-53 


18-54 ЕІ cursor de 2 kg representado en la figura Р18-54 se 
mueve por una guía exenta de rozamiento. La manivela AB Не- 
ne una masa de 1 kg y una longitud de 150 mm, BC tiene una 
masa de 3 kg y una longitud de 360 mm, y el resorte tiene una 
constante ё = 1800 N/m y una longitud natural de 150 mm. Si 
se suelta el sistema a partir del reposo cuando 6- 0°, determi- 
nar la velocidad ус del cursor y la velocidad angular одр de la 
manivela: 


a. Cuando Ө=90°. 
b. Cuando 0- 150°. 


Figura P18-54 


18-55 Un resorte en espiral unido a la barra AB de la fi- 
gura P18-55 ejerce ип par de momento М = ¢ Ө donde ¢ = 
7,5 т. N/rad. La barra AB pesa 50 N y tiene una longitud de 
45 cm, BC pesa 75 N y tiene una longitud de 75 cm, y la super- 
ficie en C es lisa, Si se suelta el sistema a partir del reposo cuan- 
do Ө=0°, determinar la velocidad ус y la velocidad angular 004; 


a. Cuando 0 = 60°. 
b. Cuando 9= 


Figura P18-55 


18-56* Un resorte en espiral unido a la barra AB dela figura P18- 
56 ejerce un par de momento М = 4 Odonde 4 = 150 №: m/rad. 
La barra AB tiene una masa de 25 kg y una longitud de 3 m, BC 
tiene una masa de 50 kg y una longitud de 6 т, y la superficie 
en Ces lisa. El sistema se halla inicialmente en reposo con Ө= 
60° y BC vertical. Se desplaza С ligeramente hacia la derecha. 
Determinar la velocidad ус y la velocidad angular (y: 


a, Cuando Ө@= 1207, 
b. Cuando Ө= 180". 


Figura P18-56 
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18.6 ENERGÍA CINÉTICA DE UN CUERPO RÍGIDO EN TRES DIMENSIONES 


En el apartado 18.3, se calculó la energía cinética de un grupo de puntos mate- 
riales que formaban un cuerpo rígido y se movía con movimiento plano. En 
este apartado, vamos a suprimir la restricción de movimiento plano. 

Al igual que en el apartado 18.3, sea A un punto cualquiera del cuerpo y 
T= трд = xi + у] + zk el vector de posición respecto de A de un punto cualquie- 
ra, de masa dm, del cuerpo. La velocidad de dm estará relacionada con la velo- 
cidad de A mediante la ecuación de la velocidad relativa 


V=V¿+Vp == Vito Хг (18-23) 


donde w= Wi + œj + о.к es la velocidad angular del cuerpo. La energía ciné- 
tica de la partícula será entonces 


аТ = ат Tas ldm т-у 
= jdm (уд+о хг): (удо X r) 
= Јат v} +dm v4: (o x r) + ат (œ x 1): (шю хт) (18-24) 


donde 


о Хт = (wr, – 0,ту)і+ (0r, -0,r,)j 
+ (0,r,- от) k (18-25) 


VASO X т =04L0,r,—0,1,)+0,/(0,r,—0,r,) 


+04, (0,1, ©) (18-26) 


(œ X r): (wX r) = (or. = wr)? + (от 0r)? 
2 
+ (шг, =r) 
= olr} + r2) + ют? + r2) + 05002 + r3) 
A0, 0r y + OOTY, + 0,0.) (18-27) 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
MÉTODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA 


Aplicando las ecuaciones 18-25 a 18-27 en la ecuación 18-24 tenemos la energía 
cinética de la porción de masa dm 


1 
4Т- з4т од +ат (оду, од оу) т, 
+ (04.0, 0л, Ф.) + (од.0,-0ду@,) r] 
1 
+ dm [ота + r2) + ют} +r?) + olr? + r2) 


-20,0,1,1,-20,0,, 


r,-20,0,r,r,] (18-28) 


Integrando la ecuación 18-28 para toda la masa del cuerpo y teniendo en cuen- 
ta que уду « son independientes de dm, tenemos la energía cinética total del 


cuerpo 
T= Ге = maf dm+ (оло, оло) | r, dm 
+ (ло, оло) | r, dm + (олау омо) | r, dm 
zafe +r2)dm+ 59] (r? + 2) dm 
zafo т) dm – oof т, dm 


- oof туг, іт- | Tyr, dm (18-29) 


La primera integral de la ecuación 18-29 es la masa del cuerpo, las tres siguien- 
tes definen la posición del centro de masa del cuerpo relativa al punto A y las 
seis últimas son los momentos y productos de inercia relativos a ejes que pasan 
por el punto A. Por tanto, 


T= то + (9,уФ,-2,,0,) ттс, 
+ (040,0 450,) тту% (040, -04,0)) тғс, 
1 1 1 
+50 La +5914 +50 4 
-OOl xy 0,0,1 – 0,0,1 yz (18-30) 
La ecuación 18-30 se simplifica si el punto A coincide con el centro de masa 


G. Entonces гу = су = 7с: = 0 y se anulan los términos segundo, tercero y cuar- 
to, quedando 
1 1 1 1 
T= зтоф + 5916, + 591су+ 5®1в: 
-®,®1су,- 0,6,1, - 99,1. (18-31) 


Podemos observar que la ecuación 18-31 se reduce a la 18-15 еп el caso parti- 
cular de movimiento plano, en donde а), = @, = 0. No son necesarias hipótesis 
acerca de la simetría (es decir, acerca de momentos o productos de inercia). La 
ecuación 18-30 también se simplifica en el caso particular de la rotación en tor- 
no a un punto fijo O. Cuando A coincida con un punto fijo O, уо= 0 y 


1,2 1 5, 
Т = 5910: +5910у+5@10. 
- @.0,/10уу- 0,0,17y,- Ә,Ф. оу, (18-32) 


Por último, si como ejes xyz tomamos las direcciones de los ejes principales, los 
productos de inercia serán nulos y las ecuaciones 18-31 y 18-32 quedan en la 
forma 


T= іт +10010, + ую}, +0810. (18-33) 


(18-34) 


respectivamente. 
La ecuación 18-31 también puede escribirse en forma vectorial 


Т = тусо сн (18-35) 


en donde Hç es el llamado vector momento cinético que tiene por componentes 


Hor = 0,16; 04 Gxy- Өс, (18-364) 
Hoy =- ФЛ + Д Ло (18-360) 
Но =- Olei- Ulery- Ф.1с. (18-360) 


La expresión vectorial de la energía cinética de un cuerpo rígido pone de relie- 
ve que la energía cinética es la suma escalar de la energía cinética de traslación 

туб, Ус asociada al centro de masa С más la energía cinética de rotación en 
хото al centro de masa | о - Hg. También es muy importante hacer resaltar 
que el sistema de referencia utilizado para el cálculo de las propiedades iner- 
sales tiene su origen en el centro de masa С. 


EJEMPLO 


El disco homogéneo, delgado, de la figura 18-84 pesa 80 N, tiene un diámetro de 
50 ст y rueda libremente en torno al eje ОС de longitud 60 cm. Al rodar el disco, 
sin deslizamiento, por la superficie horizontal, el eje gira libremente alrededor 
del punto O. Determinar la energía cinética del disco cuando su celeridad angu- 
lar es gc = 13 rad/s. 


SOLUCIÓN 


Los ejes de coordenadas se toman con el eje x según ОС (en el instante represen- 
tado en la figura 18-84) y el eje z en la superficie horizontal.” Entonces, el eje y 
está inclinado un ángulo Ө = (ап (25/60) = 22,62” respecto а la vertical (fig. 18- 
8b). Estos son los ejes principales del disco, por lo que los momentos de inercia 
relativos al centro de masa G serán 


1/80 25)? = 0,2548 kg - m? 
1с: = Jo: )? = 0, Kg 

ж із Es mi 
Сы y Ба Joas = 0,12742 kg- m 


ісу ісе ісу = Okg-m? 


Nótese que la orientación del sistema de coordenadas es fija; el sistema de ejes de coordenadas no gira con 
el cuerpo. El sistema de coordenadas se elige de manera que coincida con los ejes principales del cuerpo en 
el instante representado, simplemente para facilitar ul cálculo de la energía cinética. Sín embargo, como la 
energía cinética es una magnitud escalar, el número que зе obtenga es independiente del sistema de coor- 
denadas que se emplee para calcularla. Por tanto, para este fin se podrían utilizar sistemas de coordenadas 
diferentes en los instantes inicial y final al aplicar el teorema de las fuerzas vivas. 
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Figura 18-8 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
MÉTODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA 


Al girar el disco con celeridad angular (с en torno a su eje, éste gira alrede- 
dor de un eje vertical con una celeridad angular ос (fig. 18-8b). Como el disco 
rueda sin deslizamiento, estas celeridades angulares están relacionadas de la 
manera siguiente: 

2504 = 65006 


lo cual da 06-5 rad/s. Así pues, expresando la velocidad angular del disco en 
función de los ejes de coordenadas xyz, se tiene 
w = — Oc i+0pplen Ө i+ cos Ө j) 
= -11,0771+4,615j rad/s 


Por último, la energía cinética del disco es (ec, 18-33) 


OS ШЕЛІ KI! 
Теҙтофғҙаіс,%2%1у%ҙ 1, 


donde la celeridad del centro de masa ев vg = |0,60 cos 610); = 2,769 m/s. Por 
tanto, 


т- т )олвә + Ja 1,077) (0,2548) 


+104615) 012742) + Мо) (0.2742) 
= 48,301 Resp. 


LEMA EJE 


El disco homogéneo y delgado de la figura 18-9л tiene una masa de 5 kg, un diá- 
metro de 200 mm y gira libremente en torno al eje OG de 300 mm de longitud. 
Cuando el disco rueda sin deslizamiento por el plano inclinado, el eje gira libre- 
mente alrededor del punto O. Si se suelta el sistema a partir del reposo en la po- 
sición representada (con el disco en la posición más elevada del plano 
inclinado), determinar la celeridad angular ос del disco cuando se halle en su 
posición más baja sobre el plano inclinado. 


SOLUCIÓN 


En la figura 18-9) puede verse el diagrama de sólido libre del conjunto disco-eje. 
La fuerza normal que se ejerce sobre el disco, la fuerza de rozamiento del disco 
y la fuerza en el punto fijo O no trabajan. pues se ejercen en puntos quese hallan 
en reposo instantáneo. Además, la fuerza interior entre disco y eje no trabaja por 
ser despreciable el rozamiento en ese lugar. Por tanto, la única fuerza que efec- 
túa trabajo es la de la gravedad y es conservativa U (0 , =0, Las energías po- 
tenciales gravitatorias inicial y final son 


V; = (5)(9,81)(0,3 sen 10%) = 2,555 J 
У, = (5)(9,81)(— 0,3 sen 10%) = - 2,555 J 


respectivamente. 

Como el sistema parte del reposo, la energía cinética inicial es nula T¡=0, 
Para calcular la energía cinética final se elegirá un sistema de ejes (fig. 18-9c) en 
el cual el eje x está orientado según el eje OG, el eje y es perpendicular al plano 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
MÉTODOS DE TRABAJO Y ENERGÍA 


PROBLEMAS 


18-57% La rueda de la figura P18-57 pesa 25 Му gira con cele- 
ridad angular de 20 rad/s en torno a un eje exento de roza- 
mientos. Al mismo tiempo, el miembro que sostiene la rueda 
gira en torno a un árbol horizontal con celeridad angular de 
8 rad/s. Si la rueda puede considerarse como disco delgado 


uniforme de 30 cm de diámetro, determinar su energía cinética. неді 


тт 


20 rad/s 


kioo mm, 1 
Figura Р18-58 


8 rad/s 


Figura P18-57 


18-58* La rueda de 5 kg de la figura P18-58 gira con celeridad 
angular de 25 rad /s en torno a un eje exento de rozamientos. 
Al mismo tiempo, el miembro que sostiene la rueda gira en tor- 
no a un árbol horizontal con celeridad angular de 10 rad/s. Si 
la rueda puede considerarse como disco delgado uniforme de 
400 mm de diámetro, determinar su energía cinética. 240 rpm 


18-59 El disco de la figura P18-59 pesa 20 М y está montado 
según un ángulo de 40% sobre el árbol horizontal que gira con 
una celeridad angular de 240 rpm. Si el disco puede conside- 
rarse uniforme, delgado y de 40 cm de diámetro, determinar su 
energía cinética. 


Figura P18-59 


18-60* La placa de 4 kg de la figura P18-60 está montada se- 
gún un ángulo de 40° sobre el árbol horizontal que gira con una 
celeridad angular de 300 rpm. Si la placa puede considerarse 
que es delgada, rectangular y uniforme, determinar su energía 
cinética. 


900 тт 
Figura Р18-60 


18-61 Repetir el problema 18-59 рага el caso en que el disco 
esté montado al árbol por el punto A (del borde del disco) en 
vez de por su centro de masa G. 


18-62* Repetir el problema P18-60 para el caso en que la placa 
rectangular esté montada al árbol por el punto A (del borde de 
la placa) en vez de por su centro de masa G. 


18-63 El disco de la figura P18-63 pesa 40 N y puede girar li- 
bremente en torno al árbol ОС mientras rueda sin desliza- 
miento por un plano horizontal. Si el disco puede considerarse 
delgado, uniforme y de 60 cm de diámetro, determinar su 
energía cinética cuando 0 = 240 rpm 


18-64* Un disco delgado (A) de 2 kg y 200 mm de diámetro y 
otro (B) de 8 Kg y 400 mm de diámetro están unidos rígidamen- 
* por un árbol ligero AB de 120 mm de longitud, según se in- 
dica en la figura P18-64. Determinar la energía cinética de la 
pareja de discos cuando giren con una celeridad angular de 5 
rad/s. 


18-65 El disco delgado y homogéneo del Problema Ejemplo 
15-5, pesa 80 N (fig. P18-65), tiene un diámetro de 50 cm y está 
nido rígidamente al eje ОС que pesa 20 N y tiene una longi- 
tud de 60 cm y un diámetro de 2,5 cm. Si el disco rueda sin des- 
Iizamiento por un plano horizontal y el eje puede girar 
¡bremente alrededor del punto fijo O, determinar la energía ci- 
nética del sistema cuando la celeridad angular del disco sea 
їсс = 13гай/5. 


Фсс 


Rótula 
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18-66* El disco delgado y homogéneo de 5 kg del Problema 
Ejemplo 18-6 (fig. P18-66), tiene un diámetro de 200 mm y está 
unido rígidamente al eje OG de 2 kg, el cual tiene 300 mm de 
longitud y 25 mm de diámetro. Si el disco rueda sin desliza- 
miento por un plano horizontal y el eje puede girar libremente 
alrededor del árbol vertical que pasa por O, determinar la ener- 
gía cinética del sistema cuando la celeridad angular del disco 
sea Mc = 15 rad /s. 


Figura P18-66 


18-67 La barra esbelta uniforme AB, de peso 15 М. está unida 
mediante rótulas a una rueda giratoria y a una corredera, se- 
gún se indica en la figura P18-67. Determinar la energía cinéti- 


1 450 тт 4 


Figura Р18-67 
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ca de dicha barra en la posición representada si la celeridad 
angular de la rueda es @ = 20 rad/s. 


18-68* La barra esbelta uniforme AB de 2 kg está unida me- 
diante rótulas a un miembro giratorio y a una corredera, según 
se indica en la figura P18-68. Determinar la energía cinética de 
dicha barra en la posición representada si la celeridad angular 
del miembro es w= 15 rad /s. 


Figura P18-68 


18-69 La barra esbelta uniforme AB, de peso 25 М, está unida 
mediante rótulas a dos correderas, según se indica en la figura 
P18-69 (a = 40 cm, b = 80 cm, с = 20 cm). Si, en el instante repre- 
sentado, la corredera A se está moviendo hacia arriba con una 
celeridad de 4.5 m/s, determinar la energía cinética de la barra. 


Figura Р18-6 


18-70" La barra esbelta uniforme AB de 4 kg está unida me- 
diante rótulas a dos correderas, según se indica en la figura 
P18-69 (a = 400 mm, b = 800 mm, с = 200 mm). Si, en el instante 
representado, la corredera B se está moviendo hacia la derecha 
a 8 m/s, determinar la energía cinética de la barra. 


18-71 El disco del problema 18-59, que pesa 20 М, se halla ini- 
cialmente en reposo y se aplica al árbol un momento constante 
Мо que lo hace girar. Determinar qué valor debería tener dicho 
momento para que el disco girase a 240 rpm al cabo de 4 revo- 
luciones. 


18-72% La placa de 4 kg del problema 18-60 está inicialmente 
en reposo y se aplica al árbol un momento constante My que lo 
hace girar. Determinar qué valor debería tener dicho momento 
para que la placa girase a 300 rpm al cabo de 5 revoluciones. 


18-73 El disco del problema 18-61, que pesa 20 М, se halla ini- 
cialmente en reposo y se aplica al árbol un momento constante 
Mo =7,5 m - N que lo hace girar, Determinar la celeridad angu- 
lar del árbol al cabo de 2 revoluciones. 


18-74* La placa de 4 kg del problema 18-62 está inicialmente 
en reposo y se aplica al árbol un momento constante Мо = 5 
m -N que lo hace girar. Determinar la celeridad angular del ár- 
bol al cabo de 3 revoluciones. 


18-75 El disco del problema 18-63, que pesa 40 N, se halla ini- 
cialmente en reposo y se aplica al árbol vertical un momento 
constante M¿= 15 т · N que lo hace girar. Determinar la celeri- 
dad angular о del árbol vertical al cabo de 3 revoluciones. 


18-76* El par de discos del problema 18-64 se coloca sobre un 
plano inclinado y se suelta a partir del reposo. Si, inicialmente, 
AB apunta hacia arriba del plano inclinado 15%, determinar la 
celeridad angular del sistema cuando AB apunte hacia abajo de 
dicho plano. 


18-77 El sistema del problema 18-65 está inicialmente en re- 
poso y se le aplica al cubo O un momento constante My = 
22,5 m · N (respecto a un eje vertical). Determinar la celeridad 
angular @gc del disco cuando haya efectuado una revolución 
alrededor del cubo O. 


18-78* El sistema del problema 18-66 está inicialmente en re- 
poso y se aplica al cubo O ип momento constante M¿= 12 m - N 
(respecto a un eje vertical). Determinar la celeridad angular 
сс del disco cuando haya efectuado 2 revoluciones alrededor 
del árbol vertical. 


18-79 La barra esbelta del problema 18-69, que pesa 25 N, se 
suelta a partir del reposo cuando а = 80 cm, b = 40 ст, с = 20 cm. 
Determinar la celeridad vy de la corredera В cuando Р = 60 cm. 


18-80 La barra esbelta de 4 kg del problema 18-70 se suelta а 
partir del reposo cuando а = 800 mm, b = 400 mm, с = 200 mm. 
Determinar la celeridad v4 de la corredera A cuando а = 200 mm. 


RESUMEN 


El método trabajo-energía combina los principios de la Cinemática con la se- 
gunda ley de Newton para relacionar directamente la posición con la celeridad 
de un cuerpo. Para que sea útil este método, las fuerzas que se ejercen sobre el 
cuerpo sólo han de depender únicamente de la posición. Sin embargo, para 
ciertos tipos de estas fuerzas se pueden obtener las integrales resultantes en 
forma explícita. El resultado es una sencilla ecuación algebraica que relaciona 
las celeridades lineal y angular del cuerpo en dos posiciones distintas de su 
movimiento. ` 

El trabajo efectuado sobre un cuerpo rígido debe incluir el que efectúan las 
fuerzas y los pares. El trabajo que efectúan las fuerzas que se ejercen sobre un 
cuerpo rígido se calcula de la misma manera que el que efectúan las fuerzas 
que se ejercen sobre un punto material. Cada fuerza sólo trabaja cuando se 
traslada el punto al cual se aplica y no cuando el cuerpo gira en torno a su pun- 
to de aplicación. Los pares sólo trabajan cuando gira el cuerpo. 

En el caso de fuerzas conservativas, la energía potencial V se define y deter- 
mina de igual manera que en el caso de un punto material. El trabajo efectuado 
por las fuerzas conservativas se puede calcular por integración directa utili- 
zando la ecuación 18-1 o empleando las funciones energía potencial, según se 
vio en el apartado 17.5. 

Las fuerzas interiores de un cuerpo rígido son, dos a dos, de igual módulo 
y recta soporte pero de sentidos opuestos, siendo sus trabajos de igual valor 
absoluto pero de signos contrarios, por lo que el trabajo total efectuado por las 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
DE TRABAJO Y ENERGÍA 


fuerzas interiores será nulo. A mayor abundamiento, cuando dos o más cuer- 
pos rígidos estén conectados mediante pasadores lisos o por hilos flexibles e 
inextensibles, el trabajo resultante que sobre los cuerpos efectúen los miembros 
de conexión también será nulo. 

La energía cinética de un cuerpo es la suma de las energías cinéticas de los 
puntos que lo constituyen. En el caso de un cuerpo rígido, tenemos 


Т=ўто +110? (18-15) 


donde оу; es la celeridad del centro de masa del cuerpo e Іс, es el momento de 
inercia respecto a un eje que pase por el centro de masa G y sea paralelo al eje 
z (perpendicular al plano del movimiento). El primer término de la ecuación 
18-15 es la energía cinética asociada a la traslación del centro de masa y el se- 
gundo término es la energía cinética asociada a la rotación del cuerpo en torno 
a un eje que pasa por el centro de masa. 

El teorema de las fuerzas vivas para un cuerpo rígido 


Р 2-7; (18-19) 


tiene una expresión formalmente igual а la ecuación 17-9b para el caso de un 
punto material. La diferencia entre estas ecuaciones estriba en que los términos 
de energía cinética de la ecuación 18-19 incluyen la energía cinética de rotación 
del cuerpo rígido además de la energía cinética de traslación y que el término 
del trabajo incluye el trabajo efectuado por todos los momentos exteriores ade- 
más del trabajo que las fuerzas exteriores efectúan sobre el cuerpo rígido. 

Al igual que en el caso del punto material, el término del trabajo se puede 
descomponer en una parte debida a las fuerzas conservativas U {©9,, y otra de- 
bida a las fuerzas restantes U |? ,. El trabajo efectuado por las fuerzas conser- 
vativas puede expresarse en función de las energías potenciales, con lo que la 
ecuación 18-19 se puede escribir 


Ti+ V + Uf, = T+V, (18-20) 


Al aplicar el método del trabajo y la energía al movimiento de un cuerpo 
rígido tenemos las mismas ventajas y limitaciones que al aplicarlo al movi- 
miento de un punto material. La principal ventaja es que este método relaciona 
directamente las celeridades lineal y angular del cuerpo en dos posiciones dis- 
tintas de su movimiento con las fuerzas y pares que se ejercen durante dicho 
movimiento. La limitación principal es que la ecuación 18-19 es una ecuación 
escalar y de ella sólo puede despejarse una incógnita. 

Como el método trabajo-energía combina los principios de la Cinemática 
con la segunda ley de Newton, no constituye un principio nuevo o indepen- 
diente. Todo problema que pueda resolverse aplicando el método trabajo- 
energía se puede también resolver aplicando la segunda ley de Newton. Sin 
embargo, cuando pueda aplicarse el método del trabajo y la energía, suele ser 
el más fácil para la resolución del problema. 


PROBLEMAS DE REPASO 


18-81» El tractor de la figura P18-81 sube, en el instante repre- 
sentado, una pendiente del 10% a 48 km/h. Las ruedas motri- 
ces son las traseras, tienen un diámetro de 1,8 m y giran 
formando una unidad de 5 kN de peso y radio de giro centroi- 
dal respecto al eje k¿=0,6 m. El resto del tractor pesa 10 KN. Si 
se desembraga de pronto el motor, 


a. Determinar qué distancia recorrerá el tractor por la pen- 
diente antes de detenerse. 

b. Determinar qué distancia recorrería el tractor antes de de- 
tenerse si pesara 15 kN y las ruedas motrices tuvieran un 
peso despreciable, 


Figura P18-81 


18-82% En el instante representado en la figura P18-82, el yo- 
yo tiene una velocidad angular en sentido antihorario de 100 
rad/s. Si su radio de giro centroidal fuese Ке; = 14 mm, determi- 
nar 


з. La altura h que subiría el yo-yo por el hilo. 
b. El número de revoluciones que efectuaría el yo-yo antes de 
alcanzar el reposo. 


TE mm 40 mm 


100 rad/s 


Figura P18-82 


18-83 Un cilindro macizo, un cilindro hueco y una esfera ma- 
ciza pesan, cada uno, 80 N y sus diámetros exteriores valen, to- 
dos, 35 ст, El diámetro interior del cilindro hueco vale 30 cm. 
Determinar las celeridades que alcanzarán los tres cuerpos 
cuando hayan dado 3 revoluciones bajando por un plano incli- 
nado 30°. 


18-84* Se utiliza una palanca de freno para gobernar el movi- 
miento de un tambor y un peso, según se indica en la figura 
P18-84. La masa y el radio de giro centroidal del tambor son 40 
kg y 120 mm, respectivamente; el coeficiente de rozamiento ci- 
nético entre la zapata de freno y el tambor vale 0,4, y el sistema 
se halla inicialmente en reposo con la masa de 50 kg situada 3 
m por encima del suelo. 


а. Si se suelta de pronto la palanca de freno, determinar la ce- 
leridad de la masa de 50 kg cuando haya caído 2 m. 

b. Si se aplica de pronto la palanca de freno cuando la masa 
de 50 kg ha caído 2 m, determinar la mínima fuerza P que 
habrá que aplicar a la palanca para evitar que la masa de 50 
kg llegue al suelo. 

с. Sies P=250N la máxima fuerza que se puede aplicar a la pa- 
lanca sin que se rompa, determinar la máxima distancia que 
podrá caer la masa de 50 kg antes de volver a aplicar el freno, 


| 
200 mm 


Е! 


ll 


100 mm 


Figura Р18-84 


18-85 La barra AB representada en la figura Р18-85а pesa 50 
N, tiene una longitud de 0,9 m y puede girar en un plano ver- 
tical. Una cuerda atada a la barra en B pasa por una polea pe- 
queña de poco peso y sostiene un peso C de 75 N. Si se suelta 
el sistema a partir del reposo cuando 0 = 0”, determinar Іа ve- 
locidad angular лв 


a. Cuando 0= 30°. 

b. Cuando 0- 90°. 

с. Repetir los apartados a y b cuando se sustituya el peso de 
75 N por una fuerza constante, según se indica en la figura 
P18-85b, 


(а) 


B 
75N 


(b) 
Figura P18-85 


18-86* Una plataforma gira con una celeridad angular ал = 
10 rad /s mientras un cilindro de 5 kg y radio 50 mm montado 
en la plataforma, gira respecto a ella con una celeridad angular 
@ = 25 rad/s (fig. P18-86). Determinar la energía cinética del 
cilindro para а = 50 mm 


18-87 ЕІ sistema representado еп la figura Р18-87 se suelta a 
partir del reposo. Determinar la celeridad de A cuando haya 
caído 0,9 пп si: 


а. Se desprecia la masa de las poleas. 
b. La polea В es un disco uniforme de peso 50 N y la polea С 
es un disco uniforme de peso 100 М. 
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Figura P18-87 


18-88" La rueda con radios representada еп la figura Р18-88 
rueda sin deslizamiento por una superficie horizontal. Como 
ha perdido un par de radios, el centro de masa de esta rueda 
de 12 kg se halla a 50 mm de su centro y el radio de giro relativo 
a su centro de masa es 0,6 mm. Si el centro de la rueda (no su 
centro de masa) lleva una celeridad de 3 m/s cuando Ө= 0°, de- 
terminar: 

a. Та velocidad angular œde la rueda cuando 6 = 90°. 


b. Las fuerzas normal y de rozamiento que se ejercen sobre la 
rueda cuando 6 = 90°. 


Figura Р19-88 


18-89 Una cuerda flexible hace girar un volante en la forma 
que se indica en la figura P18-89, El volante es un cilindro ma- 
cizo de peso 100 N y diámetro 45 cm y la cuerda está inicial- 
mente arrollada cinco vueltas completas sobre él. Si el volante 


parte del reposo y la cuerda se desprende cuando su extremo 
se encuentre en el borde de la rueda A, determinar la velocidad 
angular final del volante: 


a. Cuando al extremo de la cuerda flexible se aplica una fuer- 
za constante Р = 125 М, según se indica en la figura P18-89a. 

b. Cuando se sustituye la fuerza Р por una carga de 125 М ata- 
da a la cuerda, según se indica en la figura P18-89h. 


Jens» 


(а) ib) 
Figura P18-89 


18-90* Un coche de juguete se mueve gracias a un resorte en 
espiral, según se indica en la figura P18-90. La rueda motriz es 
un disco macizo de 750 g y 150 mm de diámetro, la carrocería 
tiene una masa de 150 g y las ruedas delanteras son de masa 
despreciable. El resorte en espiral ejerce sobre la rueda motriz 
un momento M = 4 Өдолае & = 0.01 m - N /rad y Өзе expresa 
en radianes. Determinar la máxima celeridad que alcanzará el 
coche si parte del reposo estando el resorte arrollado 8 vueltas. 
(El resorte se desconecta cuando Ө = 0.) 


Figura P18-90 


18-91 El cilindro uniforme de la figura P18-91 tiene un radio 
de 5 cm, una longitud de 20 ст y pesa 25 М. Gira en torno a su 
eje con celeridad angular constante а) = 20 rad/s. Al mismo 
tiempo, el yugo que sostiene al cilindro gira alrededor de un 


eje vertical con celeridad angular  - В rad/s. Determinar la 
energía cinética del cilindro en ese instante. 


Figura P18-91 


18-92* En la figura P18-92 se ha representado una sierra de 
brazo radial que tiene una celeridad de funcionamiento de 
1500 rpm. La hoja y el motor tienen una masa combinada de 1,2 
kg y un radio de giro centroidal k = 25 mm, Cuando se desco- 
necta la sierra, el rozamiento en los cojinetes y un freno mag- 
nético ejercen un par constante T de freno sobre la hoja y el 
motor. 


а. Determinar el número de revoluciones que dará la hoja antes 
de pararse si T = 0,002 m - М (sólo rozamiento en cojinetes). 

b. Determinar el par T necesario para detener la hoja en una 
sola revolución. 


Es, 


Figura Р18-92 
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18-93 Un cilindro uniforme de 75 № de peso se apoya en un 
cangilón fijo, según se indica en la figura P18-93. El diámetro 
del cilindro es de 20 cm, el coeficiente de rozamiento entre el 
cilindro y el cangilón vale 0,15 en A, mientras que la superficie 
en B es lisa. Si, de pronto, se aplica al cilindro un par constante 
de 4,5 m - N, determinar la velocidad angular del cilindro al 
cabo de 5 revoluciones. 


Figura P18-93 


Problemas para resolver con ordenador 


(18-94 La barra esbelta uniforme AB gira en un plano vertical 
según se indica en la figura P18-94. Su masa es 5 kg y su longi- 
tud 1,2 m. Si parte del reposo cuando 0 = 0°, calcular y repre- 
sentar gráficamente la energía cinética del centro de masa Т,- 
тоё ‚1а energía cinética de rotación alrededor del centro de 
masa Т, = 110? „1а energía potencial gravitatoria V, (tóme- 
se nula en el nivel de A) y la energía mecánica E =T, + Ty + V; 
todo ello en función del ángulo 0 (0° < Ө < 90°). 


Figura P18-94 


С18-95 Una bola tiene un peso de 80 N y un diámetro de 215 
mm. Se suelta por una pista de bolos con una celeridad inicial 
de 6 m/s y sin velocidad angular. Si el coeficiente de rozamien- 
to entre bola y pista vale 0,1, calcular y representar gráficamen- 
te la energía cinética del centro de masa Т, = įmvè , la energía 
Cinética de rotación alrededor del centro de masa Т, = 11002 
y la energía mecánica E = Т„+ T todo ello en función de la po- 
sición хс a partir del momento en que se suelta la bola hasta 
cuando choca con el bolo situado a 18 m. 


(С18-96 Los extremos de la barra esbelta uniforme AB están 


unidos a correderas de poco peso, según se indica en la figura 
P18-96. A la corredera B se aplica una fuerza constante de 10 N; 
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la masa de la barra es 6 kg y su longitud 1,4 m. Si la barra parte 
del reposo cuando Ө = 0°, calcular y representar gráficamente: 


а. La velocidad уд de la corredera A y la velocidad angular w 
de la barra, ambas en función de 0 (0° < 0< 180°). 

b. La energía cinética del centro de masa Т, = іто2 y la 
energía cinética de rotación alrededor del centro de masa 
To = ¿10? la energía potencial gravitatoria V, (tómese 
nula en el nivel de A) y la energía mecánica E=T, + T,y+ V, 
todo ello en función del ángulo 6 (0° < 0< 180°). 


Figura P18-96 


С18-97 Un cilindro uniforme de 125 М de peso rueda sin des- 
lizamiento por un plano inclinado (fig. P18-97), Mediante un 
yugo, se une al eje del cilindro un resorte ( ф = 200 N/m). El 
rozamiento entre yugo y eje es despreciable. Si el cilindro parte 
del reposo cuando х = 0 estando indeformado el resorte, calcu- 
lar y representar gráficamente la energía cinética del centro de 
masa T, = jmv , la energía cinética de rotación alrededor del 
centro de masa Т„ = 3107, la energía potencial gravitatoria 


V¿ (tómese nula al nivel del cilindro cuando x = 0), la energía 
potencial elástica V, y la energía mecánica E = T, + Т„+ V¿+V., 
todo ello en función de x (0 < x < 75 cm). 


Figura Р18-97 


(18-98 Un semicilindro uniforme de 5 kg y 800 mm de diáme- 
tro rueda sin deslizamiento por una superficie horizontal, se- 
gún se indica en la figura P18-98. Si se suelta el cilindro a partir 
del reposo cuando Ө = 0°, calcular y representar gráficamente: 


а. 


b. 


La velocidad angular wy la aceleración angular с del semi- 
cilindro en función de 6 (0% < 6< 180°). 

La fuerza normal N y la fuerza de rozamiento F que la 
superficie ejerce sobre el semicilindro en función de 6 (0° < 
Ө< 180°) 

La energía cinética del centro de masa Т, = }то2 ‚1а ener- 
gía cinética de rotación alrededor del centro de masa 
Т = 3102 la energía potencial gravitatoria V, (tómese 
nula al nivel de la superficie horizontal) y la energía mecá- 
nica E = Т, + Т„+ У,, todo ello en función del ángulo Ө (0° 
< 05180"). 


Figura P18-98 


С18-99 La barra esbelta uniforme AB representada en la figura 
Р18-99 está unida a una corredera В de poco peso y desliza su 
extremo А por una superficie horizontal exenta de rozamiento. 
La barra pesa 75 Му su longitud es de 1,5 m. Si parte del reposo 
cuando Ө = 0°, calcular y representar gráficamente: 


а. 


b. 


La velocidad angular оу la aceleración angular о de la ba- 
тта en función de 0 (0° < 8 < 90°). 

Las fuerzas normales № y Np que la superficie у la corre- 
dera ejercen en A y B, respectivamente, sobre la barra en 
función de 0 (0° < 6< 90°). 

La energía cinética del centro de masa Т, = }јто2, la 
energía cinética de rotación alrededor del centro de 
masa Т, = 3102, la energía potencial gravitatoria У, 
(tómese nula al nivel de la superficie horizontal) y la 
energía mecánica E = T,+T „+V y todo ello en función del 
ángulo 0 (0° < 0 < 90°). 


Figura P18-99 
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CINÉTICA DEL PUNTO MATERIAL: 
IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 
CINÉTICO 


19.1 INTRODUCCIÓN 


El estudio de la Cinética se basa en la segunda ley de Newton del movimiento. 
En los capítulos 15 y 16 se ha utilizado directamente la segunda ley de Newton 
para relacionar las fuerzas que se ejercen sobre puntos materiales y cuerpos rí- 
gidos con las aceleraciones que en ellos originan. En realidad, cuando quera- 
mos tener información acerca de la aceleración o del valor de una fuerza en un 
instante, la utilización de la segunda ley de Newton será el método más fácil a 
seguir. 

En los capítulos 17 y 18 se integró la segunda ley de Newton respecto a la 
posición para obtener el teorema de las fuerzas vivas. Como éste no es sino una 
combinación de la segunda ley de Newton y los principios de la Cinemática, 
todo problema que pueda resolverse aplicando dicho teorema se podrá tam- 
bién resolver utilizando la segunda ley de Newton. Sin embargo, el teorema de 
las fuerzas vivas resulta particularmente útil para resolver problemas en los 
que haya que relacionar las celeridades de un cuerpo en dos posiciones de su 
movimiento y las fuerzas que intervienen puedan expresarse en función de la 
posición de dicho cuerpo. 

Los principios del impulso y la cantidad de movimiento que se van a desa- 
rrollar en este capítulo y el siguiente se obtienen integrando la segunda ley de 
Newton respecto al tiempo. Las ecuaciones resultantes sirven para resolver 
problemas en los que haya que relacionar las velocidades de un cuerpo corres- 
pondientes a dos instantes diferentes y las fuerzas que intervienen puedan ex- 
presarse en función del tiempo. Aun cuando los principios del impulso y la 
cantidad de movimiento no sean imprescindibles para resolver un problema 
dado, resultan particularmente útiles para la solución de problemas de choque 
entre cuerpos y de sistemas de masa variable. 


19.2 IMPULSO DE UNA FUERZA Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO DE UN 
PUNTO MATERIAL 


Sea R = EF la resultante de todas las fuerzas que se ejercen sobre un punto ma- 
terial de masa m. La segunda ley de Newton aplicada a él puede escribirse 


R=ma=0"9 Y 


Como la masa del punto no depende del tiempo, podemos introducirla en la 
derivada y tenemos 


zd 
R = тту) (19-1) 


Cuando las fuerzas sean constantes o sólo dependan del tiempo, podremos in- 
tegrar la ecuación 19-1 quedando 


| R dt = ү d(mv) = (ту), - (my), 
о sea 


(ту), + fY R dt = (mw) (19-2) 


donde v;es la velocidad del punto en un instante inicial t y ууез la velocidad 
del punto en el instante final ГТА 


19.2.1 Cantidad de movimiento 


El vector mv de las ecuaciones 19-1 y 19-2 se representa por el símbolo L y re- 
сіре el nombre de cantidad de movimiento del punto material. Como т es un es- 
calar positivo, los vectores cantidad de movimiento y velocidad del punto 
tendrán la misma dirección y sentido. El módulo de la cantidad de movimiento 
es igual al producto de la masa т por la celeridad v del punto material. En el 
sistema SI, la unidad de cantidad de movimiento es el kg - m/s o, lo que es 
equivalente, N - s. En el U.S. Customary system es el slug - ft/s o lb-s. 


19.2.2 Impulso de una fuerza 


La integral І R dt recibe el nombre de impulso de la fuerza К. El impulso es 
i 


un vector cuyas dimensiones son fuerza-tiempo. En el sistema SI, su módulo 
se expresa en N · s = kg · m/s, que es la misma unidad que se obtuvo para la 
cantidad de movimiento de un punto material. Por tanto, la ecuación 19-2 es 
dimensionalmente correcta. Si se utilizan unidades del U.S. Customary sys- 
tem, el impulso se expresará en lb - s = slug - ft/s, que también es la unidad que 
se obtuvo para la cantidad de movimiento. 


li R, di = Rf а= 0-1) (19-3) 


La ecuación 19-3 se utiliza también para definir la fuerza media en el tiempo 
Raned: que es la fuerza constante equivalente que daría el mismo impulso que 
la fuerza original variable con el tiempo R(t) 


жий | y 
Roos = тет ка (19-4) 


El valor medio de la fuerza dado por la ecuación 19-4 (valor medio en el tiem- 
po) suele ser diferente del valor medio calculado a partir del trabajo efectuado 
por la fuerza (valor medio en la distancia). 

Cuando el módulo y la dirección de la fuerza resultante R(!) varíen ambos 
đurante el intervalo de tiempo, el cálculo de la integral del impulso deberá rea- 
ïzarse por componentes. Suele preferirse utilizar componentes cartesianas 
rectangulares porque los vectores unitarios i, j y k no varían con el tiempo. 
Descomponiendo R en sus componentes rectangulares tenemos 


Н ИРТ" ¿fe Л 
f к= ifi к, +3] R, й+к, R, dt 


343 

19.2 IMPULSO DE UNA FUERZA Y 
CANTIDAD DE MOVIMIENTO DE UN 
PUNTO MATERIAL 


4 7 
1 


Figura 19-1 


344 


CINÉTICA DEL PUNTO MATERIAL: 
IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 
CINÉTICO 


Aun cuando el trabajo de una fuerza (definido en el capítulo 17) y el impul- 
so de una fuerza sean integrales de una fuerza, son conceptos totalmente dife- 
rentes. Dos diferencias importantes son las siguientes: 


1. El trabajo de una fuerza es una magnitud escalar. El impulso es vectorial. 

2. El trabajo de una fuerza es nulo si la fuerza no tiene componente según la 
dirección del desplazamiento. El impulso de una fuerza no es nunca nulo 
ni siquiera si está aplicada a un punto en reposo. 


19.2.3 Teorema de la cantidad de movimiento 


La ecuación 19-2 expresa el teorema de la cantidad de movimiento: 
у 
L,+ Қ кй-і, 
La cantidad de movimiento final Lede un punto material es la suma vectorial de su can- 


tidad de movimiento inicial L; más el impulso ] R dt de la resultante de todas las fuer- 


zas que se ejercen sobre dicho punto. 

A diferencia de la ecuación del teorema de las fuerzas vivas, que es una 
ecuación escalar, la ecuación 19-2 es una ecuación vectorial que representa tres 
ecuaciones escalares. Expresada en coordenadas cartesianas rectangulares, sus 
tres componentes escalares son 


mog fy R, dt = то, 


тәу |, R, dt 


moys $) R, dt = mo; 


то 


Tengamos ahora en cuenta que el teorema de la cantidad de movimiento no 
constituye un principio nuevo. Es simplemente una combinación de la segun- 
da ley de Newton con los principios de la Cinemática para el caso particular en 
que la fuerza sea función del tiempo. A pesar de todo, resulta útil para obtener 
la velocidad del punto material cuando se conoce la fuerza en función del tiem- 
po y no nos interesa la aceleración. 


19.2.4 Conservación de la cantidad de movimiento 


De la ecuación 19-1 resulta que la variación por unidad de tiempo de la canti- 
dad de movimiento ту será mula cuando К = EF = 0. Cuando esto suceda, la 
cantidad de movimiento se conserva, es decir, es constante en módulo y direc- 
ción: 

L = L; (19-5) 


La cantidad de movimiento puede conservarse en una dirección (si es nula la 
suma de fuerzas en dicha dirección) independientemente de cualquier otra di- 
rección. 

Aun cuando a la ecuación 19-5 se le llama a menudo Principio de la conserva- 
ción de la cantidad de movimiento, sólo es un caso particular del teorema de la 
cantidad de movimiento. La conservación de la cantidad de movimiento pue- 
de verse que no es sino otro enunciado de la primera ley de Newton. 


La conservación de la cantidad de movimiento no está relacionada con la 
conservación de la energía cinética. Por ejemplo, cuando una esfera elástica re- 
bota en una superficie dura, la celeridad después del rebote es casi igual a la 
que llevaba antes de chocar con la superficie y podemos considerar que se con- 
serva la energía cinética. Sin embargo, el sentido de la velocidad después del 
choque es el opuesto al que tenía antes de chocar..Por tanto, la cantidad de mo- 
vimiento después del choque es opuesta a la que tenía antes de él y, en conse- 
cuencia, la cantidad de movimiento no se ha conservado. Análogamente, 
cuando chocan dos partículas, es posible que se conserve la cantidad de movi- 
miento de las dos partículas aun cuando se pierda la mayor parte de su energía 
cinética, 

Por último, observemos que la masa m del punto material se supone cons- 
tante en las ecuaciones 19-1 a 19-5. Por tanto, esas ecuaciones no se podrán uti- 
lizar para resolver problemas en los que intervenga el movimiento de cuerpos 
tales como los cohetes, que adquieran o pierdan masa. En el apartado 19.7 con- 
sideraremos este tipo de problemas. 


Una pelota de ping-pong que tiene una masa de 5.67 g (0.2 onzas) tiene una ve- 
locidad inicial v; = 2,4 | + 1,8 k m/s cuando una ráfaga de viento le ejerce una 
fuerza F =0,139 i N (t se expresa en segundos). Determinar el módulo, dirección 
y sentido de la velocidad de la pelota al cabo de 0.5 s. (El sentido positivo del eje 
z es hacia arriba.) 

SOLUCIÓN 

En la figura 19-2 se tiene el diagrama de sólido libre de la pelota, donde aparecen 
su peso W = mg y la fuerza F del viento. La masa de la pelota, expresada en ki- 
logramos, es 


5,67(10-3) kg 


y el impulso sobre la pelota durante 0,5 s es 


pe 10,139Н4—5,67(10-3)(9,81)К] dt = 0017384 0,278 N «s 


Aplicando estos valores en la expresión que traduce el teorema de la cantidad 
de movimiento (ec. 19-2) se tiene 


5,67(1073)(2,43 + 1,8k) +0,01738i — (0,0278k) 
= 561(10)w, 


de donde 


3,071 + 2,40) – 3,10k m/s Resp. 


“Y 
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(а) 


75 


Fuerza, P (newton) 


S о 1820 a 
Tiempo, t (segundos) 


(b) 
Figura 19-3 


Fuerza (newton) 


П 
оз 10 15 0 [A 
Tiempo, 1 segundos) 


Figura 19-5 


JBLEMA EJEMPLO 19.2 
Una caja de 10 kg descansa sobre una superficie horizontal según se indica en la 
figura 19-3а y se le aplica una fuerza horizontal Р. El módulo de Р varía con el 
tiempo según se indica en la figura 19-3. Si los coeficientes de rozamiento está- 
tico y dinámico valen 0,4 y 0,3, respectivamente, determinar: 

a. La velocidad de la caja en / = 105. 


b. La velocidad de la caja еп і- 155. 
с. El tiempo typara el cual deja la caja de deslizarse. 


SOLUCIÓN 


a. En la figura 19-4 puede verse el diagrama de sólido libre de la caja. Como 
no hay movimiento en la dirección vertical, la suma de fuerzas en dicha di- 
rección da 


N = (10)(9,81) = 98,1 N 


(Nótese que también se podría haber utilizado la ecuación del teorema de 
la cantidad de movimiento para las componentes y para obtener dicho re- 
sultado, si bien ello no comporta ninguna ventaja.) 

La fuerza de rozamiento será menor o igual que 0,4 N hasta que se inicie 
el movimiento de la caja y será igual a 0,3 М una vez esté en movimiento. 
Cuando se aplica la fuerza P a la caja, el rozamiento disponible es suficien- 
te, inicialmente, para impedir su movimiento y la fuerza de rozamiento cre- 
се en igual forma que la fuerza P-(fig. 19-5). Ahora bien, cuando P alcanza 
el valor 0,4 N = 39,24 N (en t = 7,848 s), el rozamiento disponible ya no pue- 
de impedir el movimiento de la caja, ésta comienza a deslizarse y la fuerza 
de rozamiento cae al valor 0,3N = 29,43 N. La fuerza de rozamiento se man- 
tiene entonces igual a 29,43 N hasta t, instante en que se detiene y el roza- 
miento cae a 25 N, que es la fuerza necesaria para mantener la caja en 
equilibrio. 

La componente x del impulso de la fuerza P que se ejerce sobre la caja 
entre t = 0 y = 10s, tiene un valor igual al área encerrada bajo la gráfica 


ер dt = Д50)10) = 250 Ns 


mientras que la componente x del impulso de la fuerza de rozamiento que 
se ejerce sobre la caja еліте = 0 y t=10s es 
Ме F dt = J(39,24XT.848) + (29,43) (10 — 7.848) 
= -21731М-5 


Luego, el teorema de la cantidad de movimiento da para la componente x 


0+250-217,31 = 1001 
Osea 


vio = 327 m/s Resp. 
b. Entre t=10y t= 15s, los impulsos son 


- 
БЫ 
и 


(50) (15 – 10) = 250 N- s 


(29,43) (15 – 10) = –147,15 N - s 


Керт 
т 
в. 
" 


y la ecuación que traduce el teorema de la cantidad de movimiento da para 


la componente x 


(10)(3,27) + 250—147,15 = 100,5 


2, = 13,55 m/s 


с.  Entret=15s y f= ły los impulsos son 


Y Pat 
15 


"ра 
15 


(25) (t,- 15) 


(29,43) (t,—15) 
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Resp. 


y la ecuación que traduce el teorema de la cantidad de movimiento da para 


la componente x 


(10) (13,55) + (25- 29,43) (1, - 15) 


osea 
tp = 456% Resp. 
PROBLEMAS 
19-1* Оп disco de hockey pesa 1,78 N, se desliza sobre el hie- 
lo y se observa que su celeridad disminuye de 18 m/s a 12 m/s 6000 
en 3 s. Determinar la fuerza media de rozamiento que se ejerce 22 
sobre el disco y el correspondiente coeficiente de rozamiento E 


cinético. (Supóngase horizontal la superficie del hielo). 


19-2* Un automóvil de 1200 kg va a 75 km/h por una carre- 
tera helada cuando, de pronto, el conductor aplica los frenos. 
Si el coeficiente de rozamiento vale 0,15 y los cuatro neumáti- 
соз patinan, determinar el tiempo que tardará el auto en dete- 
nerse. 


19-3 Una lancha que pesa 2,5 KN y va a 32 km/h se detiene 
10 s después de parar el motor. Determinar la fuerza media de 
freno que el agua ejerce sobre la lancha 


19-4* La celeridad del asiento de un tobogán pasa de 0 a 10 
m/s en 6 s. La masa combinada del asiento y los ocupantes es 
de 110 kg y la pendiente es de 20°. Determinar la fuerza media 
de rozamiento entre el asiento y la nieve y el correspondiente 
coeficiente de rozamiento. 


19-5 Elempuje del cohete que impulsa un trineo cuyo peso 
es de 2,5 KN varía con el tiempo según se indica en la figura 
P19-5, Si el trineo parte del reposo y se mueve en línea recta por 
una pista horizontal, determinar su velocidad cuando se apaga 
el cohete. (Despréciese el rozamiento). 


19-6* Un disco de 2,0 kg se desliza por una superficie hori- 
zontal lisa cuando sobre él se ejerce una fuerza transversal (fig. 
P19-6a). Ésta forma un ángulo 6 con la dirección inicial de v y 
su módulo varía según se indica en la figura P19-6b. бі v = 10 


58) 
Figura P19-5 


(а) (b) 
Figura P19-6 


m/s y 60-50%, determinar el módulo, dirección y sentido de la 
velocidad del disco cuando: 


a. t=5s, В. t=10s. €. | 


19-7 Si el disco del Problema 19-6 pesara 25 № y tuviera una 
celeridad inicial de 7,5 m/s, determinar el módulo, dirección y 
sentido del disco cuando 


а. t=5s. b. /-108. с. t=20s. 


El ángulo es Ө= 105° y el módulo de la fuerza F varía según se 
indica en la figura P19-7. 


19-8* Determinar la máxima velocidad que alcanza el disco 
del problema 19-6. 


19-9 біеі disco del problema 19-6 pesara 25 N y tuviera una 
celeridad inicial de 7,5 m/s, determinar el módulo, dirección y 
sentido de su velocidad cuando: 


а. і-56. b. 1-158. с.!-205. 


Supóngase constante el módulo de la fuerza, F = 10 М, pero que 
el ángulo 9 aumenta constantemente a razón de 0,4 rad /s y que 
0=0ent=0. 


19-10* Una pelota de tenis de 60 g lleva una velocidad hori- 
zontal de 10 m/s cuando se le aplica un raquetazo (fig. P19-10). 
Después de éste. la velocidad de la pelota es de 25 m/s (tam- 
bién horizontal) y forma un ángulo de 15% con la dirección ini- 
cial. Si el tiempo de contacto es de 0.05 s, determinar la fuerza 
media (en módulo, dirección y sentido) que le aplica la raque- 
ta. 


Figura P19-10 


19-11 Una pelota de béisbol de 142 g tiene una velocidad ho- 
rizontal de 27 m/s inmediatamente antes de ser alcanzada por 
el bate. Después del impacto, la velocidad de la pelota es de 33 


m/s formando un ángulo de 30° por encima de la horizontai 
(fig. P19-11). Si el tiempo de impacto es de 0,01 s, determinar la 
fuerza media (en módulo, dirección y sentido) que el bate ejer- 
ce sobre la pelota. 


y 
33 m/s 
30% 
“-і--х 
27 т/б 
Figura P19-11 


19-12* Una pelota de 0,2 kg de masa tiene una velocidad ini- 
cial уу = 15) + 20k m/s cuando una racha de viento le aplica 
una fuerza. Si esta fuerza varía con el tiempo en la forma F = 
0,5(P—9)(cos 30% – ѕеп 30%) donde se expresa en segundos y 
F en newton, determinar el módulo, dirección y sentido de la 
velocidad de la pelota cuando: 


а. і-18. 
b. 1-26. 
с. t=3s. 


(La gravedad actúa en el sentido negativo del eje 2.) 


19-13 Una pelota que pesa 2,5 М tiene una velocidad inicial 
уо = 91 + 15] m/s. Si sobre ella se ejerce una fuerza constante 
Е = (-051 + 0,5]) М, determinar el módulo, dirección y sentido 
de su velocidad cuando se mueva paralelamente al plano y-z 
(La gravedad actúa en el sentido negativo del eje 2.) 


19-14% А una caja de 10 kg que descansa sobre una superficie 
horizontal, según se indica en la figura P19-14a, se le aplica una 
fuerza P horizontal. El módulo de P varía con el tiempo según 


(a) 


(b) 


Figura P19-14 


se indica en la figura P19-14b. Si los coeficientes de rozamiento 
estático y cinético valen 0,4 y 0,3, respectivamente, determinar: 


a. El instante | en el que la caja comienza a deslizarse. 

b. La máxima velocidad vms de la caja y el instante /,„ „ел que 
la alcanza. 

с. El instante ten el cual cesa el deslizamiento. 


19-15 A una caja que pesa 25 N y descansa sobre una super- 
ficie horizontal se le aplica una fuerza P (fig. Р19-15а). El mó- 
dulo de P varía con el tiempo según se indica en la figura P19- 
15b, Si los coeficientes de rozamiento estático y cinético son 0.4 
y 0,3, respectivamente, determinar: 


а. El instante |) en el que la caja comienza a deslizarse. 

b. Та máxima velocidad vma de la caja y el instante fmax en 
que la alcanza. 

£. El instante ten el cual cesa el deslizamiento. 


(а) 


(b) 
Figura P19-15 


5-16* A una caja de 10 kg que descansa sobre un plano incli- 
nado se le aplica una fuerza P (fig. 19-164). El módulo de P va- 
За con el tiempo según se indica en la figura P19-16b, Si los 
=neficientes de rozamiento estático y cinético valen 0,6 y 0,4, 
respectivamente, determinar: 


(a) 


0 10 20 


097 
(b) 
Figura P19-16 


a. El instante } en el que la caja comienza a deslizarse, 

b. La máxima velocidad ©, de la caja y el instante tnax еп 
que la alcanza, 

с. El instante ten el cual cesa el deslizamiento. 


19-17 А una саја que pesa 50 N y descansa sobre un plano 
inclinado se le aplica una fuerza P (fig, Р19-17а). El módulo de 
Р varía con el tiempo según se indica en la figura P19-17b. Si los 
coeficientes de rozamiento estático y cinético valen 0,6 y 0,4, 
respectivamente, determinar: 


a. El instante |, en el que la caja comienza a deslizarse. 

b. Su celeridad cuando 

с. Su celeridad cuando t=10s, 

d. El menor valor Ps рага el cual la caja estará en reposo еп 
1= 20 5. 


10 —, 


Figura P19-17 


793 SISTEMAS DE PUNTOS MATERIALES EN INTERACCIÓN 


y escribir la ecuación 19-2 aplicada a cada uno. 


запао еп un problema intervienen dos o más puntos materiales en interac- 
ón, como en la figura 19-6, se puede considerar cada uno de ellos por separa- 
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mý 


fn 


Figura 19-6 


me 


к> 


Ш 


(Lp, 


(Lp, 


00), +[ +) dt 
(Li) + fY Rat fn) dt 


donde R; es la resultante de todas las fuerzas exteriores que se ejercen sobre el 
punto 1, ғ; es la fuerza que sobre el punto 1 ejerce el punto 2, etc. Como las 
fuerzas de acción y reacción que los puntos se ejercen entre sí son opuestas dos 
a dos (f,¡=— Ё) y como el intervalo de tiempo entre ! y tes común a todas las 
fuerzas que intervienen, los impulsos de las fuerzas de acción y reacción siem- 
pre se destruirán entre sí cuando se sumen estas ecuaciones. Por tanto, el teo- 
rema de la cantidad de movimiento para dos (о М) puntos materiales ес 
interacción es 


уаш, +ујук, ш-хау, 


donde (Х1.),- E(mv), ез la suma vectorial de las cantidades de movimiento de 
ambos (o los N) puntos materiales, E(f R ¿dt) es la suma vectorial de los impul- 
sos de todas las fuerzas exteriores que intervienen, no siendo necesario consi- 
derar las fuerzas interiores. 

Por tanto, para un sistema de М puntos materiales en interacción: La canti- 
dad de movimiento final de un sistema de puntos materiales es la suma vectorial de sus 
cantidades de movimiento iniciales más la suma de los impulsos de las resultantes de 
todas las fuerzas exteriores que se ejercen sobre dichos puntos: 


EM) јук = хад, (19-6 


7 


19.3.1 Movimiento del centro de masa 


La posición del centro de masa гг; de un sistema de N puntos materiales se cal- 
cula mediante el primer momento 


N 
MIG= Y та) (19-7) 
6-і 


donde т = E т/ев la masa total del sistema de puntos materiales, Derivando 
respecto al tiempo la ecuación 19-7 y recordando que la masa de cada punto es 
constante, tenemos 


N 
тус= Y mv (19-8) 
6-і 


Es decir, la cantidad de movimiento total de un sistema de puntos materiales 
es la misma que se tendría si toda la masa se concentrara en un solo punto que 
se moviera con la velocidad del centro de masa del sistema. La ecuación 19-8 
permite escribir la ecuación 19-6 en la forma 


тс, +g fi К, = тус), (19-9) 


19.3.2 Conservación de la cantidad de movimiento de un sistema de puntos 
materiales 


Si la suma de los impulsos de todas las fuerzas exteriores que se ejercen sobre 
los distintos puntos del sistema fuese nula, la cantidad de movimiento del sis- 
tema de puntos materiales se conservaría 


уоту, = р (ту, (19-10) 


о sea 
(тус), = отус), 


Dividiendo ambos miembros por la masa total del sistema (la cual es constan- 
te) tenemos 

Vai = Усу 
Es decir, cuando los impulsos de todas las fuerzas exteriores que se ejercen so- 
bre un sistema de puntos materiales suman cero, la velocidad уг; del centro de 
masa del sistema es constante. Esto sucede, por ejemplo, cuando chocan dos 
partículas que se mueven libremente. Sin embargo, hay que notar que aun 
cuando se conserve la cantidad de movimiento total de las partículas en coli- 
sión, su energía total no tiene por qué conservarse. En el apartado 19,4 tratare- 
mos problemas de choque de dos partículas. 


19.3.3 Fuerzas impulsivas y no impulsivas 


Cuando el impulso en una dirección dada no sea nulo pero se sepa que es re- 
lativamente pequeño, muchas veces se podrá despreciar a fin de obtener una 
solución aproximada que resulte suficientemente precisa para muchos fines, 
Por ejemplo, si la cantidad de movimiento del sistema compuesto por los blo- 
диев y B de la figura 19-7 es grande frente al impulso de la fuerza de roza- 
miento, la ecuación 19-10 será aproximadamente cierta durante el breve 
tiempo At de choque aun cuando exista rozamiento entre el plano y los blo- 
ques. Como las fuerzas de rozamiento no pueden ser mayores que uN y el 
tiempo de choque es pequeño, el impulso del rozamiento de los bloques du- 
rante el tiempo de choque no alterará, prácticamente, la gran cantidad de mo- 
vimiento de ellos. 

Las fuerzas de módulo muy grande pueden originar una variación impor- 
tante de la cantidad de movimiento incluso en tiempos muy cortos. Dichas 
fuerzas reciben el nombre de impulsivas. Los movimientos debidos a las fuer- 
zas impulsivas se denominan movimientos impulsivos. Como ejemplo de fuerzas 
impulsivas tenemos las que se producen cuando un cuerpo choca con otro. 

Las fuerzas cuyo módulo es pequeño frente al de las impulsivas se llaman 
fuerzas no impulsivas. Como ejemplos podemos citar el peso, el rozamiento y 
las fuerzas debidas a resortes. Al aplicar el teorema de la cantidad de movi- 
miento para un intervalo de tiempo corto, podremos despreciar el impulso de 
las fuerzas no impulsivas frente al de las fuerzas impulsivas. 

No suele saberse de antemano si las reacciones desconocidas son fuerzas 
impulsivas o no. Por lo general, la fuerza de reacción sobre un apoyo cualquie- 
та que actúe para evitar el movimiento en una cierta dirección es tan impulsiva 
como las fuerzas que intentan originar un movimiento en tal dirección. 
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352 La decisión final de si puede despreciarse o no el impulso de una fuerza de- 


CINÉTICA DEL PUNTO MATERIAL: berá basarse en la precisión que se exige al resultado y en el efecto estimado 
IMPULSO, CANTIDAD DE que el término tenga sobre la ecuación. Cuando haya duda de si es o no impor- 
Pepe Hialat Y MOMENTO tante el impulso de una fuerza, deberá incluirse en las ecuaciones 19-6 y 19-9. 


19.3.4 РтоМетав en los que intervienen la energía y la cantidad de 
movimiento 


Debemos tener presente que el teorema de la cantidad de movimiento no cons- 
tituye un principio independiente, Al igual que el teorema de las fuerzas vivas, 
sólo es una integral primera de la segunda ley de Newton que es aplicable a 
ciertas situaciones particulares. Todo problema que pueda resolverse aplican- 
do el teorema de las fuerzas vivas o el de la cantidad de movimiento puede 
también resolverse directamente utilizando la segunda ley de Newton. No 
obstante, cuando sea adecuada la aplicación del teorema de la cantidad de mo- 
vimiento o de las fuerzas vivas, suelen proporcionar la solución más rápida- 
mente y de manera menos laboriosa. 

Estos métodos no sólo no son adecuados para resolver todos los problemas, 
sino que pocos problemas reales pueden acometerse con uno u otro método. 
Más generalmente, ambos métodos se utilizarán en partes diferentes de un 
mismo problema. El aprovechamiento máximo de estos métodos se consigue 
eligiendo el método particular más adecuado para un problema particular o 
para parte de un problema. De hecho, para resolver problemas concretos, re- 
sulta útil a menudo combinar los tres métodos: el de la cantidad de movimien- 
to, el de trabajo-energía y la segunda ley de Newton. 

Muchos problemas, como el Problema Ejemplo 19-5, comprenden varias fa- 
ses para las cuales resultan adecuados diferentes principios. Durante la prime- 
ra fase, sólo se ejercen fuerzas conservativas y el método más adecuado para 
hallar la velocidad de la caja A inmediatamente antes de chocar con la B es el 
del trabajo y la energía. Durante la fase de choque, dominan las fuerzas impul- 
sivas y para hallar las velocidades de las cajas inmediatamente después del 
choque, lo más adecuado es aplicar el teorema de la cantidad de movimiento. 
Durante la fase final, hay que buscar relaciones entre fuerzas, velocidades y 
posición, siendo lo más conveniente utilizar el principio del trabajo y la ener- 
gía. En cambio, para poder calcular el trabajo efectuado por el rozamiento hay 
que calcular la fuerza normal y ello se logra utilizando la segunda ley de 
Newton. 

Para hallar la fuerza normal, se podría haber utilizado la ecuación corres- 
pondiente a la componente vertical en el teorema de la cantidad de movimien- 
to y habríamos obtenido el mismo resultado. Sin embargo, como no hay 
movimiento en la dirección normal, el teorema de la cantidad de movimiento 
no ofrece ninguna ventaja sobre la aplicación directa de la segunda ley de 
Newton. 


PROBLEMA EJEMPLO 19.3 


Figura 19-8 


Si el auto acelera uniformemente desde el reposo hasta 32 km/h en 4 s, de- 
terminar la tensión media de la amarra durante este tiempo. 

En t = 45, se rompe la amarra que une el buque al muelle, el conductor del 
automóvil aplica los frenos deteniendo el auto respecto al buque. Despré- 
ciese el rozamiento entre el buque y el agua y determínese la celeridad con 
que el buque chocará contra el muelle. 


SOLUCIÓN 


En la figura 19-9 puede verse el diagrama de sólido libre del conjunto auto- 
buque. Las fuerzas entre las ruedas del auto y el buque son fuerzas interio- 
res; no serán necesarias para aplicar el teorema de la cantidad de movi- 
miento y por ello no se han representado en el diagrama. La única fuerza 
que da impulso en la dirección horizontal es la tensión T, y la componente 
x de la ecuación 19-6 es 


O+ T meald) 


lo cual da 


Тыа = 2830 N Resp. 


b. Rota la amarra, no hay fuerzas en la dirección х y en consecuencia, se con- 


servará la componente x de la cantidad de movimiento. Por tanto 


Gra) = ro 


y se tiene 


Фу = 0808 m/s = 2,91 km/h Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 19.4 


Se dispara una granada de 3 kg con una velocidad inicial v = 150 m/s у @= 60°, 
según se indica en la figura 19-10. En el punto más alto de su trayectoria, explota 
la granada partiéndose en dos. El pedazo de 1 kg llega al suelo en х = 500 m e 


y 


а. 


= 2500 m en el instante / = 35 s. 


Determinar cuándo y dónde llegará al suelo el pedazo de 2 kg. 


b. Determinar el módulo medio Fmeg de la fuerza explosiva si la explosión 
dura un tiempo Af = 0,005 s. 
SOLUCIÓN 


La única fuerza que se ejerce sobre el sistema de dos puntos materiales es 
la de la gravedad, por lo que el movimiento del centro de masa vendrá 
dado por 


ас = -981k m/s? 
ус = 75] + (129,9 -9,81t) k m/s 
Tg = 75tj + (129,9+- 4,9052) k m 
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y 


Figura 19-10 


El punto más alto de la trayectoria corresponde al instante en que dzG/dt = 
129,9 – 9,811 = 0, lo cual da # = 13,24 в. Entonces 


x=0 y = 993,2 m z = 860,1 т 


en el instante de la explosión. 
Después de la explosión, sobre la masa de 1 kg sólo actúa la gravedad 
y por ello ви movimiento vendrá dado рог 


а) = 981 m/s? 

Vi = Viri +Vjoy) + Гоо: 9,81(113,24)] k m/s 
ху = volt- 13.24) т 

y, =993,2+010,(1— 13.24) m 

Z4 = 860,1 +0,y,(t— 13,24) - 4,905(t— 13,24)? m 


donde las constantes de integración (x,y=0'm, ууу = 993,2 m y z19= 860,1 т) 
se han tomado de manera que se tuviera la posición conocida inmediata- 
mente después de la explosión. Las demás constantes de integración se han 
determinado utilizando el tiempo y posición conocidos del impacto. 


E 500 Sl 

ior КЕСЕНІ 24) = 22,98 m/s 
2 2500-9932 _ 

тюу = 35-1324 = 69,26 m/s 


= 2 
vio, = 89014905035 -1320 L 67.21 ms 


35-1324 


Durante la explosión, la única fuerza exterior que da impulso es la de la e 
gravedad, por lo que la ecuación 19-6 da 19.3 SISTEMAS DE PUNTOS 
MATERIALES EN INTERACCIÓN 


(3)(75]) +3(- 9,81К)(0,005) = (1)(22,98i + 69,26] + 67,21k) + (2) Уз 


y por tanto 


Vag = 11,491 + 77,87] - 33,68k m/s 


Por último, la única fuerza que se ejerce sobre el punto material de 2 kg 
después de la explosión es la gravedad, por lo que su movimiento vendrá 
dado por 

a, = – 9816 m/s? 
Va = – 11,491 + 77,87] – [33,68 + 9,81(1—13,24)] к m/s 


ху = 11,49(1- 13,24) 
Уз = 993,2--77.87(- 13.24) т 
2, = 860,1 — 33,68(t — 13,24) — 4,905(!— 13,24)? m 


Este punto material llega al suelo cuando 2; = 0, lo cual da 


1= 23495 Resp. 
X, =-117,7m Resp. 
Y, = 1791 т Resp. 


b. La ecuación 19-6 se puede también aplicar a cada uno de los pedazos por 
separado durante el impacto. Para el de 1 kg da 


(1)(75)) + Е(0,005) = (1) [22,981 + 69,26] + 67,21k] 


Por tanto, la fuerza media que se ejerce sobre el pedazo de 1 kg a causa de 
la explosión es 


F nea = 45961— 1148) + 13442k N 


y sobre el de 2 kg se ejercerá otra fuerza de igual módulo y dirección, pero 
de sentido opuesto, El módulo medio de la fuerza explosiva que se ejerce 
sobre cada pedazo será, pues, 


Кыа = 14250 № Resp. 


La caja A, que pesa 100 М, desciende por una rampa exenta de rozamiento y cho- 
са contra una caja В que pesa 50 М (fig. 19-11). A consecuencia del choque, las 
dos cajas quedan enlazadas y se deslizan juntas por una superficie rugosa (4, = 
0,6). Determinar 


a. La velocidad de las cajas inmediatamente después del choque. 
b. La distancia d que recorrerán antes de quedar en reposo. 
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100 № 


Figura 19-11 


SOLUCIÓN 


100 N 


b. 


Figura 19-12 


Teorema de las fuerzas vivas de 1—2: En la figura 19-124 puede verse el 
diagrama de sólido libre de la caja A cuando se desliza por la rampa. La 
fuerza normal N es perpendicular al movimiento y por tanto no trabaja, El 
peso deriva de un potencial y en consecuencia 
T,+V,+U[(%, = Ti+ V; 
da 
1 100 
0+ (100) (3) +0 = o, +0 

de donde 

Vaz = 7,67 m/s 


Teorema de la cantidad de movimiento de 2 > 3 : La caja В se halla inicial- 
mente en reposo (vg; = 0) y tras el choque, ambas cajas llevan la misma ve- 
locidad (олз = Юа = 03). Durante la corta duración del choque, по hay 
fuerzas impulsivas en la dirección x, por lo que se conservará la com- 
ponente x de la cantidad de movimiento: 


(шул (Dj = (е), (2), 


юу = 5,11 ms Resp. 
Segunda ley de Newton: En la figura 19-12b puede verse el diagrama de só- 
lido libre del par de cajas después del choque. En esta fase del movimiento, 
las cajas se deslizan en línea recta por una superficie horizontal y no hay 
aceleración en la dirección vertical. Por tanto, 
TEF = N-150=0 
у N = 150 N, Luego la fuerza de rozamiento será 
F = 0,6(150) = 90N 


Teorema de las fuerzas vivas de 3 —э 4: Sigue siendo aplicable el diagrama 
de sólido libre de la figura 19-12b. La fuerza normal y el peso son perpen- 
diculares al movimiento y por tanto, no trabajan. El trabajo efectuado por 
la fuerza de rozamiento será 


lo cual da 


ujo, = Ір (90) dx = -904 
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PROBLEMA 


19-18% En cierto instante, la posición y velocidad de tres pun- 
tos materiales vienen dadas por 


Hallar la situación y velocidad del centro de masa en ese ins- 
tante. 


19-19 Еп cierto instante, el centro de masa de tres puntos ma- 
teriales de masas 3 kg, 5 kg y 1 kg, respectivamente, se encuen- 
tra en ro = 81+ 5) + ЗК m y tiene una velocidad dada por vç = 
51 – 12k m/s. En ese instante, el punto material de 3 kg tiene la 
posición г; = бі m y la velocidad уҙ = 31 + ВК m/s, mientras que 
el punto material de 1 kg tiene la posición ту = 8] + Зк m y la 
velocidad v; = 3i - 3j m/s. Determinar la posición y velocidad 
del punto material de 5 kg en ese instante, 


19-20 Un trineo de 25 kg está deslizándose por una superficie 
horizontal llana y exenta de rozamiento con una celeridad de 5 
m/s, cuando un hombre de 60 kg se sube a él de un salto. Si la 
velocidad inicial del hombre era de 2 m/s perpendicularmente 
al movimiento del trineo, determinar la velocidad final del tri- 
neo con el hombre. 


19-21 Dos automóviles chocan en un cruce, según se indica 
en la figura P19-21. El auto A pesa 11 KN y tiene una celeridad 
inicial од = 24 km/h, mientras que el auto В pesa 17,5 KN y tiene 
una celeridad inicial о; = 40 km/h. Si los autos quedan engan- 
chados y se mueven conjuntamente después del choque, deter- 
minar su celeridad оуу dirección Ө después de dicho choque. 


19-22* Dos automóviles chocan en un cruce, según se indica 
en la figura Р19-21. El auto A tiene una masa de 1000 kg y una 
celeridad inicial v4 = 25 km/h, mientras que el auto В tiene una 
masa de 1500 kg. Si los autos quedan enganchados y se mue- 


AG 


Figura P19.21 


ven conjuntamente en la dirección dada por el ángulo Ө = 30% 
después del choque, determinar la celeridad vg que llevaba el 
auto B inmediatamente antes de chocar. 


19-23 Un punto material que pesa 10 М se desliza por una su- 
perficie horizontal, llana y exenta de rozamiento con una cele- 


Figura Р19-23 


ridad de v,=3m/s, según se indica en la figura Р19-23. Cuando 
el punto se halla a 6 m de la pared, explota y se rompe en dos 
partes iguales. Una de ellas choca contra la pared еп у, = 1,5 т 
mientras la otra lo hace en уҙ = 3 m. Determinar; 


a. El impulso que se ejerce sobre la parte А en la explosión. 

b. La velocidad уҙ de la parte A relativa а la parte В inme- 
diatamente después de la explosión. 

£. La diferencia de tiempos entre el choque de A con la pared 
y el de B 


19-24* Un punto material de 5 kg se desliza por una superficie 
llana, horizontal y exenta de rozamiento a v;= 4 m/s, según se 
indica en la figura P19-23. Cuando se halla a 10 m de la pared, 
explota y se rompe en dos partes de masas тд =3 kg y my=2 
kg. Si la parte de 3 kg llega a la pared 3 s después de la explo- 
sión en уд = 7,5 m, determinar: 


а. El impulso ejercido sobre A por la explosión. 

b. La velocidad vyp de la parte A relativa a la В inmediata- 
mente después de la explosión. 

с. La posición ува que choca В con la pared. 

d. La diferencia de tiempos entre el choque de A con la pared 
y el de B. 


19-25 Un punto material que pesa 25 N se desliza por una su- 
perficie horizontal Папа y exenta de rozamiento а о; = 3 m/s, 
según se indica en la figura P19-23, Cuando el punto se halla a 
6 m de la pared, explota y se rompe еп dos. Una parte, de masa 
т аїсапга la pared en уд = 1,5 m, mientras la otra, de masa my, 
lo hace en уз = 3 m. Si las dos partes llegan simultáneamente a 
la pared, determinar: 


а. Las masas тд y my de las dos partes. 

b. Elimpulso ejercido sobre A por la explosión. 

с. La velocidad уң de la parte A relativa a la B inmediata- 
mente después de la explosión. 


19-26* Se dispara una granada de 5 kg con una velocidad ini- 
cial vọ= 125 m/s у 6=75°, según se indica en la figura P19-26. 
En el punto más alto de su trayectoria, la granada explota y 
rompe en dos. Un fragmento de 2 kg llega al suelo en х =50 m 
еу = 350 m cuando / = 25 в. Determinar: 


Figura Р19-26 
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Cuándo y dónde llega al suelo el fragmento de 3 kg. 

El impulso ejercido sobre el fragmento de 2 kg por la 
explosión. 

с. El módulo medio Р de la fuerza explosiva si la duración 
de la explosión es Af = 0,003 s. 


se 


19-27 бе dispara una granada de peso 50 М con una veloc- 
dad inicial de пу= 135 m/s y б, = 50, según se indica en la figu- 
ra P19-26. Cuando /= 5 s, la granada explota y se rompe en dos 
Un fragmento de 30 N de peso llega al suelo en x = 300 m e y = 
2100 m cuando t = 25 s. Determinar: 


a. Cuando y dónde llega al suelo el fragmento de 20 N. 

b. El impulso ejercido sobre el fragmento de 30 М por la 
explosión. 

с. El módulo medio F meg de la fuerza explosiva si la duración 
de la explosión es At = 0,001 s. 


19-28* Una caja A de 10 kg desciende por una rampa exenta 
de rozamiento (0= 25°) y choca contra una саја В de 5 kg unida 
а un resorte de rigidez & = 8500 N/m (fig. P19-28). А conse- 
cuencia del choque, las dos cajas quedan unidas y se deslizan 
conjuntamente. Si la caja A ha partido del reposo siendo d = 5 
m, determinar: 


а. La velocidad de las cajas inmediatamente después del choque 

b. La máxima compresión que sufrirá el resorte durante el 
movimiento resultante. 

с. La aceleración de las cajas еп el instante de máxima 
compresión. 


Figura P19-28 


19-29 La caja A, que pesa 125 М, desciende por una rampa (9= 
25") y choca contra otra саја de peso 50 N que está unida a un 
resorte de rigidez $ =2kN/m (fig. P19-28). En el choque, am- 
bas cajas quedan unidas y se deslizan conjuntamente por la su- 
perficie rugosa (д, = 0,4). Si la caja A parte del reposo siendo 
d = 6 т, determinar: 


a. La velocidad de las cajas inmediatamente después del choque. 

b. La máxima compresión del resorte durante el movimiento 
resultante. 

<. La aceleración de las cajas еп el instante de máxima 
compresión. 


19-30* Un bloque de madera de 0,40 kg está en reposo sobre 
una superficie horizontal rugosa (ш, = 0,3) y recibe el impacto 
de una bala de 0,03 kg que lleva una velocidad inicial о; = 100 
m/s (fig. P19-30). En el choque, la bala queda incrustada en la 
madera. Determinar: 


a. La celeridad del conjunto bloque-bala inmediatamente 
después del choque. 
b. La distancia que recorrerá el bloque antes de detenerse. 


Figura P19-30 


19-31 Un bloque de madera de peso 5 М está en reposo sobre 
una superficie horizontal rugosa (ц, = 0,25) y recibe el impacto 
de una bala de 7 g (fig. P19-30). En el choque, Іа bala queda in- 
crustada en la madera. Si el bloque se desliza 7.5 m antes de de- 
tenerse, determinar: 


a. La celeridad del conjunto bloque-bala inmediatamente 
después del choque. 
b. La celeridad о; que llevaba la bala. 


19-32* Un bloque de madera de 0,30 kg está unido a un resor- 
te de 4 =7500 N/m (fig. P19-32). El bloque está en reposo so- 
bre una superficie horizontal rugosa (ду = 0,4) y recibe el 
impacto de una bala de 0,030 kg que lleva una velocidad inicial 
v,= 150 m/s. En el choque, la bala queda incrustada en la ma- 
dera, Determinar: 


a. La celeridad del conjunto bloque-bala inmediatamente 


después del choque. 
b. La distancia que recorrerá el bloque antes de detenerse. 


EU 4 
- 


Figura P19-32 


19-33 Un bloque de madera de 0,340 kg está unido a un re- 
sorte de & = 1000 N/m (fig. P19-32). El bloque está en reposo 
sobre una superficie horizontal rugosa (д = 0,35) y el resorte 
indeformado cuando recibe el impacto de una bala de 7 g. En 
el choque, la bala queda incrustada en la madera. Si el máximo 
acortamiento del resorte después del impacto es de 62,5 mm, 
determinar: 


а. La celeridad del conjunto bloque-bala inmediatamente 
después del choque. 
b. La celeridad v; que llevaba la bala. 


19-34* Un bloque de madera de 15 kg está unido a un resorte 
de £ =4500 N/m (fig. P19-32). El bloque está en reposo sobre 
una superficie horizontal rugosa (ш = 0,3) y recibe el impacto 
de una bala de 0,03 kg. En el choque, la bala queda incrustada 
en la madera. Determinar la máxima celeridad v; que debería 
llevar la bala para que el resorte no rebotase, 


19-35* Un péndulo balístico consiste en una caja de peso 25 N 
que contiene arena y está suspendida de un hilo ligero de 1,5 
m de longitud (fig. P19-35). Una bala de 14 g incide sobre la 
caja y queda incrustada en la arena. Si la celeridad que llevaba 
inicialmente la bala era de 105 m/s, determinar: 


a. La celeridad del conjunto arena-bala inmediatamente des- 


pués del impacto. 
b. El máximo ángulo que describirá el péndulo después del 
impacto. 


Figura P19-35 


19-36* Dos automóviles chocan en un cruce (fig. Р19-36). El 
auto А tiene una masa de 1200 kg y el В una de 1500 kg. En el 
choque, las ruedas de los autos quedan trabadas y los dos se 
deslizan (цу = 0,2) juntos. А lo largo de 10 т en una dirección 
definida por Ө = 60°. Determinar las celeridades v4 y va que lle- 
vaban los automóviles inmediatamente antes de chocar. 


p | 


Figura P19-36 
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360 | жадыны 19.4 CHOQUE DE CUERPOS ELÁSTICOS 
CINÉTICA DEL PUNTO MATERIAL: 
IMPULSO, CANTIDAD DE 


MOVIMIENTO Y MOMENTO 1 
CINÉTICO Un impacto (choque entre dos cuerpos) es un suceso que suele tener lugar en 


un intervalo de tiempo muy corto. Suele ir acompañado de fuerzas de reacción 
entre los cuerpos relativamente intensas, lo que da lugar a fuertes cambios de 
velocidad de uno o ambos cuerpos. Las intensas fuerzas de reacción también 
originan una deformación considerable de los cuerpos en colisión y en conse- 
cuencia, la conversión de energía mecánica en sonido y calor. 

Los sucesos de impacto se clasifican según la posición relativa de los cen- 
tros de masa de los cuerpos, la velocidad relativa de los centros de masa y la 
línea de impacto: recta normal a las superficies en el punto de impacto (fig. 19- 
13). Cuando los centros de masa de ambos cuerpos se hallen sobre la línea de 
impacto, diremos que se trata de un choque central (fig. 19-14a,b). Cuando el 
centro de masa de uno o ambos cuerpos no se halle sobre la línea de impacto, 
diremos que se trata de un choque excéntrico (fig. 19-14c,d). Evidentemente, en- 


Línea de impacto tre dos puntos materiales sólo podrá producirse choque central, ya que el ta- 
f maño y forma de los puntos se supone que no afectan al cálculo de su movi- 
Figura 19-13 miento. 


Otra clasificación se basa en la orientación de las velocidades de los cuerpos 
respecto a la línea de impacto. Cuando las velocidades iniciales de los cuerpos 
en colisión tengan la dirección de la línea de impacto, diremos que se trata de 
un choque directo (fig. 19-14a,c). El choque directo es una colisión frontal. Cuan- 
do las velocidades iniciales de los cuerpos en colisión no tengan la dirección de 
la línea de impacto, diremos que se trata de un choque oblicuo (fig. 19-14b,d). 

O о O El choque de dos cuerpos consta de dos fases —una fase de deformación o 
-Q compresión seguida de otra de restauración o restitución— y se acompaña de 

una generación de calor y sonido. En la primera fase, que transcurre desde el 

instante de contacto hasta el de máxima deformación, los dos cuerpos se en- 
cuentran comprimidos por la intensa fuerza de interacción. Al final de esta fa- 

y se, los cuerpos ni siguen aproximándose ni se separan: la velocidad relativa 
ша según la línea de impacto es nula. En la segunda fase, que transcurre desde el 
Y instante de máxima deformación hasta el de separación total, los cuerpos se 
van separando a causa de que las fuerzas interiores de los cuerpos actúan de 

9 лесната! 8 Soprana manera que les devuelvan la forma original. Por lo general, sin embargo, la re- 
cuperación de ésta no es total. Parte de la energía mecánica inicial se disipa, du- 

rante el choque, a causa de la deformación residual permanente de los cuerpos 

y de las vibraciones sonoras que se originan. 

Mucho se ha estudiado acerca de la relación entre las fuerzas de impacto y 
9 la deformación resultante cuando chocan dos cuerpos. La deformación de és- 
tos resulta depender de la velocidad de deformación así como de la tempera- 
tura y del material constituyente de los cuerpos. Sin embargo, es una suerte 
В ico ue podamos prescindir de los detalles del choque. Para tener una relación 
i босана 9 Боза пес е е entre Las velocidades relativas de los RERA antes y después del cho- 
Figura 19-14 que podemos utilizar la ecuación que nos da el teorema de la cantidad de mo- 
vimiento. Ў 
No obstante, conviene recordar que el choque de dos cuerpos es un suceso 
complicado. Aun cuando el sencillo análisis que haremos a continuación per- 
mite resolver muchos problemas de choque que no se podrían resolver de otra 
manera, hay que tener presente que los resultados de estos cálculos son siem- 
pre aproximados. 


19.4.1 Сһодие central directo 


Consideremos el movimiento de dos puntos materiales A у B a lo largo de una 
recta común (la línea de impacto), como se indica en la figura 19-154. Supon- 
dremos que la celeridad v4; es mayor que la celeridad юр; por lo que el punto А 
alcanzará al B y chocará con él. Además, de acuerdo con las observaciones ge- 
nerales, supondremos que durante el breve intervalo de impacto Af = ty- t; 


1. La velocidad de uno o ambos puntos puede variar mucho. 

2. Las posiciones de los puntos no varían apreciablemente. 

3. Se pueden despreciar las fuerzas no impulsivas. 

4. Las fuerzas de rozamiento entre los cuerpos son despreciables. 


Es más, como los movimientos y las fuerzas tienen lugar todos a lo largo de la 
línea de impacto, sólo habrá que considerar la componente según ésta de la 
ecuación del teorema de la cantidad de movimiento. Tomaremos hacia la de- 
recha el sentido positivo a lo largo de esta recta: las fuerzas y velocidades diri- 
gidas hacia la derecha serán positivas y las fuerzas y velocidades hacia la 
izquierda negativas. 

Durante el choque, sobre el par de puntos materiales no se ejercen fuerzas 
impulsivas exteriores y por tanto se conservará la cantidad de movimiento del 
sistema constituido por dicho par de puntos 


т,Од/%туӘр, = MAV pH MO pp (19-10) 


Por otra parte, si se examinan los puntos por separado, la fuerza interior es im- 
pulsiva y deberá incluirse en la ecuación del teorema de la cantidad de movi- 
miento. Durante la fase de deformación del choque (fig. 19-15), el teorema de 
la cantidad de movimiento nos dice que 


mava- fy F; dt = mav, 


para el punto A, donde F; es la fuerza de interacción que se ejerce sobre el pun- 
to A durante la fase de deformación, v, es la velocidad común de los dos puntos 
al final de la fase de deformación y t, es el tiempo al final de esta fase. Durante 
la fase de restauración (fig. 19-15c), el teorema de la cantidad de movimiento 
nos dice que 


mave- fy F, dt = my py 
para el punto A, donde F, es la fuerza de interacción que se ejerce sobre el pun- 


to A durante la fase de restauración y одуеѕ la velocidad final del punto А —la 
velocidad de A cuando termina la colisión. 


El módulo del impulso de deformación [ F; dt es, generalmente, mayor 


que el del impulso de restauración | F, dt . El cociente de estos dos impulsos 


se denomina coeficiente de restitución е: 


/ 
F, dt 

e CO MAD MAD Ap Ve- Var 

ер, ар AVAT MAD, 24-7, 

қ 
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CINÉTICA DEL PUNTO MATERIAL: 
IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 
CINÉTICO 


Un análisis análogo realizado con el punto B da un resultado semejante 
para el coeficiente de restitución: 


<= PROBAR. - ш] 
"E, dt Mg0¿—MgVp; Ve- Ugi 
' 


Eliminando la velocidad о,, que es desconocida, entre estas dos ecuaciones se 
tiene 


- (овга) 
e = -TIM AL (19-11) 
Vsi- Vai (sza); 


Es decir, el coeficiente de restitución e es igual al cociente, cambiado de signo, 
entre la velocidad relativa de los dos puntos después del choque y dicha velo- 
cidad relativa antes del choque. Este cociente constituye una medida de las 
propiedades elásticas de los puntos materiales y se ha de medir experimental- 
mente. 

Las ecuaciones 19-10 y 19-11 forman un sistema que permite determinar las 
velocidades de los dos cuerpos después del choque si se conocen las que lleva- 
ban antes del mismo. 

Si en un choque es e = 1, se dice que es un choque perfectamente elástico. En tal 
caso, la ecuación 19-11 nos da 


Vait Vay = Up; + Орр 


Pero la ecuación 19-10 puede escribirse en la forma 
тА(0д: 04у) = ты(о,у- ор) 

y multiplicando, miembro a miembro, estas dos ecuaciones tenemos 
malva, = 03р) = malv- vh) 


Por último, trasponiendo términos y dividiendo por 2 resulta 


ОРНОК A A: 
FMA Ai + MVE = ¿MAD A] + 57106 


Por tanto, еп el caso de un choque perfectamente elástico (e = 1), se conserva la 
energía cinética del par de puntos materiales, 

En cambio, cuando e = 0 se dice que se trata de un choque perfectamente plás- 
tico. En tal caso, la velocidad relativa de los dos puntos después del choque es 
nula y ambos puntos se moverán juntos con la misma velocidad. Esto corres- 
ponde a la máxima pérdida de energía cinética en el choque. En los casos rea- 
les, el coeficiente de restitución se encuentra siempre comprendido entre los 
dos casos límites citados, 0 <e < 1. 

El coeficiente de restitución no es una propiedad característica de un cuer- 
ро о de un material. Depende de los materiales de los dos cuerpos en colisión. 


x 


Línea de impacto 


Figura 19-16 


Aun cuando a menudo se considera constante, el coeficiente de restitución va- 
ría considerablemente con la velocidad de choque y con los tamaños, formas y 
temperaturas de los cuerpos que chocan. Aun cuando puedan utilizarse valo- 
res de e dados por manuales a falta de datos mejores, no son demasiado fiables, 


19.4.2 Сһодие central oblicuo 


El análisis del choque central oblicuo de dos puntos materiales es una sencilla 
extensión del análisis del choque central directo. En el caso de cuerpos perfec- 
tamente lisos, exentos de rozamiento, el choque central oblicuo se considerará 
que es la superposición de un movimiento uniforme en dirección perpendicu- 
lar a la línea de impacto y un choque central directo a lo largo de ésta. 

Los ejes de coordenadas se toman a lo largo de la línea de impacto (eje n) y 
perpendicular a ella (eje Р), como se indica en la figura 19-16. La ecuación que 
traduce el teorema de la cantidad de movimiento es igualmente aplicable al 
sistema de puntos materiales (fig. 19-16) como a cada punto por separado (fig. 
19-17). Durante el corto tiempo de choque, las únicas fuerzas impulsivas que 
se ejercen sobre uno y otro punto son las fuerzas interiores que están dirigidas 
según la línea de impacto (eje п). 


(Van = Ya; cos (BA; + 0), 
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ELÁSTI 


(vad = vas sen (Өл, +0) (увд, = Vai sen (бру- 6) 


(a) (b) 


Figura 19-17 


E] 


ICOS 
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IMPULSO, CANTIDAD DE 
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CINÉTI 


ІСО 


Como en la dirección Ё no se ejercen fuerzas impulsivas sobre uno y otro 
punto, se conservará la componente ! de la cantidad de movimiento de cada 
uno de ellos; 

mala), = MA Ap, (19-124) 


ты(о,), = тысу), (19-125) 


Рог tanto, las componentes / de las velocidades de los puntos no cambian еп el 
choque: 
(од), = (04р), (19-13а) 


(ов), = (03), (19-13) 


En el caso del sistema constituido por el par de puntos materiales, no hay 
fuerzas impulsivas exteriores en ninguna dirección y por tanto se conservará 
la cantidad de movimiento del sistema en las direcciones п y t: 


malai), + тон), = mala), + тору), (19-14a) 


maa), + maUn), = MA AD, + MgO), (19-14b) 


La ecuación 19-14a es la suma de las ecuaciones 19-124 y 19-12b y no aporta nin- 
guna información adicional al problema. Por tanto, necesitaremos aún otra 
ecuación para poder obtener las dos incógnitas (од), у (ову),. Repitiendo el 
análisis realizado en el apartado 19.4.1 para la dirección n tenemos 


(ову), = (04р) (0/4) 
==> PE Арн _ B/A fn 
e (бый, — (Фай, Td (19-140 


donde (ору), Y (овул) son las componentes п de las velocidades final e inicial 
de В relativas a A, respectivamente. Las ecuaciones 19-14) y 19-14c nos dan las 
dos ecuaciones necesarias para hallar las componentes normales de las veloci- 
dades finales (од), у (Uppy- 

Una vez halladas las cuatro componentes de las velocidades finales (vapi 
(одр, (овд, у (Vam Se podrán determinar fácilmente los módulos, direcciones 
y sentidos de las velocidades finales Ул, y vg- Aun cuando para obtener las 
componentes de las velocidades se necesiten los ejes n y t, sus direcciones rara 
vez tendrán importancia en el problema global en cuestión. Por tanto, los re- 
sultados finales podrán referirse a los ejes horizontal y vertical habituales o 
bien a las direcciones iniciales de уд y vg. 


19.4.3 Сһоцие vinculado 


En el análisis anterior se ha supuesto que los dos puntos se movían libremente, 
salvo en el choque. Es decir, sobre dichos puntos no se ejercía ninguna fuerza 
impulsiva exterior. Cuando uno o ambos puntos tenga su movimiento vincu- 
lado en cierta dirección, como en el Problema Ejemplo 19-7, la fuerza de liga- 
dura puede ser tan impulsiva como la fuerza interior. Por tanto, la cantidad de 
movimiento del sistema de los dos puntos podrá no conservarse en una u otra 
de las direcciones п o /. Además, рага el punto vinculado probablemente по se 
conservará la cantidad de movimiento еп la dirección Ру es posible que la com- 
ponente t de su velocidad cambie en el choque. 


La ecuación 19-14 del coeficiente de restitución puede seguir utilizándose 


para relacionar las velocidades relativas a lo largo de la línea de impacto. Sin 
embargo, las otras ecuaciones deberán sustituirse por una combinación de lo 
siguiente: 


2. 


3. 


Conservación de la cantidad de movimiento del sistema en una dirección 
perpendicular a la ligadura. 

Conservación de la cantidad de movimiento del punto no vinculado, en la 
dirección t. 

Ligaduras cinemáticas en la dirección de la velocidad del punto vinculado. 


Estas ecuaciones deberán deducirse específicamente para cada problema con- 
creto. 


MA EJEMPLO 


Dos masas se deslizan por una barra horizontal exenta de rozamientos, según se 
indica en la figura 19-18. La corredera A tiene una masa de 2 kg y se desliza hacia 
la derecha a 3 m/s, mientras la corredera B tiene una masa de 0,75 kg y se desliza 
hacia la izquierda a 1 m/s. Si el coeficiente de restitución de las correderas vale 
0,6, determinar: 

a. Та velocidad de cada masa después de chocar. 

b. Еі tanto por ciento de disminución de la energía a consecuencia del choque. 


SOLUCIÓN 


a, Este es un problema de choque central directo еп el que la línea de impacto 
está dirigida a lo largo de la barra. Como en esta dirección no hay fuerzas 
impulsivas, se conservará la cantidad de movimiento a lo largo de la barra: 


(2)(3)% (0,75) (-1) = 20 4, + 0,750 gp 
Además, la ecuación 19-11 da 


177767 
ЕЕ 
Resolviendo el sistema que forman estas dos ecuaciones se tiene 
va = 1,255 m/s Resp. 
ору = 365 m/s Resp. 


b. La suma de las energías cinéticas de las correderas antes del choque ега 
T, = 1203) + 075001) = 9375N -m 
Después del choque, la suma de las energías cinéticas es 
Ty = фу! 255) + 1075)665)2 = 6,571 
El tanto por ciento de disminución de la energía cinética será, por tanto, 


ATA 100) = 299% Resp. 


3 m/s 


19.4 CHOQUE DE CUERPOS 


Figura 19-18 


ELÁSTICOS 


1 m/s 


0,75 kg 
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CINÉTICA DEL PUNTO MATERIAL: 


IMPULSO, CANTIDAD DE 


MOVIMIENTO Y MOMENTO 


CINÉTICO 


(а) 


Figura 19-19(а) 


(b) 
Figura 19-19(b) 


OBLEMA EJEMPLO 


Dos discos de igual radio, que se deslizan por una superficie horizontal lisa, сһо- 
can oblicuamente según se indica en la figura 19-194. El peso del disco A es de 
25 М y se mueve hacia la derecha а 1,8 m/s, mientras que el disco В pesa 10 N y 
se mueve hacia la izquierda a 0,9 m/s. Si el coeficiente de restitución en el cho- 
que vale 0,7 y la duración del contacto es de 0,001 s, determinar: 


a. Las velocidades de los discos inmediatamente después del choque. 
b. El tanto por ciento de pérdida de energía a consecuencia del choque. 
с. La fuerza media de interacción del disco В sobre el A. 


SOLUCIÓN 


a. Primeramente, se trazan ejes de coordenadas л y t a lo largo de la recta de 
impacto y perpendicular a ella, según se indica en la figura 19-190. En la fi- 
gura 19-19b, se ve que la distancia vertical que separa los centros es igual al 
radio r de los discos y que la distancia entre los centros es 2r (recta inclinada 
en la figura). Por tanto, el ángulo 6 que forma la línea de impacto con la ho- 
rizontal en la figura viene dado por 


$ = кепт 157. = 30° 
A continuación, se descomponen las velocidades iniciales en sus com- 
ponentes según la línea de impacto y su perpendicular: 
(од), = 18 sen 30° = 0,900 m/s 
(од), = 18 cos 30° = 1,5588 m/s 
(9), = — 0,9 sen 30° = - 0,450 m/s 
(ор), = - 09 cos 30° = - 0,7794 m/s 


Como la única fuerza impulsiva que actúa sobre el sistema es la fuerza in- 
terior de reacción (que se ejerce en la dirección п), se conservará la cantidad 
de movimiento en la dirección f para cada disco у la componente / de su ve- 
locidad no se verá alterada por el choque: 


(Wap), = 0900т% (vaf), = 0,450 ша 
A continuación, considerando que los dos discos constituyen un siste- 
ma de puntos materiales, sobre éste no se ejerce ninguna fuerza exterior im- 
pulsiva, en ninguna dirección, por lo que la cantidad de movimiento del 


sistema se conservará en todas las direcciones. En particular, para la direc- 
ción n, la conservación de la cantidad de movimiento da 


(Blusa (e 0,7794) = (2% Ад, o, 


Combinando esta ecuación con la definición de coeficiente de restitución 


(ову) „= (Ap y 


07 == 07794) = (1.5588) 


se tiene 


(одр, = 0423 ms у (оу), = 2060 m/s 


367 
Por último, las velocidades finales se expresan relativas a sus direccio- > 


nes horizontales iniciales. El módulo de la velocidad final del disco A es 194 CHOQUEDE CUERPOS 


(бұ. 19-19с) ELÁSTICOS 
va = 4/(0,423)2% (0,900)? = 0,994 m/s 


y su dirección relativa a la horizontal viene dada por 


tan (6,/% 30%) - 0,900/0,423 
o sea бу/- 34,8%. Por tanto, la velocidad final del disco A será 
Vap = 0994 m/s 7 348° Resp. Жы 


Para el disco В (fig, 19-194) 


(ғғ), = /(0.450)? + (2,060)? = 2,11 ms 


0,900, 


tan (Op; - 30%) = 0,450/2,060 7 Т 
ес 2 
0- 423° 0,423 al |30 
y / 
Уву = 2,11 ms 7 423° Resp. 


С) п 
b. La suma de las energías cinéticas de los dos discos апіеѕ del choque ега 


2: 


t 


25 в) 1 ра 
СОЕ СЭС Ф. 
Después del choque, la suma de las energías cinéticas es ы” 7 


ЧӨ 300 


1 2 “2,060 
TE боб +420. }зл = 3,528 ~ 
El tanto por ciento de disminución de la energía cinética será, pues, y n 
4.541 3,528 у = 5 
00) = 223% Resp. 
<, Aplicando el teorema de la cantidad de movimiento al disco A (fig. 19-19e) 
se tiene 
10 о; о 
5 аға 84) + 0,001F = 0810.990 34,8°1 + sen 34,8") 
lo cual da 
F = – 25071 + 14544] Resp. 
Нн F 19-19 (continuación) 
та 
= 2898 N "= 30° Resp. же 
PRO EJEMPLO 1 


Una esfera B de 3 kg que pende de un hilo inextensible de 1,5 m de longitud re- 
cibe el golpe de otra esfera A de 2 kg hecha del mismo material (fig. 19-20). Ini- 
cialmente, la esfera A está tangente al hilo y cae 1 m antes de chocar con B. Si el 
coeficiente de restitución vale 0,8 y la duración del contacto es A! = 0,01 s, deter- 
minar: 
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CINÉTICO 


(0 
Figura 19-20 


a. Га velocidad de cada esfera inmediatamente después del choque, 
b. La fuerza tensora media del hilo durante el impacto. 
с. El máximo ángulo Ө que describirá la esfera В a consecuencia del choque. 


SOLUCIÓN 


a. Teorema de las fuerzas vivas: Primeramente, se utiliza el teorema de las fuer- 
zas vivas para determinar la velocidad de la esfera A inmediatamente antes 
del impacto. Tomando nula la energía potencial gravitatoria en la posición 
inicial de A, 

Ti +V tUi, =T, + Уә 
0+0+0==3mp0%,—m (9.8111) 


lo cual da 
Vaz = 4429 ms | 


donde уд: = у лев la velocidad de la esfera A inmediatamente antes del im- 
pacto. 

Teorema de la cantidad de movimiento: A continuación, se toman las coor- 
denadas п y Га lo largo de la línea de impacto y perpendicularmente a ella, 
según se indica en la figura 19- 20). La separación horizontal (en la figura) 
de los centros de las esferas es r4 y la separación inclinada (en la figura) en- 
tre dichos centros es гд + гд. Por tanto, el ángulo 4 que forma la línea de im- 
pacto con la vertical (en la figura) será 


ШИШ 


fatig 
Como las esferas son del mismo material, tendrán la misma densidad p = 
masa/volumen 
p- 2kg l 3ш 
а Ea 
ЭГЕ Ж à 
Por tanto 
тв = 3373r} = 1,145r 4 
y 


Ф = 27,798 
A continuación, se descomponen las velocidades еп sus componentes 

según la línea de impacto y su perpendicular 

(од), = — 4429 sen 27,79 = — 2,065 m/s 

Wwa), = 4,429 cos 27,79° = 3,918 m/s 

(ов), = (ов), = Oms 
Además, сото el hilo es inextensible, la esfera В по podrá bajar después del 
impacto y por tanto, 


Vas = оруй 


(ов), = Фру Сов 27,79° = 0,88470 y 
(ов) „ = ®ӊузеп 27,79 = 0,46620 yy 


Como el hilo restringe el movimiento de la esfera B, la tensión del hilo 
es tan impulsiva como la fuerza interior de reacción y la cantidad de movi- 
miento del par de esferas no se conservará пі en la dirección n ni en la t. Еп 
vez de ello, se escribirán las ecuaciones que traducen el teorema de la can- 
tidad de movimiento de cada una de las esferas por separado. Atendiendo 
alos diagramas de sólido libre de las figuras 19-20c y 19-204, las ecuaciones 
mencionadas dan para las componentes t y n 


22,605) = Av ap), (a) 

2(3,918)— FAt = 2004), b) 

0+ ТАР sen 27,79% = 3(0,88470pp) (9 

0 - ТА! sen 27,79° + РАР = 3(0,46620 y) th 


donde F es la fuerza media de impacto entre las esferas, T es la fuerza me- 
dia de tensión del hilo y At = 0,01 s es la duración del impacto. Las ecuacio- 
nes 4 a d, combinadas con la definición de coeficiente de restitución 


-046622,- (24), 


08--- 6 Эту 52 
constituyen un sistema que, resuelto, da 
(Wap), = — 2065 ші (4), = — 2242 те 
Ysp = 1,915 m/s -> Resp. 


Aún hay que expresar la velocidad final de A relativa a la dirección ho- 
rizontal. El módulo de la velocidad final de la esfera A es (fig. 19-20e) 


va = a| (2,065)? + (2,242)? = 3,048 m/s 


y su dirección relativa a la horizontal viene dada por 
tan (04+ 27,29) = 2,242/2,065 
o sea Өду= 19,56, Por tanto, la velocidad final de la esfera A será 
Улу * 3,05 m/s 5 19,56° Resp. 
Una vez halladas las componentes de la velocidad, la ecuación с da la ten- 


sión media del hilo 

T = 1090 N Resp. 
Teorema de las fuerzas vivas: Por último, se vuelve a aplicar el teorema de las 
fuerzas vivas para hallar el ángulo que describirá la esfera B después del 
choque. Tomando el cero de energía potencial gravitatoria en el extremo 
superior del hilo, 


Ti+ Vai PNB =T H Vo 
osea 
201.915) - т,(9,81)015) +0 
= 0 т,/(9,81/(1,5 cos 0) 


lo cual da 
0 = 28,9 Resp. 


Figura 19-20 (continuación) 


PRO 


19-37 а 19-42 Dos cuentas deslizan libremente por una vari- 
lla horizontal, según se indica en la figura P19-37. Para las con- 
diciones que se especifican, determinar: 


a. La velocidad final de las cuentas. 

b. El tanto por ciento de la energía cinética inicial que se pier- 
de a consecuencia del choque. 

c. La fuerza media de interacción entre las cuentas si la dura- 
ción del choque es de 0,005 s. 


ХА Ув 
— e 


Figura P19-37 


19-43 Tres cuentas se deslizan libremente por una varilla ho- 
rizontal, según se indica en la figura Р19-43. Inicialmente, las 
cuentas B y C están en reposo y la A se mueve hacia la derecha 
а 1,5 m/s. Si el coeficiente de restitución vale 0,8 para todos los 
choques, determinar: 


a. La velocidad final de cada cuenta después de que hayan te- 
nido lugar todos los choques. 

b. El tanto por ciento de la energía cinética inicial que se ha 
perdido a consecuencia de los choques. 


1,5 m/s 
----. 


А B ©. 
Figura Р19-43 


19-44* Tres cuentas se deslizan libremente por una varilla ho- 
rizontal, según se indica en la figura P19-44. Inicialmente, la 
cuenta В está en reposo, la cuenta А se mueve hacia la derecha 
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аЗ m/s y la cuenta С se mueve hacia la izquierda a 2 m/s. Si el 
coeficiente de restitución vale 0,8 para todos los choques y el 
primero tiene lugar entre las cuentas A y B, determinar: 


a. La velocidad final de cada cuenta después que hayan teni- 
do lugar todos los choques. 

b. El tanto por ciento de la energía cinética inicial que se ha 
perdido a consecuencia de los choques. 


3 m/s 2 m/s 
== 
А B е 


Figura P19-44 


19-45 Repetir el problema 19-43 para el caso en que la cuenta В 
tenga una masa de 3 kg y los demás parámetros sean los mismos. 
19-46 Repetir el problema 19-44 para el caso en que el primer 


choque tenga lugar entre las cuentas B y C y las demás condi- 
ciones sean las mismas. 


19-47* Una esfera de 1 kg cae y rebota sobre una placa de 5 kg 
que descansa en el suelo (fig. P19-474). Si la esfera parte del re- 


Figura P19-47 


poso desde 1,8 m por encima de la placa y rebota hasta una al- 
tura de 1,5 m después del impacto, determinar: 


a. El coeficiente de restitución para este choque. 

b. La altura a la que rebotaría la esfera si la placa de 5 kg des- 
сапѕага sobre dos muelles de rigidez 4 =2 kN/m cada uno 
(fig. P19-47b). 


19-48* Dos esferas penden de sendos hilos según se indica en la 
figura P19-48. La distancia del techo al centro de cada esfera es de 
2 т у el coeficiente de restitución vale 0,75. Si la esfera А (my=2 
kg) se separa 60° y se suelta a partir del reposo, determinar; 


a. El máximo ángulo Ө; que describirá la esfera В (тв = 3 kg) 
a consecuencia del impacto. 

b. El ángulo 6, que rebotaría la esfera А a consecuencia del 
impacto. 


Figura P19-48 


19-49 Dos esferas penden de sendos hilos según se indica еп 
la figura P19-48. La distancia del techo al centro de cada esfera 
es de 1,2 m. Cuando la esfera A (2,5 kg) se separa 60° y se suelta 
a partir del reposo, se observa que la esfera B describe un án- 
gulo máximo Өр = 30° y que la esfera А rebota un ángulo 0, = 
15°, Determinar: 


a. El peso de la esfera B. 
b. El coeficiente de restitución en el impacto. 


19-50“ Para las dos esferas del problema 19-48, determinar el 
mínimo ángulo Өд desde el que habría que soltar la esfera A 
para que la esfera В describira un ángulo 0; = 50° a conse- 
cuencia del impacto, 


19-51 La esfera de la figura P19-51 pesa 25 М, se suelta a par- 
tir del reposo cuando 6, = 60°, baja y choca contra la саја В que 
pesa 50 N. Si la distancia del techo al centro de la esfera es de 
0,9 т, el coeficiente de restitución vale 0,8 en este choque y el 
coeficiente de rozamiento entre caja y suelo vale 0,3, determi- 
nar: 

а. La velocidad de la caja inmediatamente después del choque. 
в. La distancia que recorrerá la caja antes de detenerse. 


Figura P19-51 


19-52* La esfera de 2 kg de la figura P19-51 se suelta a partir 
del reposo, baja y choca contra la caja B de 5 kg. La distancia 
del techo al centro de la esfera es de 1 m, el coeficiente de res- 
titución vale 0,7 en este choque y el coeficiente de rozamiento 
cinético entre caja y suelo vale 0,1. Si la caja se desliza 750 mm 
desde el impacto hasta que se detiene, determinar: 


a. La velocidad de la caja inmediatamente después del choque. 
b. El ángulo 6, desde el cual se soltó la esfera A. 


19-53 Enel sistema del problema 19-51, se exige que la fuerza 
media de interacción entre la esfera y la caja no supere los 5000 
N. Si la duración del choque es de 0,001 s, determinar: 


а. El máximo ángulo Ө, desde el cual se puede soltar la esfera. 
b. La distancia que se deslizará la caja a consecuencia del cho- 
que. 


19-54 Dos discos iguales deslizan sobre una mesa de aire se- 
gún se indica en la figura P19-54. Si el disco A tiene una veloci- 
dad inicial de 5 m/s hacia la derecha, el disco B está 
inicialmente en reposo y el coeficiente de restitución vale 0,9, 
determinar las velocidades finales (en módulo, dirección y sen- 
tido) de los dos discos. 


о o 


ELE A 


o 
Figura P19-54 


19-55* Dos discos iguales se deslizan sobre una mesa de aire 
según se indica en la figura Р19-55. Si el coeficiente de restitu- 
ción vale 0,9, determinar las velocidades finales (en módulo, 
dirección y sentido) de los dos discos. 
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TI ИЕ Т, A ры 19-58* Dos discos (de diferente tamaño) chocan sobre una 
mesa de aire, según se indica en la figura P19-58. Si el coeficien- 
te de restitución vale 0,7 y la velocidad final de cada disco es 
o perpendicular a su dirección inicial de movimiento, determinar 
los módulos de las velocidades finales y la masa del disco B. 


Figura Р19-55 а 


19-56* En una mesa de billar, la bola blanca choca con la bola 
n°] que se introduce en la tronera de la esquina, según se indi- ё 
са еп la figura P19-56. Si el coeficiente de restitución vale 0,95, 
determinar la velocidad de la bola blanca después del choque. 


Figura P19-58 


19-59 Sobre una superficie dura cae una pelota que rebota se- 
gún se indica en la figura P19-59. Si el coeficiente de restitución 
vale 0,9 y la pelota parte del reposo siendo = 1,2 m, determinar: 


а. La distancia с a la que caerá la pelota en la superficie hori- 
zontal a consecuencia del rebote. 

b. La máxima altura d del rebote medida desde la superficie 
horizontal. 

с. La distancia b a lo largo de la superficie horizontal corres- 
pondiente al punto más alto del rebote. 


Figura P19-56 


19-57 Dos bolas iguales chocan según se indica en la figura 
P19-57. Si el coeficiente de restitución vale 0,7 y la velocidad de 
A después del choque tiene la dirección vertical (en la figura) 
que se indica, determinar la velocidad de В después del choque. 


Figura P19-59 


19-60* Sobre una superficie dura cae una pelota que rebota 
según se indica en la figura P19-60. Si el coeficiente de restitu- 
ción vale 0,8, la pelota parte del reposo siendo } = 1 т y la pe- 
lota salva apenas la pared en el punto más alto del rebote, 
Figura P19-57 determinar las distancias b, c y d de la figura. 


var 
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Figura P19-60 


19-61 Sobre una superficie dura cae una pelota que rebota у 
pasa por encima de una pared vertical según se indica en la fi- 
gura P19-60. Si el coeficiente de restitución vale 0,8 y la altura 
de la pared ев d = 0,9 m, determinar la altura h desde la cual һау 
que soltar la pelota para que salve apenas la pared en el punto 
más alto del rebote. 


19-62* Un dispositivo para llamar la atención del público, ins- 
talado en el escaparate de unos almacenes, consiste en un ca- 
ñón de aire comprimido que lanza repetidamente una pelota 
que rebota en una pared, según se indica en la figura P19-62. Si 
el coeficiente de restitución vale 0,9 y la velocidad de la pelota 
al salir del cañón es de 3 m/s, determinar: 


a. La distancia x a la pared a la que hay que colocar el dispo- 
sitivo, 

b. La distancia y correspondiente al punto de la pared en el 
que ha de incidir la pelota, 


Figura P19-62 


19-63 La esfera В que pesa 10 N se halla en reposo en una re- 
pisa y recibe el impacto de otra esfera igual (fig. P19-63). La dis- 
tancia del techo al centro de la esfera A es de 0,9 m y el 
coeficiente de restitución vale 0,7. En el instante del impacto, el 
hilo está vertical y el centro de la esfera A está al mismo nivel 
que el punto más bajo de la esfera B. Si la esfera А se suelta a par- 
tir del reposo con Өд = 60°, determinar la distancia x que recorre- 
rá la esfera B antes de volver a tocar la superficie horizontal. 


Figura P19-63 


19-64* La esfera В de 2 kg está en reposo en una repisa y re- 
сіре el impacto de otra esfera igual (fig. Р19-63). La distancia 
del techo al centro de la esfera А es de 2 m y el coeficiente de 
restitución vale 0,7. En el instante del impacto, el hilo está ver- 
tical y el centro de la esfera A está al mismo nivel que el punto 
más bajo de la esfera В. Determinar el ángulo Өд desde el que 
habrá que soltar la esfera A para que la esfera B recorra una dis- 
tancia х = 1,5 т antes de volver a tocar la superficie horizontal. 


19-65  Supóngase que se sustituye la superficie rígida del pro- 
blema 19-61 por un carrito de peso 7,5 N que pueda rodar libre- 
mente en dirección horizontal, según se indica en la figura P19- 
65. Si el coeficiente de restitución vale 0,8 y la altura de la pared 
езй-0,3 m, determinar la altura h desde la que habría que sol- 
tar la pelota de peso 2,5 N para que salvara apenas la pared en 
el punto más alto del rebote. 


Figura P19-65 
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19.5 IMPULSO ANGULAR Y MOMENTO CINÉTICO DE UN PUNTO 
MATERIAL 


El teorema del momento cinético que se desarrolla en varios apartados a con- 
tinuación, relaciona los momentos de las fuerzas que se ejercen sobre un punto 
material con su velocidad, cuando se conocen los momentos en función del 
tiempo. Combinando, una vez más, la segunda ley de Newton con los princi- 
pios de la Cinemática, el teorema del momento cinético resulta particularmen- 
te útil en la resolución de problemas en los que varias fuerzas (o todas ellas) 
pasen por un punto fijo. 


19.5.1 Momento cinético 


El momento cinético Но de un punto material P respecto a un punto fijo O lo de- 
finimos diciendo que es el momento respecto a O de la cantidad de movimien- 
to L. Si es тро el vector de posición que va de O al punto Р de masa m y 
velocidad v, será 


Ho = tpyo X (mv) (19-15) 


El módulo del momento cinético es igual а груо mv sen 6, donde v es la celeri- 
dad del punto у Ө es el ángulo que forman el vector de posición тро y la velo- 
cidad v. El vector momento cinético será perpendicular al plano determinado 
por los vectores груо y v; su sentido es el que se indica en la figura 19-21. 
Expresando la velocidad en función de las coordenadas polares en el plano 
determinado por гро y у (fig. 19-21), el momento cinético queda en la forma 


Но = трио X mío,e, + 006) 


Ahora bien, el primer término del segundo miembro es nulo por serlo el pro- 
ducto vectorial de dos vectores paralelos. Por tanto, al momento cinético sólo 
contribuirá la componente de la velocidad perpendicular a гроу el momento 
cinético representa una rotación del punto alrededor de un eje que pase por O 
y tenga la dirección del vector momento cinético. 

En el sistema de unidades SI, la unidad de momento cinético es el kg - m?/s o, 
lo que es igual, el N - m + s. En el U.S, Customary system es el slug + ft? /s = 1b ft- s. 


19.5.2 Impulso angular 


El impulso angular respecto a un punto fijo O de la fuerza resultante lo defini- 
mos diciendo que es el impulso del momento 


$ iX R dt = E Mo dt 


donde гру es de nuevo la posición del punto P relativa al punto fijo O y R es la 
resultante de todas las fuerzas que se ejercen sobre el punto material P. En el 
sistema de unidades SI, la unidad de impulso angular es el N тп -s = kg - m?/s, 
que es lo mismo que la unidad de momento cinético. En el U.S. Costumary sys- 
tem, es la Ib- ft - s = slug + ft? /s. 


19.5.3 Теогета del momento cinético 
Derivando respecto al tiempo el momento cinético, tenemos 
ань _ drp/o 
de а 
= v X (ту) +тро X (ma) 


х (MV) +ть у X (mE) 


Ahora bien, el primer término v X (mv)=0, ya que el producto vectorial de dos 
vectores de igual dirección es nulo. En el segundo término, podemos utilizar 
la segunda ley de Newton para sustituir la magnitud ma por la fuerza resultan- 
te R. Así pues, el segundo término no será sino гро X R = Mo, que es el mo- 
mento respecto al punto O de la fuerza R. Por tanto, 
An ем (19-16) 
dt о о 
es decir: La velocidad de variación del momento cinético de un punto material respecto 
a un punto fijo O, Ho; es igual al momento respecto a O de todas las fuerzas que se 
ejercen sobre dicho punto material. 
Si conocemos, en función del tiempo, los momentos de las fuerzas, podre- 
mos integrar la ecuación 19-16 entre un instante inicial ty un instante final ty 
obtendremos así la expresión del teorema del momento cinético: 


но» E Mo di = Hoy (19-17) 


es decir: El momento cinético final de un punto material, respecto а un punto fijo O, 
Но, es la suma vectorial de su momento cinético inicial, respecto а O, Но, más el im- 
pulso angular /Мо dt de la resultante de todas las fuerzas que se ejercen sobre el punto 
material durante el intervalo de tiempo. 

Al igual que en el caso del teorema de la cantidad de movimiento, las ecua- 
ciones 19-16 y 19-17 son ecuaciones vectoriales a las que corresponden tres 
ecuaciones escalares. Como Mo puede variar tanto en módulo como en direc- 
ción, las componentes cartesianas rectangulares suelen ser las más convenien- 
tes. Las tres componentes se pueden aplicar independientemente unas de 
otras. 


19.5.4 Conservación del momento cinético 


Salvo en algunos casos particulares, no es corriente que se conozca cómo varía 
соп el tiempo el momento resultante respecto a O, Mo = гро X К. Entre los ca- 
sos particulares aludidos, es importante aquel en el que todas las fuerzas que 
se ejercen sobre el punto material pasen por un punto O, pues sus momentos 
respecto a éste serían todos nulos y por tanto su suma, con lo que los momen- 
tos cinéticos inicial y final, respecto a O, serían iguales: 


Ho; = Hop (19-18) 


Este comportamiento se conoce con el nombre de principio de conservación del 
momento cinético. 
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2 пеп Ө, = r¡sen Ө, 


о 


Figura 19-22 


гус 


tao . 


19.5.5 Sistemas de puntos materiales 


En el caso de un sistema de puntos materiales en interacción, podemos escribis 
por separado las ecuaciones que traducen el teorema del momento cinético 
para cada punto y luego sumarlas, Por ejemplo, para el conjunto de puntos ma- 
teriales representado en la figura 19-6, las ecuaciones mencionadas (ec. 19-16) 
son 


tvo X туу) = TAR +f tfit. +} +...) 


Atso X тууз) = тух (R, + fy + fay +... ++...) 


d 
со Х Meve) = тоох (Ret fe ++. 


etc. Sumándolas tenemos 


d 
Y Ho) = У (teo ХК) + (r170 X £ 2+T170 X fy) 
Жо X ЖҖу+гу у X Ly) +... 


Ahora bien, las fuerzas interiores, dos a dos, tienen igual recta soporte y módulo 
pero sentidos opuestos (fig. 19-22), Por tanto, la suma de momentos respecto a O 
para cada pareja de fuerzas será nula y para el sistema de puntos materiales 


d N 
H,= YM (19-19) 
di о eel 4/0 


donde Но = E Н, es el momento cinético total respecto a O del sistema de 
puntos, E М, го es la suma de momentos respecto a O de todas las fuerzas ex- 
teriores que se ejercen sobre el sistema y no habrá que considerar los momen- 
tos de las fuerzas interiores. 

Integrando la ecuación 19-19 respecto al tiempo, entre los instantes t; y trob- 
tenemos el teorema del momento cinético para un sistema de puntos materiales: 


N 
(но),+ fY E Moodi = (Ho), (19-20) 
* 14 


es decir: El momento cinético final (Ho), de un sistema de puntos materiales respecto 
a un punto fijo O ез igual a la suma vectorial de su momento cinético inicial (Ho); 
respecto al punto O más el impulso angular JE М, ОФ} respecto a O de todas las fuer- 
zas exteriores que se ejercen sobre el sistema de puntos. 

Es corriente que se tengan que calcular los momentos y el momento cinético 
de un sistema de puntos materiales respecto a su centro de masa y no respecto 
a un punto fijo O. El momento cinético del sistema de puntos materiales res- 
pecto a su centro de masa G se define como el momento de la cantidad de mo- 
vimiento 


He = ЎН, = Etez% (ту) 


donde гес es la posición del punto (-ésimo relativa al centro de masa G (fig. 
19-23) у v; = т, es la velocidad absoluta del punto Єёѕіто. La velocidad 
absoluta se puede sustituir utilizando la ecuación de la velocidad relativa 


Ve = Vg + Veg, donde ус es la velocidad del centro de masa del sistema de 
puntos materiales y se obtiene 


He = Уге X melva + Vesa) 


= (EM) X Vot Ereg Х(тұуұ/с) 


La cantidad entre paréntesis del primer término es nula en virtud de la defini- 
ción de centro de masa, ya que los vectores de posición г, үс tienen su origen еп 
el centro de masa. Por tanto, 


He = Erec X (meve) = Уг X (MV ec) (19-21) 


Es decir, el momento cinético del sistema de puntos materiales respecto al cen- 
tro de masa G se puede calcular o bien utilizando la velocidad absoluta 
Ve = гео 0 bien utilizando la velocidad relativa al centro de masa Verc: 
Derivando Hg respecto al tiempo tenemos 
ан, йг, йу 
= = (е X т,у,+т с Хтұ = 
= E Veg X тұу,% Хғ, с X Mya, 
= Хурс Хт (Ус + Ус) +E teg X meag 
(У теу) X Vo AE Ус X Meg tE Teg X meag 


Pero la suma del primer término también es nula en virtud de la definición de 
centro de masa ya que Уту, = Lomo y el vector de posición reg tiene 


su origen en el centro de masa G. Además, cada término del segundo sumato- 
rio de esta ecuación es nulo por serlo el producto vectorial de dos vectores de 
igual dirección, Por último, utilizando la segunda ley de Newton para sustituir 
los factores ma, como se hizo en la deducción de la ecuación 19-19, tenemos 


н 
T = УМ, (19-22) 


donde ®М,‹ е; es la suma de los momentos de las fuerzas exteriores respecto al 
centro de masa G y no es necesario considerar los momentos de las fuerzas in- 
teriores. Integrando la ecuación 19-22 respecto al tiempo tenemos 


(но, + fy Мус = (Ho), (19-23) 


Notemos que la forma del momento cinético de un sistema de puntos ma- 
teriales es la misma cuando se suman los momentos respecto a un punto fijo O 
que cuando se suman respecto al centro de masa G. Sin embargo, la forma de 
las ecuaciones no será la misma si se suman los momentos respecto a un punto 
móvil arbitrario Р. En este caso, los términos que contengan Emr¿ypno desapa- 
recerán y las ecuaciones 19-22 y 19-23 tendrá términos adicionales. 

Por último, debemos tener presente que las ecuaciones 19-19 a 19-23 se han 
deducido para un sistema cualquiera de puntos materiales. Son igualmente 
aplicables a un sistema de puntos que se muevan independientemente unos de 
otros que a un sistema de puntos que constituyan un cuerpo rígido. 


377 

19.5 IMPULSO ANGULAR Y 
MOMENTO CINÉTICO DE UN PUNTO 
MATERIAL 


378 


CINÉTICA DEL PUNTO MATERIAL: 


IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 
СІМЕТІСО 


Figura 19-24 


OBLEMA ЕЈ 


PLO 19 


Un satélite de peso 2500 N se encuentra en órbita circular a 160 km por encima 
de la Tierra y se quiere llevarlo a otra órbita circular situada 1600 km por encima 
de la Tierra mediante un motor de propulsión a chorro que proporciona un em- 
puje de 3750 N (fig. 19-24). El cambio de órbita se efectúa siguiendo una órbita 
de tránsito elíptica disparando el motor de maniobra primeramente en A y des- 
pués en B. Si la velocidad necesaria en A en la órbita de maniobra es 8191 m/s, 
determinar qué duración ha de tener el encendido del motor en A y en B para 
efectuar el cambio de órbita. 


SOLUCIÓN 


En las órbitas circulares, la aceleración del satélite es 


también dirigida hacia el centro de la Tierra, donde Rẹ es el radio de la Tierra. 
Entonces, la ley de Newton da 


lo cual da, para la velocidad en las órbitas circulares 


De к. 


Por tanto, haciendo Кү = 6370 km, 


= a БЕСІНЕ 5 
Жақ cr | ЗА у 7807,6 m/s 


para la órbita circular inferior y 


‚ = (6370) (103) 281 — 170671 mis 
“іе = (6370)( Еа 7067,1 m/s 


para la órbita más elevada. 

Сото, en toda órbita circular, la velocidad es perpendicular al radio, el mo- 
mento cinético respecto al eje perpendicular al plano de la órbita circular será 
Н-тпо; 


Нс = (653010920 }твот,в) = 1,2993(10?) N- m -s 
H eooc = (7970) 103) 20 |70676) = 1,4354(10°) N: m-s 


En el punto A de la órbita elíptica, la velocidad también es perpendicular al 
radio, por lo que el momento cinético del satélite en la órbita elíptica en A será 
también H = rmv; 


H soe = (6530) (103) 


00 (8191) = 1363103) N -m -s 


Aplicando entonces el teorema del momento cinético (ec. 19-17) durante el еп- 
cendido en A y representando por E el empuje, se tiene (la gravedad actúa según 
el eje y por tanto su momento respecto a éste es nulo) 
Н+ АТА! = Ну 
1,2993(10!3) + (6530) (103)(3750)А!, = 1,3631(1013) 
de donde 
At, = 26,15 Resp. 
Aplicando el teorema del momento cinético durante el encendido en B, se 
tiene 
Ны +YgTAty = H 
1.3631(1015) + 7970(10°)(3750)At y 


16006 
1,4354(1013) 


de donde 
А = 2425 Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO ).10 
Una masa de 0.6 kg, sujeta al extremo de una cuerda inextensible, se desliza por 
una superficie horizontal (fig. 19-254). El otro extremo, tras pasar por un orificio 
practicado en dicha superficie, está sujeto а un resorte que tiene 4 = 100 N/m, 
El resorte tiene su longitud natural cuando = 0. Si, en el instante representado, 
v= 10 m/s y (= 0,5 m, determinar los valores mínimo y máximo de £ del movi- 
miento resultante. 


SOLUCIÓN 


El momento cinético respecto a un eje vertical que pase por el orificio se conser- 
va ya que ninguna de las tres fuerzas que se ejercen sobre la masa tiene momen- 
to respecto a dicho eje (fig. 19-25b). Tanto la fuerza peso W como la fuerza 
normal N son paralelas al eje, por lo que su momento respecto a él será nulo, 
mientras que la tensión de la cuerda corta al eje, por lo que tampoco dará mo- 
mento. 

En el instante representado, el momento cinético vale 


Ho; = (0,5)(0,6X10 sen 60°) N - m - s 


Cuando la cuerda esté a $u longitud mínima o máxima, la velocidad de la masa 
será perpendicular a la cuerda y el momento cinético será 


Hop = 406) 


Por tanto, la conservación del momento cinético respecto a un eje vertical que 
pase por el orificio da 
(0,5) (0.6)(10 sen 60°) = £(0.6)v (а) 


El teorema de las fuerzas vivas da otra ecuación que relaciona la longitud de 
la cuerda con la velocidad. Ni el peso W ni la fuerza normal N trabajan y el tra- 
bajo efectuado por la fuerza del resorte deriva de un potencial. Por tanto, 


(09007 1100052 = (060211002 (b) 
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(b) 
Figura 19-25 
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19-66* Un punto material de 250 g, sujeto al extremo de un 
hilo inextensible, se desliza por una superficie horizontal si- 
guiendo una trayectoria circular (fig. Р19-66). El hilo pasa por 
un orificio central y de su otro extremo se tira lentamente redu- 
ciendo el radio de la trayectoria de 500 mm a 200 пат. Si la ve- 
locidad inicial del punto es de 5 m/s, determinar su velocidad 
cuando el radio es de 200 mm. 


T 
Figura P19-66 


19-67* El árbol vertical de la figura P19-67 gira con una velo- 
cidad angular inicial de 20 rad /s cuando el cilindro А de 2,5 N 
de peso comienza a deslizarse lentamente hacia afuera a lo lar- 
go del miembro ligero horizontal. Determinar la disminución 
de la velocidad angular del árbol cuando el cilindro A se desli- 
ce desde 75 mm hasta 600 mm a partir del eje del árbol. 


19-68 Demostrar que en un movimiento debido a una fuerza 
central la magnitud 20 se mantiene constante. 


19-69 Demostrar la segunda ley de Kepler: "El radio vector 
que va del Sol a un planeta barre áreas iguales en tiempos igua- 
les." Es decir, demostrar que dA/dt = constante, donde dA es el 
área sombreada de la figura Р19-69. 


19-70* Un satélite alrededor de la Tierra está en órbita elíptica 
de semieje mayor a = 17000 km y semieje menor b = 13725 km 
(fig. P19-70). Si en A la velocidad del satélite es de 9500 m/s, 
determinar su velocidad en B y en C. 


Figura P19-67 


Figura P19-69 


Figura P19-70 


19-71* Una bola de peso 25 М está unida al extremo de un hilo 
inextensible de 0,6 m de longitud (fig. P19-71), En el instante 
representado, la velocidad está contenida en un plano horizon- 
tal siendo v = 1,8 m/s y Ө= 60°. Determinar el mínimo ángulo 
Ө del movimiento resultante de la bola. 


25N 
Figura P19-71 


19-72* Una bolita rueda libremente por el interior de una su- 
perficie cónica de 30°, según se indica en la figura P19-72. En el 
instante representado, la velocidad de la bolita es horizontal 
siendo z = 500 mm. Determinar la máxima altura a la que subi- 
rá la bolita si la velocidad inicial es 0;= 4 m/s. Repetirlo para el 
caso en que v;= 1 m/s. 


х 
Figura Р19-72 


19-73 Una bolita rueda libremente por el interior de una su- 
perficie cónica, según se indica en la figura P19-73. En el ins- 


Figura P19-73 


tante representado, la velocidad de la bolita es horizontal 
siendo z = 60 cm. Si la mínima altura que se alcanza por el mo- 
vimiento resultante es de 30 cm, determinar la velocidad inicial 
vde la bolita y su velocidad en el punto más bajo. 


19-74* Un punto material de 2 kg que se desliza por una su- 
perficie horizontal está unido al extremo de un hilo elástico 
(fig. P19-74). El otro extremo del hilo, que tiene una longitud 
natural de 400 mm y una constante elástica & = 250 N/m, está 
amarrado en А. En su posición más proxima a А (d = 200 mm), 
el punto lleva una celeridad de 5 m/s. Determinar: 


a. La velocidad del punto (celeridad v y dirección 6) cuando 

la longitud del hilo sea de 750 mm y el punto se esté alejan- 

do de А. 

La longitud del hilo elástico y la velocidad del punto 

material cuando se halle en la posición más alejada de A. 

с. La velocidad del punto material cuando la longitud del hilo 
sea de 600 mm y el punto se mueva hacia А. 


b. 


Figura P19-74 


19-75 Un punto material de peso 10 N se desliza por una su- 
perficie horizontal sujeto al extremo de un hilo elástico (fig. 
Р19-75). El otro extremo del hilo, el cual tiene una longitud na- 
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tural де 45 cm y una constante elástica & = 133 N /m está ama- 
rrado en А. Si v = 3 m/s, @ = 40° y £ = 675 mm, en el instante 
representado, determinar: 


а. La velocidad del punto material (celeridad о y dirección 6) 
cuando sea nula la tensión del hilo. 

b. La distancia d de mayor aproximación al punto A. 

c. La longitud del hilo elástico y la velocidad del punto mate- 
rial cuando esté lo más alejado posible de A. 


19-76 Demostrar, para un sistema de п puntos materiales, 
que el momento cinético del sistema respecto a un punto fijo O 
puede escribirse en la forma 


Ho =Hg+rg X тус 


donde Ho = Хгџо X ту, Нс =E ryc X ту, m =E my Te Y Vo 
son los vectores de posición y velocidad, respectivamente, del 
centro de masa del sistema de puntos materiales respecto al 
punto fijo O. 


19-77 Demostrar, para un sistema de n puntos materiales, 
que el momento cinético del sistema respecto a un punto móvil 
P puede escribirse en la forma 


Hp = H¿+TG/p X тус 


donde Hp = E ryp X ту, Hg = E ту; X miv; m = E m,y vg es la 
velocidad absoluta del centro de masa del sistema de puntos 
materiales. 


19-78 Demostrar. para un sistema de п puntos materiales, 
que el momento resultante del sistema de fuerzas exteriores 
respecto a un punto P arbitrario (móvil) puede escribirse en la 
forma 


EM), = HG +rgyp X mag 
donde E Mp = E ryp X Е, Ho = E ryg X туу, m = E m, y ag es la 


aceleración absoluta del centro de masa del sistema de puntos 
materiales. 
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19.6 SISTEMAS DE MASA VARIABLE 


Los principios de la Cinética desarrollados en los capítulos anteriores sólo son 
aplicables a sistemas constantes de puntos materiales —sistemas que ni ganan 
ni pierden puntos materiales. Sin embargo, muchos problemas de Dinámica 
tratan de sistemas de muchos puntos materiales en los que cada uno de éstos 
es difícil de identificar (tales como en la circulación de fluidos). Para este tipo 
de problemas es a menudo más conveniente estudiar los puntos de una región 
fija del espacio —un volumen de control — que estudiar un sistema fijo de puntos 
materiales. Dos de los tipos más corrientes de problemas referentes a masa va- 
riable son: 


1. Flujo de masa estacionario. Еп muchos problemas de circulación de flui- 
dos, las partículas fluidas penetran y salen de un volumen de control en 
igual proporción, Aun cuando la masa (número total de partículas) del 
fluido existente en el volumen de control es la misma en todo instante, las 
partículas que la constituyen están cambiando constantemente. Como las 
partículas que penetran en el volumen de control tienen cantidades de 
movimiento diferentes de las de las que salen de él, sobre el volumen de 
control deberán ejercerse fuerzas exteriores aun cuando la cantidad de 
movimiento total de las partículas interiores al volumen de control no va- 
ríe con el tiempo. En el apartado 19.6.1 consideraremos en detalle este tipo 
de problema. 

2. Sistemas que ganan o pierden masa. Еп muchos problemas de Dinámica, 
en un volumen de control penetran (o salen) partículas a razón constante 
durante cierto intervalo de tiempo. Por ejemplo, en la propulsión de un co- 
hete, el volumen de control puede ser el casco del cohete más el combus- 
tible no quemado. A medida que se quema, el cohete lo expulsa y sale del 
volumen de control. El sistema no sólo disminuye su masa al salir las par- 
tículas de él, sino que las expulsa a cierta velocidad relativa al resto del sis- 
tema. Por tanto, la cantidad de movimiento del sistema puede variar 


incluso en ausencia de fuerzas exteriores aplicadas a él. En el apartado 
19.6.3 se considerará en detalle este tipo de problema. 


19.6.1 Flujo de masa estacionario 


El conocimiento de las fuerzas que una corriente estacionaria de fluido ejerce 
sobre las paletas de una turbina o de un ventilador es importante en el análisis 
de muchas máquinas. El análisis completo de tal problema corresponde a un 
curso de Mecánica de fluidos. En este libro sólo vamos a utilizar el fenómeno 
para ilustrar cómo se aplican los teoremas de la cantidad de movimiento y del 
momento cinético a tales problemas de flujo estacionario. 

Consideremos el problema de hallar la fuerza que se ejerce sobre un codo 
reductor de una tubería cuando lo atraviesa una corriente estacionaria de flui- 
do, como se indica en la figura 19-26. El fluido penetra en el codo con cierta ve- 
locidad у, cierta presión р; y una densidad (masa por unidad de volumen) p}, 
que se suponen constantes en toda la sección de admisión de área А. El fluido 
abandona luego el codo con una velocidad үҙ, presión p, y densidad p, tam- 
bién constantes en toda la sección de salida de área A). El flujo se supone esta- 
cionario; es decir, en el interior del codo no se produce ningún aumento ni 
disminución de fluido. Por tanto, la masa de fluido que abandona el codo por 
unidad de tiempo es igual a la que penetra en él por unidad de tiempo. 

Se ha dibujado un volumen de control V€ que encierra una región de fluido 
limitada por la superficie sobre la cual se ejerce la fuerza que buscamos y las 
superficies sobre las cuales se ejercen fuerzas conocidas o que se pueden deter- 
minar. Además, las superficies que limitan el volumen de control se eligen de 
manera que el flujo de fluido que las atraviese por unidad de tiempo sea o bien 
nulo o bien conocido o fácil de determinar. El sistema de partículas encerradas 
en el volumen de control constituye un sistema de masa variable, ya que con- 
tinuamente gana partículas que penetran en él mientras pierde un número 
igual de partículas que de él salen. Por tanto, los teoremas de la cantidad de 
movimiento y del momento cinético que se han desarrollado antes en este ca- 
pítulo para sistemas fijos de puntos materiales no serán directamente aplica- 
bles a la masa que constituye el volumen de control. 

Para tener un sistema fijo de puntos materiales al cual sean aplicables los 
teoremas mencionados, consideremos el sistema de partículas ampliado repre- 
sentado en la figura 19-27a, Este sistema consta de las partículas existentes en 
el instante Реп el volumen de control (cuya masa total es m,) más las partículas 
que penetrarán en el volumen de control en un intervalo de tiempo At (cuya 
masa total es Amy). Como todas las partículas que se hallen a una distancia de 
la sección de admisión no superior a As, = о) Af penetrarán en el codo еп el 
tiempo Af, el volumen de la región adicional es V} = А) Азу.! Entonces, la masa 
total de este grupo de partículas ampliado será 


Ж = ту+Ату =m+p,V, = m +p,4,0,At (19-24) 


En el instante t + At, este mismo grupo de partículas ocupará la región que se 
indica en la figura 19-27b. Esta región consta de las partículas existentes en el 


* Suponemos aquí que el área A, es la de una sección perpendicular a la velocidad, сол lo que la 
región será un cilindro recto de revolución. Si la velocidad no fuese perpendicular a la sección, 
la fórmula del volumen incluiría el seno del ángulo que formaría la velocidad con el plano de 
dicha sección. 
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(b) 


Figura 19-27 


volumen de control original en el instante / + At (cuya masa total es т, ‚ ay) más 
las que han salido del volumen de control durante el tiempo Af (cuya masa to- 
tal es Am»). La masa del sistema fijo de partículas vendrá ahora dada por 


M =m, tAm, = My, + pV = Mirar + РАДЕ (19-25) 


Ahora bien, por hipótesis de flujo estacionario la masa de las partículas en el 
interior del volumen de control es siempre la misma; es decir, My = mM; + м. Рог 
tanto, combinando las ecuaciones 19-24 y 19-25 tendremos, en el límite, cuando 
At >0 


Рі4|2) = р,4,2, (19-26) 


que confirma lo antes dicho de que la masa de fluido que sale por unidad de 
tiempo del codo es exactamente igual a la que penetra en él por unidad de 
tiempo. 

H que verifica nuestra anterior aseveración de que tanto fluido como sale 
del codo penetra en él en el mismo tiempo. 

La ecuación 19-26 expresa el principio de conservación de la masa. Los términos 
de la ecuación representan la masa que circula por unidad de tiempo тї = pvA, tan- 
to penetrando como saliendo del volumen de control. En el sistema de unida- 
des SI se mide en kg/s. El el U.S. Customary system se expresa en slug/s = 
lb +s/ft. En el caso de flujo de fluidos incompresibles (fluidos en los que la den- 
sidad es constante) así como en otros flujos de densidad constante, en vez de 
la masa que circula por unidad de tiempo se utiliza el caudal o volumen que cir- 
cula por unidad de tiempo 


Ü= 5 = 449) = Aji 


El caudal se mide en m?/s en el sistema SI y en f /s en el U.S. Customary system. 
En el instante t, el sistema fijo de partículas antes identificado tiene una can- 
tidad de movimiento 


L, = Атуу, + (Lyg), = (MAL) v, + (Lye), 


donde (1. ух) es la cantidad de movimiento de todas las partículas del volumen 
de control en el instante Ру Amv; es la cantidad de movimiento de las partícu- 
las que están a punto de entrar en el volumen de control en el instante t. En el 
instante t + At, el mismo sistema de partículas tendrá una cantidad de movi- 
miento 

Divas = (Lye), ay + AMV) = (у), дъ (h At) У 


Pero como el flujo es estacionario, (Lyw); = (Lye) + м, y la cantidad de movi- 
miento (ec. 19-6) 
+ (Еа) = Li, a 


da en el límite cuando A! >0 


(т Atv, +У ЕЛ! = (т At) v, 


osea 
УЕ = (у-у) (19-27) 


donde Y Е es la suma de todas las fuerzas exteriores que se ejercen sobre el sis- 
tema de partículas interiores al volumen de control. 

En la ecuación 19-27 es importante incluir todas las fuerzas exteriores que se 
ejercen sobre el sistema de partículas interiores al volumen de control. Por tan- 
to, el trazar un diagrama de sólido libre correcto es tan importante en estos 
problemas de flujo de fluidos como en cualquier otro problema referente a un 
punto material o a un cuerpo rígido. Por lo que respecta al diagrama de sólido 
libre del volumen de control (fig. 19-28), 


2F=F,+W-p,A¡n, -pAn 


donde F, es la fuerza que ejerce el codo de la tubería sobre el fluido del volu- 
men de control (el fluido ejercerá sobre el codo una fuerza igual y opuesta); W 
es el peso del fluido del volumen de control; пу y nz son los vectores unitarios 
normales hacia fuera de las secciones de áreas Ау y Az, respectivamente y 
=руАуп y — p242m, son las fuerzas que, sobre el fluido del volumen de control. 
ejercen las porciones de fluido contiguas. 

Se puede obtener un resultado análogo utilizando el teorema del momento 
сіпенсо expresado por la ecuación 19-20 (o por la 19-23). Tomando los momen- 
tos cinéticos y los momentos de todas las fuerzas exteriores respecto a un pun- 
to fijo O (o respecto al centro de masa G), tenemos 


r, X [0h At) vi] + УМА = r, X [ (mí At) va] 
о sea 
EM) = (т, х у,—г ху) (19-28) 


donde E Mo =Æ (r х F) es la suma de los momentos de todas las fuerzas exte- 
riores que se ejercen sobre el fluido interior al volumen de control y гү y г; son 
105 vectores de posición de los centros de las secciones A; y Аз, respectivamen- 
te. Los momentos cinéticos y los momentos de todas las fuerzas deben calcu- 
larse respecto a un mismo punto fijo O (o respecto al centro de masa G). 


19.6.2 Aplicaciones comunes del flujo estacionario 


Las ecuaciones 19-27 y 19-28 se pueden utilizar para resolver una amplia gama 
de problemas de Dinámica de fluidos que incluyen el codo reductor de la figu- 
ra 19-26 y las situaciones representadas en la figura 19-29. Podemos formular 
algunas consideraciones acerca de la aplicación de estos principios a algunos 
de los tipos más comunes de movimiento de fluidos: 


1. Circulación por tubos. En la circulación por tuberías (fig. 19-26), codos 
(fig. 19-194) y toberas (fig. 19-298), se supone conocida el área de la sección 
recta del flujo en toda sección de interés y las velocidades del fluido se 
pueden obtener o de la masa que circula por unidad de tiempo o del cau- 
dal Q. La presión del fluido en la tubería no será, en general, ni desprecia- 
ble ni constante y deberá conocerse o determinarse a partir de otros 
principios de la Mecánica de fluidos. El peso del fluido suele ser despre- 
ciable frente a otras fuerzas que intervengan en el problema a menos que 
sea muy grande el volumen de control. Si la tubería es muy larga y/o es 
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muy pequeño su diámetro, podrá ser necesario incluir el rozamiento del 
fluido con la pared de aquélla (esta fuerza de rozamiento no está indicada 
en el diagrama de sólido libre de la figura 19-28). 

Circulación por un canal. Еп la circulación de agua por debajo de una 
compuerta (fig. 19-29c) o por encima de una presa (fig. 19-294), la presión 
del fluido es muy importante y no se puede despreciar. En Mecánica de 
fluidos se demuestra que en una región del flujo en donde las líneas de co- 
rriente sean rectas y paralelas, la presión en el fluido aumenta linealmente 
con la profundidad p = pgh, donde h es la profundidad de un punto bajo 
la superficie del fluido. Aun cuando será necesario conocer el peso para 
hallar la fuerza que se ejerce sobre el fondo del canal, no es necesario para 
hallar la fuerza que se ejerce sobre superficies verticales tales como la com- 
puerta o la presa representadas en las figuras 19-29c y 19-294. El rozamien- 
to del fluido con el fondo y las paredes del canal rara vez tendrá importan- 
cia frente a las otras fuerzas del problema. 


(а) (b) 


(а 


(е) 


Figura 19-29 


3. Chorro libre. Еп Mecánica de fluidos se demuestra que la presión en los 
chorros libres (flujo de un fluido no contenido por una tubería o por las 
paredes de un canal) es igual a la del fluido que lo rodea, En el caso del 
fluido desviado por la aleta fija representada en la figura 19-29e. esto sig- 
nifica que la presión еп el chorro de agua que incide en la aleta y la presión 
en el chorro que sale de ella son ambas nulas. También se demuestra que 
en flujos como éste, la celeridad del chorro que sale de la aleta es igual a la 
celeridad del chorro que en ella incide. El peso del fluido y las fuerzas de 
rozamiento con la aleta rara vez tienen importancia. 

4. Ventiladores estacionarios. Cuando un ventilador que gira con veloci- 
dad uniforme es atravesado por aire o agua, la velocidad del fluido au- 
menta de un lado de las paletas al otro. Salvo en una región próxima al 
ventilador, el fluido que se acerca a él y el chorro que de él sale (fig. 19-29f) 
se pueden tratar como chorros libres: puede despreciarse la presión. Mien- 
tras el chorro expulsado por el ventilador suele estar concentrado y tener 
una velocidad uniforme, el аіге que se aproxima al ventilador suele estar 
más disperso: el área de admisión es muy grande y se podrá despreciar la 
velocidad de admisión. 
Alabes y hélices móviles. Los flujos alrededor de álabes móviles y de hé- 
lices móviles no son estacionarios, por lo que las ecuaciones anteriores no 
se podrán aplicar directamente en estos casos. No obstante, si los álabes o 
las hélices se mueven en línea recta con celeridad constante, un observa- 
dor que se moviera con el álabe o la hélice vería estacionario al flujo. Por 
tanto, estos problemas pueden convertirse en problemas de flujo estacio- 
nario y aplicar las ecuaciones anteriores si se toma un sistema de coorde- 
nadas que se mueva con el álabe o la hélice. Las velocidades (y por tanto 
los caudales) deberán expresarse con relación al sistema de coordenadas 
móvil. Si el álabe o la hélice no se moviera en línea recta con celeridad 
constante, habría que desarrollar otras ecuaciones que tuvieran en cuenta, 
en forma adecuada, la aceleración del sistema flujo / coordenadas. 


ur 


19.5.3 Sistemas que ganan o pierden masa 


El otro tipo que se analizará de sistema de masa variable es aquel que gana 
masa por acopio de partículas (como un recolector móvil que se va llenando de 
agua o grano) o que la pierde por ir expulsándola (como un cohete quemando 
el combustible). 

Se desarrollará el método general para el sistema que adquiere masa, pero 
es igualmente aplicable a ambos. 

Consideremos un cuerpo, como el de la figura 19-30, que está absorviendo 
ana corriente de partículas. Es evidente que se trata de un sistema de masa va- 
“able y que los conceptos de momento cinético y cantidad de movimiento an- 
(ез desarrollados en este capítulo no se pueden aplicar directamente a este 
cuerpo. En su lugar, definamos un sistema de partículas formado por el cuerpo 
que en el instante / tiene una masa т y una velocidad v) y por las partículas 
con masa total Am y velocidad v,) absorbidas en el intervalo Af ( fig. 19-31). 
ste sistema, mayor que el inicial, es un sistema fijo de puntos materiales en el 
'ervalo Af y se le pueden aplicar los teoremas de la cantidad de movimiento 
рага relacionar las fuerzas ejercidas sobre el sistema con su variación en canti- 
žad de movimiento. 
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Figura 19-30 


CINÉTICA DEL PUNTO MATERIAL: 
IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO. 
CINÉTICO 


Tiempo 
1+ At 


(b) 


Figura 19-31 


(b) 


Figura 19-32 


En el instante £, la cantidad de movimiento del sistema es simplemente la 
suma de las cantidades de movimientos de sus partes (fig. 19-314) 


L, = mv+Am v, 
mientras que después de la absorción de la partícula o partículas y que toda la 
masa se esté moviendo como un solo objeto de masa m + Am y velocidad 
v + Av (fig. 19-31b) es 


Lipas = (тжАт)(ужАу) = mv+Am v+m Av + Am Av 


Luego si R es la resultante de todas las fuerzas exteriores ejercidas sobre le sis- 
tema, el teorema del momento cinético (ec. 19-6) da 


ту + Ат y, + frar = mv +Am v+m Av+Am Ау 


Dividiendo por At y reordenando la ecuación resulta 


1 ра n yA: Ат, - АтАу 
ы) К й = тт DEVa v)+ AF 


que en el límite, cuando А/-> 0, se convierte еп 


К = та (у-у) = ma- t Y, 


en la que a = ý = dim, Av/At es la aceleración del cuerpo a causa de la ac- 


ción de las fuerzas exteriores y de las partículas absorbidas, m = dm, Am/At 
> 


es la razón a que el cuerpo absorbe masa del chorro de partículas, 
Vasm = Va~ V es la velocidad de las partículas respecto al cuerpo ( velocidad 


relativa) y lim Am Av/At = lim М Av = 0 
At=0 А-0 

La fuerza К representa la resultante de todas las fuerzas exteriores ejercidas 
sobre el sistema, es decir el cuerpo y la parte de masa absorbida. No obstante. 
esta fuerza resultante no comprende las fuerzas de acción y reacción P (fig. 19- 
32) entre el cuerpo y la masa que se absorbe porque son fuerzas interiores del 
sistema. 

Es interesante comparar la ecuación 19-29 con la segunda ley de Newton 
del movimiento. Por ejemplo, según esa ley, como la fuerza resultante es igual 
al cambio de cantidad de movimiento, se podría expresar como 

= ту) _ „ 
R= “ү = йу%ту 
La ecuación 19-29 concuerda con esta expresión de la ley de Newton única- 
mente si v,= 0, es decir si la masa adquirida está en reposo antes de ser absor- 
ыда, 

Si se compara la ecuación 19-29 con la segunda ley de Newton del movi- 
miento expresada en su forma habitual EF = ma, es cómodo despejar ma en la 
ecuación 19-29, de modo que 


RÖV, ym = та (19-30) 


Así pues, el efecto ejercido sobre el cuerpo por las partículas que se están ab- 
sorbiendo es el mismo que el que ejercerá una fuerza en la dirección de la cele- 
ridad relativa de módulo »v,,,,. De hecho, la aplicación del teorema del 
momento cinético a una partícula sola Am ( fig. 19-324) da 


Ату, +f dt = Ат(у + Av) 
que una vez simplificada dividiendo por At y haciendo At 0, da 


Р-т(у,-у) = ту (19-31) 
Esta “fuerza efectiva” tenderá a acelerar el cuerpo si las partículas se suman 
“desde atrás” o va desacelerando si se suman “por delante” del cuerpo. 

La ecuación 19-29 se puede aplicar a un cuepo que expulse masa, como por 
ejemplo un cohete mientras se quema su combustible. En su caso, la velocidad 
del flujo de masa уй es negativa”. Así pues, por las ecuaciones 19-30 y 19-31, el 
efecto ejercido sobre el cuerpo por las partículas que se expulsan es el mismo 
que el de una fuerza en sentido opuesto al de la velocidad relativa y de módulo 
Р = |i у „|. Ев decir, las partículas expulsadas “por detrás” tenderán a ace- 
lerar el cuerpo mientras que las expulsadas “por delante” tenderán a desacele- 
rarlo. Este es el mecanismo de los cohetes. 


19.6.4 Саѕоѕ especiales de sistemas que ganan o pierden masa 


Las ecuaciones 19-29 a 19-31 son aplicables a una amplia gama de sistemas que 
ganan o pierden masa que va desde los cohetes hasta los cables de grúas. Las 
ecuaciones se pueden simplificar en algunos casos particulares tales como: 


1. Trineo а reacción. Cuando un trineo impulsado a chorro se acelera ho- 
rizontalmente a lo largo de una pista recta, el peso y las fuerzas de reac- 
ción de la pista son normales a la velocidad y a la velocidad relativa. La 
fuerza de freno debida a las fuerzas aerodinámicas suele ser proporcional 
al cuadrado de la celeridad del vehículo kv?, Por tanto, la componente de 
la ecuación 19-30 según la dirección del movimiento será 


(mọ-bt)ù = Би – Ко? (19-32) 


donde b es la masa constante de combustible quemada рог unidad de 
tiempo y u es la velocidad de los gases quemados relativa al trineo. Si se 
conociera el empuje P en vez de la masa expulsada por unidad de tiempo. 
podríamos combinar la ecuación 19-31 con la 19-30 y tendríamos 


(то В) = P-kv? (19-33) 


Resolviendo la ecuación 19-32 o la 19-33 hallaríamos la celeridad del trineo 
en función del tiempo. 


Es decir, si el cohete quema por unidad de tiempo una cantidad constante b de combustible, la 
variación de su masa por unidad de tiempo será зй = - b. Entonces, si la masa inicial del cohete 
és ту, Su masa en el instante / será т = mg+ ti t = mp —bt, Además, si la velocidad de los gases 
quemados respecto al cohete es u = зш, el empuje sobre el cohete, Р = йо, = — bu tendrá el 
sentido opuesto al de la velocidad relativa u. 
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390 2. Todas las fuerzas exteriores son nulas. Cuando una nave espacial navega 


CINÉTICA DEL PUNTO MATERIAL: por el espacio exterior, no encuentra resistencia del medio. Si la nave está 
IMPULSO, CANTIDAD DE muy alejada de planetas y estrellas, las fuerzas gravitatorias que sobre ella 
MOVIMIENTO Y MOMENTO se ejercen serán despreciables con lo que R = 0 y la ecuación 19-29 queda 
CINÉTICO en la forma 

та = MNV g/m 


EJEMPLO 11 


Una tobera expulsa agua a razón de 1892,5 1/ тіп, según se indica en la figura 
19-334. La tobera está unida a una tubería de 10 cm de diámetro y tiene un diá- 
metro de salida de 5 cm. Si la presión medida en la tubería es de 113,4 kPa, de- 
terminar la fuerza que se ejerce sobre cada perno. (La densidad del agua es 1000 
kg/m.) 


SOLUCIÓN 


El caudal viene dado por 


Q= 1892,1 min 
(1000 1/тп3) (60 s/min) 
= 0,0315 т? 
= A, = 0,4; 


de donde, las velocidades resultan ser 


ib) 
т = 4,01 m/s 
y 
т; = 16,04 m/s 
6T — F, 2 
Aplicando la componente x de la ecuación 19-27 al diagrama de sólido libre del 
agua contenida en la tobera (fig. 19-33b) se tiene 
P14¡-F, = рО(р;,-ю|,) 
Figura 19-33 К 
(113,4) 5010) = Р, = (1000<941)(00315/1604-401) 
de donde 


F, = 518,9N 


es la fuerza que la tobera ejerce sobre el agua. El agua ejerce sobre la tobera una 
fuerza de igual módulo y dirección, pero sentido opuesto, Luego, del diagrama 
de sólido libre de la tobera (fig. 19-33c), el equilibrio da para la tensión en los per- 
nos 


н = 86.48 N Resp. 


| 
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LEMA EJEM 


Вајо la compuerta de un canal, circula agua de densidad p=1000 kg/m', según 
se indica en la figura 19-34a. La anchura del сапа! es de 2 пт y su caudal es Q = 
3,10 m/s. Comparar la fuerza que ejerce el agua sobre la compuerta con la que 
ejercería si по circulara. 


SOLUCIÓN 


El diagrama de sólido libre del agua que presiona sobre la compuerta (fig. 19- 
ЗАБ) incluye las fuerzas de presión del agua contigua del canal Е, у F}. Los mó- 
dulos de estas fuerzas son iguales a las áreas encerradas bajo los diagramas de 
presión (fig. 19-34c; 19-34d) 


F, = 0,5 [ (1000)(9,81)(3)1(3)(2) = 88 290 N 
F, = 0,5[ (1000) (9,81)00,3)1(0.3)(2) = 882,9 N 


La masa que circula por unidad de tiempo y las velocidades del agua se obtienen 
a partir del caudal т = pQ = роАу = poA; y da 


3,10 


т = (1000)(3,10) = 3100 kg/s | 
ш. = Fp 
о = тей 0,5167 m/s 


(b) 


эз = тузуу = 5167 ms 


Aplicando entonces la ecuación 19-27 (para la componente x) 


3.10 { | 


88 290- 8829- F, = (3100) (5,167 ~ 0,5167) с Tr к 
P=P2 3 т) 


se tiene para la fuerza que se ejerce sobre el agua que pasa bajo la compuerta to 


F, = 73 000 М<-- sobre el agua 


El agua ejerce una fuerza de igual módulo y dirección, pero sentido opuesto, so- 
bre la compuerta: 


Е, = 73 000 N=—> sobre la compuerta Resp. 


Si по se moviera el fluido, ejercería sobre la compuerta una fuerza de presión 
que aumentaría linealmente con la profundidad, según se indica en la figura 19- З 
34e. El módulo de esta fuerza es igual al área encerrada bajo el diagrama presión- Figura 19-34 
carga 


(е) 


Ев = 0,5 101000) (9,81/(2.5)1(2.5)2) Кез 
р. 

= 61300 N—> sobre la compuerta 

La diferencia entre estas dos respuestas estriba еп que las líneas de corriente de 

la circulación del líquido, en la proximidad de la compuerta, no son rectas y ра- 

ralelas. Por tanto, la presión no varía linealmente con la profundidad en esta re- 

gión. 


LEMA EJEMPL( 19.1 


Se desvía un chorro de agua (у= pg = 9810 N/m*) mediante un álabe, según se 
indica en la figura 19-354. El chorro de agua tiene una velocidad absoluta de 10 
m/s y un diámetro de 25 mm, Si el ángulo de desviación del álabe es de 50%, de- 
terminar la fuerza horizontal P necesaria para mover el álabe hacia la izquierda 
con celeridad constante de 3 m/s. 


y =13 m/s 


© 


Figura 19-35 


SOLUCIÓN 


En un sistema de coordenadas que se mueva hacia la izquierda con el álabe (fig. 
19-35b), la circulación es estacionaria y será aplicable la ecuación 19-27. En este 
sistema de coordenadas, el agua parece acercarse al álabe con una celeridad de 
13 m/s y la masa que circula por unidad de tiempo será 


РО = рор, = (1000)(13)( 2 (0,025): = 6381 kg/s 


En los problemas de chorro libre, como éste, la celeridad del agua que sale del 
álabe es la misma que la del agua que llega a él, 13 m/s. Por tanto, aplicando al 
diagrama de sólido libre de la figura 19-35c la ecuación 19-27 (en lo que respecta 
a la componente x) se tiene la fuerza que el álabe ejerce sobre el agua 


Е, = рО(о,,-01,) = (6,381) (13 cos 50° - 13) 
F,x = 296N <— sobre el agua 


El agua ejerce una fuerza de igual módulo y dirección, pero sentido opuesto, so- 
bre el álabe 
Е, = 29,6 N —> sobre el álabe 


Por último, aplicando al álabe la ecuación de equilibrio se tiene la fuerza nece- 
saria para mantener al álabe en movimiento hacia la izquìerda con celeridad 
constante 

P = 29,6 N — sobre el álabe Resp. 


PROBLEMA EJE 


PLO 


Un trineo de 1000 kg movido por propulsión a chorro descansa sobre una pista 
horizontal. Su motor quema combustible a razón de 15 kg/s y la velocidad del 
gas expulsado relativa al trineo es de 3500 m/s. Si 200 kg del peso inicial del tri- 
neo corresponden al combustible, ignórense las resistencias aerodinámicas y de- 
termínese: 


а. La aceleración inicial del trineo. 

b. El empuje que el motor ejerce sobre el trineo, 

с. La velocidad y aceleración del trineo un instante antes de que se apague el 
chorro motor. 


SOLUCIÓN 


a. Сото sobre el trineo no se ejercen fuerzas exteriores en la dirección hori- 
zontal, la ecuación 19-19 da 


Б, = 0= та, – йо, 


donde m = 1000 +r 1, ій = 15 kg/s y Uy) = —3500 m/s. Despejando la ace- 
leración inicial (f = 0) se tiene 


=15(_ = 525 m/s? 
a, = т 3500) = 52.5 пиз Resp: 


= 535 р 


b. Е empuje sobre el trineo viene dado por la ecuación 19-31 


Р = m0 47m = (15) (3500) 


Resp. 
52500 N Е 


с. Та masa del trineo en el instante en que se ha agotado el combustible será 
800 kg. Entonces, la aceleración será 


a= 526 3500) = 65,6 m/s? Resp 
= 6,69 g 
La velocidad del trineo se obtendrá integrando la aceleración 


Шар 03500) 
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CINETICA DEL PUNTO MATERIAL: 
IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 
СІМЕТІСО 


19-79" Por el codo de 90° de una tubería de 25 mm de diáme- 
tro circula agua (у= pg = 9810 N/m?) con un caudal constante 
de Q = 0,1274 m*/min (fig. P19-79). Si la presión en el agua es 
constante e igual a 13,79 kPa, determinar la fuerza (en módulo, 
dirección y sentido) que sobre la tubería ejerce el agua que por 
ella circula. (Supóngase que el codo está en un plano horizon- 
tal y despréciese el peso del agua contenida en la tubería.) 


Figura P19-79 


19-80* Por una tubería de 40 mm de diámetro circula agua 
(р = 1000 kg/m?) con un caudal constante О = 0,15 m*/min 
(fig. P19-80). A la tubería se une una tobera que tiene un diá- 
metro de salida de 20 mm y desvía la circulación del agua un 
ángulo de 30°. Si la tobera está unida a la tubería mediante cua- 
tro pernos y la presión en la tubería inmediatamente antes de 
la tobera es de 29680 Pa, determinar la tensión media en los 
cuatro pernos. (Supóngase que el codo está en un plano hori- 
zontal y despréciese el peso del agua contenida en la tobera.) 


Figura P19-80 


19-81 Sila tobera del Problema Ejemplo 19-11 formase un án- 
gulo de 180% (en un plano horizontal) según se indica en la fi- 


LEMAS 


gura P19-81, determinar la tensión media en cada uno de los 
seis pernos que unen la tobera a la tubería. 


Figura P19-81 


19-82" Por encima de un vertedero de pared delgada (umbral 
agudo) circula agua (р = 1000 kg/m?) con un caudal constante 
Q = 3,33 m*/s, según se indica en la figura P19-82. Si el canal 
tiene una anchura de 5 m, determinar la componente horizon- 
tal de la fuerza que el agua ejerce sobre el vertedero. 


T 


4m 0,369 т. 


Figura Р19-82 


19-83 Bajo una compuerta inclinada circula agua (у= pg = 
9810 N/m?) con un caudal constante Q = 3,54 m*/s, según se 
indica en la figura P19-83, La anchura del canal es de 3 m. Sa- 
biendo que la fuerza que el agua ejerce contra la compuerta es 
perpendicular a ésta, determinar el módulo de dicha fuerza. 


300 тт 225 mm 


Figura P19-83 


19-84 Un álabe desvía 50° un chorro de agua (p = 1000 
kg/m?) de 25 mm de diámetro, según se indica en la figura 
P19-84. La masa combinada del álabe y su base es de 10 kg. Si 
el coeficiente de rozamiento estático entre la base y el suelo es 
и, = 0,25, determinar la máxima velocidad del chorro para la 
cual no se mueva el álabe, 


25 mm 50% 


Figura P19-84 


19-85* Un juguete consiste en una cabeza de payaso unida a 
una manguera que lanza un chorro de agua (у= pg = 9810 


Figura Р19-85 


N/m?) verticalmente hacia arriba suspendiendo un gorro de 
forma cónica, según se indica en la figura Р19-85. El peso del go- 
rro es de 2,5 Му el agua al salir de él forma un ángulo de 30% 
con la vertical. Si el diámetro del chorro que penetra en el gorro 
es de 12,5 mm, determinar qué caudal es necesario para soste- 
nerlo en el aire. 


19-86 Un chorro de agua (р = 1000 kg/m?) de 40 mm de diá- 
metro incide en el centro de una placa montada sobre cuatro 
muelles iguales ( & = 1500 N/m cada uno) según se indica еп 
la figura P19-86. Si el chorro incidente lleva una celeridad de 5 
m/s y el agua que sale de la placa lo hace radialmente hacia 
afuera (perpendicularmente a la dirección del chorro inciden- 
te), determinar el acortamiento de los muelles debido a la fuer- 
za del agua. 


Figura P19-86 


19-87* El ventilador de sobremesa de la figura P19-87 expulsa 
un chorro de aire (у= pg = 11,77 N/m') de 25 cm de diámetro 
que tiene una celeridad de 6 m/s. Si el ventilador pesa 25 М, 
determinar el mínimo coeficiente de rozamiento entre ventila- 
dor y mesa para el cual no se deslice aquél sobre ésta. 
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19-88* Un helicóptero de 2300 kg lanza verticalmente hacia 
abajo un chorro de aire de 10 m de diámetro. Determinar qué 
celeridad ha de tener este aire (р = 1,225 kg/m?) cuando el he- 
licóptero está suspendido. 


19-89 Una nave espacial que pesa 100 KN aumenta su celeri- 
dad orbital mediante un motor de maniobra, Éste quema com- 
bustible a razón de 250 N/s y la velocidad de los gases 
expulsados relativa a la nave es de 3000 m/s. Si la celeridad ini- 
cial de la nave era de 7800 m/s, determinar: 


a. Elempuj jal que el motor ejerce sobre la nave. 

b. La aceleración inicial de la nave. 

с. Та velocidad de la nave al cabo de 10 s de funcionamiento 
del motor. 


19-90* Una nave espacial de 2200 kg enciende sus cohetes de 
retropropulsión para reducir su celeridad orbital. El motor 
quema combustible a razón de 10 kg/s y la velocidad de los ga- 
ses expulsados relativa a la nave es de 2700 m/s. Si la celeridad 
inicial de la nave era de 8000 m/s, determinar: 


а. El empuje inicial que el motor ejerce sobre la nave. 

b. La desaceleración inicial de la nave. 

с. La velocidad de la nave cuando se hayan quemado 800 kg 
de combustible. 


19-91 La cápsula de la primera etapa de un cohete de dos 
pesa 500 N vacía, transporta un peso de 3750 N de combustible 
que quema a razón de 100 N/s y lo expulsa a 2100 m/s. Cuan- 
do se ha agotado el combustible de la primera etapa, se des- 
prende su cápsula y se enciende la segunda, Esta segunda 
cápsula pesa 375 N vacía y contiene 2750 N de combustible que 
quema a razón de 75 N/s y lo expulsa a 2100 m/s. Si se utiliza 
este cohete para lanzar un cuerpo de 250 N de peso, determi- 
nar: 


a. El empuje inicial que ejerce sobre el cuerpo. 

Ь. La velocidad del cohete cuando se desprende de la primera 
etapa en el instante en que se agota. 

с. La máxima velocidad que alcanza el cuerpo que se lanza. 


19-92* Un modelo reducido de trineo impulsado por cohete 
tiene una masa de 5 kg, cuatro de los cuales son de combusti- 
ble. El trineo parte del reposo y su combustible se expulsa a ra- 
zón de 0,5 kg/s con velocidad de 150 m/s. Si la resistencia del 
aire es proporcional a su celeridad, Fg = 0,30, donde v se expre- 
sa en metros por segundo y Fy en newton, determinar la máxi- 
ma celeridad que alcanzará el trineo cuando se lance por una 
pista horizontal exenta de rozamiento. 


19-93 Supóngase que el cohete de dos etapas del problema 
19-91 se sustituye por otro de una sola etapa que pesa vacío 875 
N, lleva 6500 N de combustible y lo quema a razón de 100 N/s 
expulsándolo a 2100 m/s. Determinar el empuje inicial sobre el 
cuerpo que se lanza y la máxima velocidad que éste alcanza. 


19-94* Se carga un vagón de 18 000 kg con grano a razón de 
2000 kg/s (fig. P19-94). Si el grano llega al vagón según un án- 
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gulo de 60° y una celeridad de 6 m/s, determinar la aceleración 
inicial del vagón. 


б m/s 
607 


Figura P19-94 


19-95 Un vagón que pesa 200 KN se carga con grano a razón 
de 25 КЇ /5 (fig. P19-95). Si el grano cae verticalmente, determi- 
nar la fuerza horizontal P que hay que aplicar al vagón para 
que se mueva horizontalmente a 0,3 m/s. 


0,3 m/s La 


Figura P19-95 


19-96* Un volquete vierte arena (р = 1860 kg/m) a razón de 
0,7 m?/s (fig. P19-96). La masa inicial del camión con la arena 
es de 20000 kg. Si la arena se descarga según un ángulo de 40° 
sobre la horizontal y una celeridad de 5 m/s relativa al camión, 
determinar la fuerza (en módulo, dirección y sentido) necesa- 
ria para mantener al camión moviéndose hacia adelante con 
una celeridad constante de 0,6 m/s. 


Figura P19-96 


19-97 бе tira hacia arriba de una cadena que pesa 8,3 N/m 
con una celeridad constante de 2,4 m/s (fig. P19-97) Determi- 
nar el módulo de la fuerza F con que se tira cuando: 


a. y=03m 


b. y=12m 
с. y=24m. 


Figura P19-97 


19-98* Se tira de una cadena de 8 m de longitud que tiene una 
masa total de 4 kg arrastrándola sobre una superficie horizon- 
tal exenta de rozamiento a una celeridad de 2 m/s (fig. Р19-98), 
Determinar el módulo de la fuerza F de tracción cuando: 


a y=1m 
b. y=3m 
с y=6m 


Figura P19-98 


19-99 Se eleva una cadena de 4,2 m de longitud cuyo peso to- 
tal es de 105 М tirando de ella con una fuerza constante Р = 45 
N (fig, P19-97). Si la cadena parte del reposo cuando у = 0,3 m, 
determinar: 


2. Su celeridad cuando y = 1,5 m. 
> La máxima celeridad que alcanzará. 
с. La máxima altura que alcanzará. 


19-100 Una cadena de 6 m de longitud y densidad 0,5 kg/m 
está amontonada еп el suelo (fig. Р19-100). Su extremo supe- 
пог está unido a un hilo ligero que pasa sobre una polea pe- 
queña y exenta de rozamientos; del otro extremo del hilo 
pende un bloque de 1,5 kg. Si se suelta el sistema a partir del 
reposo con y = 1 m, determinar: 


à. La máxima celeridad hacia arriba y que alcanzará el extre- 
mo superior de la cadena, 
b. La máxima altura ya, que alcanzará este extremo. 


Figura P19-100 

19-101 Una cadena de 7,2 m de longitud y que pesa 8,3 N/m 
está amontonada en el suelo (fig. P19-101). Su extremo supe- 
rior está unido a un hilo ligero que pasa sobre una polea pe- 
queña y exenta de rozamientos situada 6 m por encima del 
suelo; del otro extremo del hilo pende un bloque que pesa 40 
М. Si se suelta el sistema a partir del reposo con h=4,5 m e y = 
0,3 m, determinar qué celeridad llevará el bloque inmediata- 
mente antes de llegar al suelo. 


Figura P19-101 


19-102* Una cadena larga y uniforme, de densidad 0,25 kg/m 
está apilada sobre una superficie horizontal según se indica en 
la figura Р19-102. Si uno de sus extremos cae por un orificio, 
determinar la celeridad y de dicho extremo cuando y = 3 m. 
(Supóngase que todos los eslabones están en reposo hasta el 
momento en que caen a través del orificio. 


g 


11 


Figura P19-102 
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RESUMEN 


Todo el estudio de la Cinética se basa en la segunda ley de Newton del movi- 
miento. En los capítulos 15 y 16 se utilizó esta ley para relacionar directamente 
las fuerzas que se ejercen sobre puntos materiales y cuerpos rígidos con las ace- 
leraciones que en ellos originan. Cuando se quiera tener información acerca de 
la aceleración o cuando se quiera conocer el valor de una fuerza en un instante. 
la segunda ley de Newton suele ser el método de más fácil aplicación, 

En los capítulos 17 y 18 se integró la segunda ley de Newton respecto a la 
posición, obteniéndose el teorema de las fuerzas vivas. Como éste no es sino 
una combinación de la segunda ley de Newton con los principios de la Cine- 
mática, no habrá ningún problema resoluble con él que no pueda resolverse 
utilizando la segunda ley de Newton. Sin embargo, el teorema de las fuerzas 
vivas resulta especialmente útil para resolver problemas en los que haya que 
relacionar la celeridad de un cuerpo en dos posiciones de su movimiento y las 
fuerzas que intervienen se puedan expresar en función de la posición de dicho 
cuerpo. 

En este capítulo, se ha integrado la segunda ley de Newton respecto al tiem- 
po para obtener el teorema de la cantidad de movimiento. Las ecuaciones que 
se obtienen resultan útiles para resolver problemas en los que haya que rela- 
cionar la celeridad de un cuerpo en dos intantes dados y las fuerzas que inter- 
vienen se puedan expresar en función del tiempo. El teorema de la cantidad de 
movimiento y el del momento cinético resultan particularmente útiles en la re- 
solución de problemas de choque de cuerpos y de sistemas de masa variable. 

El teorema de la cantidad de movimiento se expresa en la forma 


7 
Lefi Rdt =L; 


La cantidad de movimiento final L¿= (mv), de un punto material es la suma vectorial 
de su cantidad de movimiento inicial L; = (ту), más el impulso ÎR dt de la resultante 
de todas las fuerzas que se ejercen sobre el punto. Esta ecuación es vectorial, por lo 
que representa tres ecuaciones escalares, Estas tres ecuaciones escalares son in- 
dependientes entre sí. 

El teorema del momento cinético se expresa en la forma 


ноз | Mo dt = Mp (19-17) 


es decir: El momento cinético final Ноу = [tpjo X (mv)); de un punto material res- 
pecto a un punto fijo O es la suma vectorial de su momento cinético inicial Ho; 
[груо X (ту)); respecto a O más el impulso angular [Mo dt respecto a O de la resul- 
tante de todas las fuerzas que se ejercen sobre el punto material durante el intervalo de 
tiempo en cuestión. Al igual que sucedía con el teorema de la cantidad de movi- 
miento, la ecuación 19-17 es una ecuación vectorial que representa a tres ecua- 
ciones escalares. En los problemas planos, tan sólo la componente normal al 
plano proporciona información útil. 

Un choque entre dos cuerpos es un suceso que tiene lugar durante un inter- 
valo de tiempo muy corto. En él se originan fuerzas de reacción entre los cuer- 
pos relativamente intensas a las que corresponden cambios de velocidad muy 
grandes de uno o ambos cuerpos. 


Cuando dos partículas chocan frontalmente, la velocidad relativa de ellas 
antes y después del choque están relacionadas por el coeficiente de restitución 


(овџа) 


BEAR „... 
(We, А), 


e = -A = 


UB VAi 


(19-11) 


Cuando dos partículas chocan oblicuamente, la ecuación 19-11 relaciona las 
componentes normales de las velocidades relativas, 

Ni el método del trabajo-energía ni los de los teoremas de la cantidad de 
movimiento o del momento cinético son adecuados para resolver todos los 
problemas. El máximo provecho de estos métodos se logra eligiendo de entre 
ellos el más adecuado para un problema particular o para una parte de un pro- 
blema. A menudo resulta útil combinar los tres métodos, junto con la segunda 
ley de Newton, para resolver un problema particular. 


РЕС EMAS DE КЕРА 


19-103* Un automóvil que pesa 16 kN y va a 72 km/h choca 
frontalmente con otro de peso 11 KN que está parado. En el 
choque, las ruedas de ambos quedan trabadas у patinan (ду = 
0.5). Si los autos quedan pegados y se mueven conjuntamente 
después del choque: 


a. Estimar la distancia que recorrerán después de chocar. 
b. Determinar cuánta energía cinética se pierde en el choque 


19-104* Supóngase que la superficie rígida del problema 19- 
60 se sustituye por un carrito de 2 kg que puede rodar libre- 
mente en dirección horizontal, según se indica en la figura P19- 
104, Si el coeficiente de restitución vale 0,8, la pelota de 0,5 kg 
parte del reposo siendo h = 1 т y pasa apenas por encima de la 
pared en el punto más alto de su rebote, determinar las distan- 
cias b, с y d de la figura. 


Figura P19-104 


19-105 Un volquete vierte arena (у= pg = 19 kN/m?) a razón 
de 0,71 m/s (fig. Р19-105). El peso inicial del camión cargado 
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con la arena es de 200 KN. Si se descarga la arena según un án- 
gulo de 40° respecto а la horizontal con una celeridad de 4,5 m/s 
relativa al camión, determinar la aceleración inicial de éste. 


Figura P19-105 


19-106 Un péndulo balístico consiste en una caja de arena de 
3 kg suspendida de un hilo ligero de 2 m de longitud (fig. P19- 


Figura P19-106 


106). Una bala de 0,05 kg incide sobre la caja y queda incrusta- 
da en la arena. Si el máximo ángulo de oscilación del péndulo 
a continuación del impacto es de 25”, determinar: 


a. La celeridad de arena y bala inmediatamente después del 
impacto. 

b. La celeridad inicial гу de la bala, 

19-107* Una esfera A de peso 10 N pende inmóvil de un hilo 
inextensible, según se indica en la figura P19-107, cuando cho- 
ca con ella otra esfera igual B que rueda sobre la superficie ho- 
rizontal. La distancia del techo al centro de la esfera A es de 0,9 
m y dicho centro se halla inicialmente al nivel de la superficie 
horizontal. Si el coeficiente de restitución vale 0,8, determinar: 


а. El ángulo que formará la velocidad final de la esfera В con 
la horizontal. 

b. El máximo ángulo Өд que describirá la esfera A а conse- 
cuencia del choque. 


Figura P19-107 


19-108 El motor de maniobra de una nave espacial de 1800 
kg quema combustible a razón de 10 kg/s y la velocidad de sa- 
lida de los gases expulsados relativa a la nave es de 2700 m/s. 
Inicialmente, la nave se halla en una órbita circular de 160 km 
con una velocidad de 7810 m/s. Si el satélite utiliza su motor 
para elevar su celeridad a 8190 m/s, determinar: 


a. El empuje inicial que el motor ejerce sobre la nave. 

b. El tiempo que deberá estar en marcha el motor si se supo- 
nen constantes la masa de la nave y el empuje. 

с. Eltiempo que deberá estar en marcha el motor si se tiene en 
cuenta la disminución de masa que sufre la nave al irse 
quemando el combustible. 


19-109* Un saquito de arena que pesa 50 N oscila en un plano 
vertical x-z suspendido del extremo de una cuerda de 1,5 m de 
longitud, según se indica en la figura P19-109. Cuando se halla 
еп del extremo de su oscilación (6 = 20% y 0 = 0), recibe el im- 
pacto de una bala de peso 0,584 N que va a 247,5 m/s en la di- 
rección y. Si la bala queda incrustada en la arena y la cuerda 
permanece recta, determinar para el movimiento subsiguiente: 


а. El máximo ángulo бл, que formará la cuerda con la verti- 
cal. 

b. La velocidad del saquito cuando 6- Guay. 

с. La tensión de la cuerda cuando Ө= 6,4 


% 247,5 m/s 


Figura P19-109 


19-110 Dos cuentas pueden deslizarse libremente por una 
varilla horizontal, según se indica en la figura P19-110. Demos- 
trar que las velocidades finales de dichas cuentas vienen dadas 
por 
(1+e) Mg 
ү” Pai- ma rmp CA OB | 
(1+е)тд 
== ТЕГТІ (vai = Pg) 


УА va 


Figura Р19-110 


19-111 Dos cuentas pueden deslizarse libremente por una 
varilla horizontal, según se indica en la figura Р19-110. Demos- 
trar que la máxima disminución de energía cinética del sistema 
(lo cual corresponde a e = 0) es 


_ 1( mams 2 
а= = [vai Up) 


19-112* Se tira de una cadena de 8 m de longitud y densidad 
0,5 kg/m arrastrándola sobre una superficie horizontal exenta 
de rozamiento mediante una fuerza de tracción F = 18 М (fig. 
Р19-112). Si la cadena parte del reposo cuando y = 0,5 m, deter- 
minar su celeridad cuando quede extendida del todo. 


Figura P19-112 


19-113 Dos automóviles chocan en un cruce, según se indica 
en la figura Р19-113. El auto A pesa 12,5 KN y lleva una celeri- 
dad inicial 0, = 32 km/h mientras que el auto В pesa 15 kN y 
lleva una celeridad inicial 2; = 24 km/h. En el choque, las rue- 
das de los autos quedan trabadas y patinan (4, = 0,2). Si los au- 
tos quedan pegados y se mueven conjuntamente después del 
choque, determinar: 


а. La celeridad оуу la dirección Өде los autos después del cho- 
que. 

b, La distancia que recorrerán patinando los autos después 
del choque hasta detenerse. 


Figura P19-113 


19-114* Un vagón de ferrocarril A de 50 000 kg rueda con 
una celeridad inicial de 3 m/s por una vía recta y horizontal. 
Choca y queda acoplado con un segundo vagón B de masa 
80 000 kg que llevaba una celeridad inicial de 2 m/s. Determi- 
nar la velocidad final común de ambos si el vagón B se movía 
inicialmente: 


a. En el mismo sentido que el vagón A. 
b. En sentido opuesto. 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 


IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 
CINÉTICO 


20.1 INTRODUCCIÓN 


En el capítulo anterior se dedujeron los teoremas de la cantidad de movimiento 
y del momento cinético para un punto material. Se vio que las ecuaciones co- 
rrespondientes eran integrales primeras de las ecuaciones del movimiento res- 
pecto al tiempo. Las ecuaciones resultantes relacionan las fuerzas que se 
ejercen sobre el punto material, la velocidad de éste y el tiempo. Por tanto, los 
teoremas mencionados resultan particularmente útiles para resolver proble- 
тпав en los que deban relacionarse las velocidades de un cuerpo correspon- 
dientes a dos instantes diferentes y se puedan expresar en función del tiempo 
las fuerzas que intervienen. 

Los teoremas antes mencionados se han aplicado también a un sistema 
cualquiera de puntos materiales en interacción. Todos esos resultados son apli- 
cables inmediatamente a un cuerpo rígido ya que éste es un sistema de puntos 
materiales en interacción. Lo único que queda por hacer es simplificar los re- 
sultados generales utilizando la ecuación de la velocidad relativa que relacione 
las velocidades de los puntos en un cuerpo rígido. 


20.2 IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO DE UN CUERPO RÍGIDO 


En el apartado 19.3 se definió la cantidad de movimiento de un sistema de pun- 
tos materiales —rígido о no— diciendo que es la suma de las cantidades de 
movimiento de los distintos puntos. Utilizando la definición de centro de ma- 
sa, dicha magnitud puede escribirse en la forma 


L= PL¿= (те), = тус 
Si el cuerpo rígido fuese continuo, la suma debería sustituirse рог una integral 
L= Ја = f vdm = mvg (20-1) 


Entonces, el teorema de la cantidad de movimiento (ec. 19-9) se podría escribir 
en la forma 


тес + )) R¿ dt = тус), (20-2) 


donde 5) R, dt es el impulso de todas las fuerzas exteriores que se ejercen 


sobre el sistema de puntos materiales у los impulsos debidos a fuerzas interio- 
res no tienen efecto alguno, por lo que podemos prescindir de ellos. Ahora 
bien, el sistema de puntos materiales es un sistema cualquiera y la ecuación 
20-2 será igualmente aplicable a un sistema de puntos independientes en inte- 
racción que a los que constituyen un cuerpo rígido. 


20.3 IMPULSO ANGULAR Y MOMENTO CINÉTICO DE UN CUERPO 
RÍGIDO EN MOVIMIENTO PLANO 


El momento cinético de un sistema de puntos materiales —rígido o no— tam- 
bién se definió en el apartado 19.5 diciendo que era la suma de los momentos 
cinéticos de los distintos puntos materiales. En el caso de un sistema cualquiera 


de puntos en interacción, visto en el apartado 19.5, ello nos llevaba a los enun- 
ciados diferenciales del teorema del momento cinético (ecs. 19-19 y 19-22): 


Ж ій 
Mo: = Но y УМ, = 2196 (20-3) 


y а los enunciados integrales del teorema del momento cinético (есѕ. 19-20 у 
19-23): 


(ноу, + $) Mordi = (Ho), (20-4a) 
Ho, +; Мой = (Mo) (20-41) 


donde H = (Er, х ту), O es un punto fijo y G es el centro de masa del sistema 
de puntos materiales. Este sistema es arbitrario, por lo que las ecuaciones 20-3 
y 20-4 también podrán aplicarse al caso en que los puntos constituyan un cuer- 
po rígido. 

El momento cinético de un punto material se puede calcular respecto a un 
punto cualquiera, fijo o móvil. En el caso de un sistema arbitrario de puntos 
materiales en interacción, éstos se mueven independientemente y la expresión 
del teorema del momento cinético respecto a un punto fijo O suele ser la más 
útil. En cambio, en el caso de un cuerpo rígido, las velocidades de los puntos 
del cuerpo están relacionadas por la velocidad angular y la expresión del teo- 
rema del momento cinético respecto al centro de masa es la que suele resultar 
más útil. 

Sea г, ү; la posición del elemento de masa dm relativa al centro de masa С 
del cuerpo rígido representado en la figura 20-1. Si representamos por 
Ve = қо la velocidad absoluta de dm, el momento cinético de dm respecto а 
С es el momento de la cantidad de movimiento 


dHe = (т X у) dm 


Entonces, el momento cinético de todo el cuerpo rígido será 
Hg = Је, = је X v) dm 
= Í Teze X (Ve + Vezo) dm 


donde se ha sustituido la velocidad absoluta por la velocidad relativa de la 
ecuación Ve = Vg + Уү уе; = Vg + ө X тү у; de la ecuación у ус es la velocidad del 
centro de masa del cuerpo rígido. 


20.3.1 Movimiento plano de un cuerpo rígido 


El el caso del movimiento plano de un cuerpo rígido, la velocidad angular es 
perpendicular al plano del movimiento ө = wk. Por tanto, el momento cinético 
de un cuerpo rígido respecto a un eje que pase por su centro de masa G se po- 
drá escribir en la forma 


Hç = [шске ok X гес) dm 


= (fruc dm) x ус+] Toyo Х(@К X гос) dm 
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En el primer término, la velocidad у del centro de masa se ha sacado de la in- 
tegral porque es la misma para todo elemento de masa dm. Ahora bien, la inte- 


gral f Teg dm es nula en virtud de la definición de centro de masa ya que el 


vector de posición тес tiene su origen en el centro de masa. 
En el otro término, hagamos гү уе; = хі + yj + zk. Entonces, sacando de la in- 
tegral la constante @ y desarrollando el doble producto vectorial, tenemos 


Ho 


- ofz dm i-øf yz dm j+0f (+ y?) dm k 
-- Ol, i- Olgy: + 015, k (20-5) 


xz dm e lcy =} yz dm son los productos de inercia del cuerpo rígido res- 
pecto a planos que pasan por el centro de таѕа.! Si el cuerpo rígido fuese si- 
métrico respecto al plano del movimiento (р.е., una placa de grosor uniforme 
en la dirección z o un cilindro de revolución con su eje paralelo al eje z) o si el 


е Іс: = Јер y?) dm es el momento de inercia respecto al eje z е Іс. = 


eje z que pasa por С es un eje de simetría? los productos de inercia Icy € Ісу 
serán nulos у 
Ho = wiçk (20-6) 


donde Ig = lcz es el momento de inercia del cuerpo rígido respecto a un eje que 
pasa por el centro de masa G y que es perpendicular al plano del movimiento. 
Entonces, sustituyendo por la ecuación 20-6 en la 20-4b tenemos la forma dife- 
rencial de la ecuación que nos da el teorema del momento cinético de un cuer- 
po rígido en movimiento plano 


di 
УМ, = —б®к = Icak (20-7) 


donde УМ; es la suma de los momentos de las fuerzas exteriores respecto al 
centro de masa G. En el caso de que las fuerzas estén contenidas en el plano del 
movimiento, el momento Мо = МК y las componentes хе y de la ecuación 20- 
7 se satisfarán idénticamente.? Entonces, para la componente z de la ecuación 
20-7 podremos escribir 


УМ = = = loa (20-8) 


Notemos que si se calculara el momento cinético respecto a un punto fijo О еп vez de respecto 
al centro de masa С, sería Îr, o йт = тту. 0 y el primer término se reduciría а MIGO X ус 


y no cero. Además, los vectores de posición del segundo término se tomarían a partir de puntos 
diferentes y 


[суох (Ok x reg) dm 


по daría los momentos de inercia de la ecuación 20-5. 

Estas dos situaciones son dos casos particulares de la situación más general de cuando el eje z 
que pasa por G es eje principal de inercia. 

Notemos que si los productos de inercia lc е loy no fuesen nulos, el momento cinético tendría 
también componentes x e y incluso en el caso de movimiento plano, Esto significa que serían ne- 
cesarias componentes x y/o y de los momentos para mantener el movimiento en el plano x-y si 
variara la velocidad angular. 


que es una de las ecuaciones generales del movimiento de los cuerpos rígidos 
(ec. 16-23c). Por último, integrando la ecuación 20-8 respecto al tiempo tene- 
mos la forma integral de la ecuación que traduce el teorema del momento ci- 
nético para un cuerpo rígido 


(160), +], УМ; dt = (со), (20-9) 


La ecuación 19-23 (que es aplicable a cualquier sistema —rígido о no— de 
puntos materiales en interacción) y la ecuación 20-9 (que es aplicable a un cuer- 


po rígido) nos dicen ambas que el impulso angular || УМ dt que se ejerce 


sobre un sistema de puntos materiales es igual a la variación de momento ci- 
nético (Нс); = (Hg); de dicho sistema. La única diferencia entre las ecuaciones 
19-23 y 20-9 estriba en la manera en que se calculan los momentos cinéticos іпі- 
cial y final. Por tanto, la utilización de la ecuación 20-9 sólo exige que el cuerpo 
se comporte rígidamente en el instante inicial t; y en el instante final t; con lo 
que se podrá calcular H¿tomándolo igual a Içwen tales instantes. Entre los ins- 
tantes inicial y final, las partes del cuerpo pueden moverse unas respecto a 
otras con lo que (Ic); puede no ser igual a (Ig); 


20.3.2 Rotación en torno a un eje fijo 


Un tipo de problema que se encuentra corrientemente en Dinámica es la rota- 
ción de un cuerpo rígido en torno a un eje fijo (fig. 20-2). En tal caso, todos los 
puntos del cuerpo describen trayectorias circulares en planos perpendiculares 
al eje y centradas en éste. Por tanto, el movimiento será plano y serán aplicables 
todas las ecuaciones de la 20-1 a la 20-9. Aun cuando estas ecuaciones se pue- 
den aplicar directamente a este tipo de problemas, el teorema del momento ci- 
nético se puede simplificar combinándolo con el teorema de la cantidad de 
movimiento. 

Tomemos un sistema de coordenadas cuyo eje z esté dirigido según el eje 
de rotación y cuyo origen O sea el punto de intersección del eje de rotación con 
el plano del movimiento (el plano que contiene al centro de masa). El centro de 
masa G recorrerá una trayectoria circular alrededor del eje de rotación con una 
velocidad v¿= ӨК х гус donde туо = хсі + усј. Por tanto, la suma del mo- 
mento cinético respecto a G más el momento de la cantidad de movimiento res- 


pecto a O da 
H¿+Tg/0 Х тус = ІсФК<то,о X т(@К X гс) 
I¿Ok+m(x¿+y2Jok = [ok = Ho 


и 


Análogamente, la suma del impulso angular respecto а С más el momento del 
impulso respecto al punto fijo O da 


р УМК dt + r/o х |н ER, dt 
ЕРЛІГІ 
- ІН Х (тұс +тсуо) X R) dt 
= Т Mor k dt 
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Por tanto, sumando el momento de la ecuación 20-2 respecto al punto fijo O a 
la ecuación 20-9 tenemos 


ао, “| ХМосй = (10), (20-10) 


Es decir, en el caso de un cuerpo rígido que gira alrededor de un eje fijo, la va- 
riación del momento cinético respecto al eje de rotación es igual al impulso an- 
gular respecto a dicho eje. 


20.3.3 Representación gráfica de los teoremas de la cantidad de movimiento 
y del momento cinético 


Las ecuaciones 20-2 y 20-9 nos dicen que la cantidad de movimiento y el mo- 
mento cinético de los puntos materiales que constituyen un cuerpo rígido se 
Pueden sustituir por una "fuerza" y un "раг" equivalentes en el centro de masa 
G. La "fuerza" equivalente es igual al vector cantidad de movimiento L = тус 
y el "раг" equivalente es igual al vector momento cinético Но = Ісож. Así pues, 
los resultados de las ecuaciones 20-2 y 20-9 se pueden resumir gráficamente en 
la forma que indican los diagramas cinéticos de la figura 20-3. Es decir, suman- 
do la "fuerza" y "par" equivalentes de cantidad de movimiento y momento ci- 
nético en el instante t; (fig. 20-3а) con el sistema fuerza-par equivalente de los 
impulsos (fig. 20-3b) tenemos la "fuerza" y el "par" equivalentes de cantidad de 
movimiento y momento cinético en el instante (бр. 20-3с). 

La representación gráfica de Іа figura 20-3 incluye también el caso particu- 
lar de la rotación en torno a un eje fijo. Si es O un punto del eje de rotación, 
como el descrito en el apartado 20.3.2, calculando el momento de los sistemas 
fuerza-par equivalentes de cada parte de la figura tendremos la ecuación 20- 
10. Por ejemplo, еп la figura 20-3a la velocidad del centro de masa Ус= © X тс 
es perpendicular а гуу el momento respecto а О del sistema fuerza-par es 


Но%та,отос = 160+ оттоо 
(Ос+ тё) ® = igo 


tal como se obtuvo en el apartado 20.3.2. 

La representación gráfica de la figura 20-3 puede también utilizarse para es- 
cribir el teorema del momento cinético respecto a un punto fijo arbitrario P. No 
obstante, si el cuerpo no girase en torno a un eje que pase por Р, sería vg + 
© X Tcp у la suma de Нс más el momento de Іа cantidad de movimiento no se 
reduciría a Ip. 


Figura 20-3 


20.3.4 Centro de percusión 


Al igual que puede reducirse una fuerza y un par a su forma más sencilla (su 
resultante), los vectores cantidad de movimiento y momento cinético de la fi- 
gura 20-3 pueden reducirse а un único vector cantidad de movimiento. La "re- 
sultante" será igual a la cantidad de movimiento del centro de masa mvg y su 
recta soporte tendrá la dirección de la cantidad de movimiento тус y estará si- 
tuada a una distancia 


421% 
тос 
del centro de masa (fig. 20-4). 
z mG 
me 
Figura 20-4 


En particular, en el caso de un cuerpo que gire en torno a un eje fijo que pase 
por O, la cantidad de movimiento y el momento cinético del sistema reducidos 
al centro de masa С (fig. 20-54) son equivalentes a la cantidad de movimiento 
del sistema тус en el punto Р (fig. 20-5b). La cantidad de movimiento es la mis- 
ma en ambos diagramas cinéticos. El momento cinético será también el mismo 
si se toma la posición de P de tal manera que 


тр(тос) = 1¿O+r¿(mvu¿) 
El punto P así situado recibe el nombre de centro de percusión. 
Notemos que la situación del centro de percusión depende del movimiento 
del cuerpo así como de su tamaño, forma y distribución de su masa. Como el 
cuerpo de la figura 20-5 gira en torno a un eje fijo, vg = rew y por tanto 


rplmr¿o) = mkzo+rg¿(Úmr¿o) 


Figura 20-5 
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donde Кс es el radio de giro del cuerpo respecto а un eje que pase por su centro 
de masa y sea paralelo al eje de rotación. Dividiendo los dos miembros de la 
igualdad por el factor común mæ tenemos 


тыс- Кё +r 
о sea 
(к=) = КЁ 


Es decir, la distancia entre centro de percusión y el centro de masa d = rp – rg 
es igual al cociente entre kè , que es constante рага un cuerpo dado, y rg, que 
depende de la situación del eje de rotación, 


20.4 SISTEMAS DE CUERPOS RÍGIDOS 


Ya hemos señalado que la utilización de la ecuación 20-9 exige solamente que 
el cuerpo se comporte rígidamente en el instante inicial t; y en el instante final 
tp con lo que el momento cinético Hg se podrá calcular mediante la expresión 
I¿0 en dichos instantes. Entre los instantes inicial y final, las partes del cuerpo 
se pueden mover unas respecto a otras е (Iç); puede no ser igual a (Ic) Si las 
partes del cuerpo se mueven unas respecto a otras en los instantes inicial y/o 
final, deberemos escribir, para cada parte que se comporte rígidamente, una 
ecuación que relacione el impulso angular con el momento cinético y luego ha- 
brá que sumarlas. Si los momentos de la cantidad de movimiento y los momen- 
tos de las fuerzas se toman, en cada ecuación, respecto al mismo punto, los 
momentos de las fuerzas de unión que mantienen unidas las diferentes partes 
se anularán dos a dos y no será necesario calcularlos. Esto se realiza fácilmente 
utilizando la representación gráfica de la figura 20-6, En las partes primera y 
última de la figura, la cantidad de movimiento de cada cuerpo rígido se ha sus- 
tituido рог un sistema "fuerza-par" equivalente en su particular centro de ma- 
sa. En la parte central de la figura, las fuerzas de unión son fuerzas interiores 
y no es necesario representarlas. 


Ім; 


ty ҮЛ 
Hy 
Ја ІМ, 
L + = 
2 
шу ЕЯ ШЕ 
Hy; 
Ly; 


Figura 20-6 


PROBLEMA EJEMPLO 


horario de momento М = 15 sen nt, donde М se expresa en metro-newton, t en 


segundos y n = 1 rad/s. Despreciando todo rozamiento entre los cojinetes y el 
eje, determinar la velocidad angular del disco al cabo de 1 s; 3 s; 5 s. 


Igo 
(a) 
Igo MAN ісеу 
Ф 5 Ф 4 Ф 
Figura 20-7 


SOLUCIÓN 


En la figura 20-7b se ilustra gráficamente el teorema del momento cinético. Las 
cantidades de movimiento inicial y final del centro de masa son nulas; la veloci- 
dad angular inicial del disco es 


соннан) ашын 
y el momento de inercia respecto al eje que pasa por el centro de masa es 


16 = mk? = 1 1% (0225)? = 0,2580 kg- m? 


Entonces, la suma de momentos respecto al eje (que pasa también por el centro 
de masa) es ү 
\ + Ho: (0.2580) (62.83) + |115 sen t dt = 0,25800; 

osea 


Фу = 58,14(1 – cos т) - 62.83 rad/s (antihorario) 


Por tanto 
шүй 5) = - 36,10 rad/s 
= 3610 rad/s (һогагіо) Resp. 
Ы 5) = 52,87 rad/s (antihorario) Resp. 
Ы 5) = - 36,10 rad/s 
= 36,10 rad/s (horario) Resp. 
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PROBLEMA EJEMPLO 0.2 


En el juego de bolos, una bola puede asimilarse a una esfera uniforme de 7 kg y 
300 mm de diámetro (fig. 20-80). Se suelta la bola en una pista horizontal de ma- 
dera con una velocidad inicial vy=6 m/s y una velocidad angular inicial ар = 0. 
Si el coeficiente de rozamiento cinético entre bola y pista es д, = 0,1, determinar: 


a. Е tiempo ty al cual la bola comienza a rodar sin deslizamiento. 
b. La velocidad оу y la velocidad angular ау en el instante ty. 


(тм); 


(с) 


(b) 


Figura 20-8 


SOLUCIÓN 
En la figura 20-8b se ilustra gráficamente la situación impulsiva. El momento de 
inercia de la esfera respecto a un eje que pase por su centro de masa es 


16 = mR? = 200,15)? = 0,0630 кат? 


La cantidad de movimiento inicial de la esfera se sustituye рог un sistema equi- 
valente constituido por un vector que pase por el centro de masa y un par; el vec- 
tor será de dirección x у módulo L;= (7 kg)(6 m/s)=42 kg -m/s y un “momento” 
respecto al centro de masa (оу, = 0. Análogamente, al movimiento final de la 
esfera se asocia un vector de dirección x y módulo 1;= mwyque pase por el centro 
de masa y un par de "momento" respecto al centro de masa [соу Entonces, con 
referencia a la figura, los teoremas de la cantidad de movimiento y del momento 


cinético dan 
ж-ш 42 -Ft=7wy (a) 
+ Ly 0+Nt- (7)(9,81)t = 0 (b) 
(эс 0 + (0,150) Ft = (0,0630) ау (o 


La ecuación b da N = 68,67 М para todo 0 < t < ty (o incluso para todo t > 1)1 
Como la bola se desliza entre t = 0 y ! = ly, la fuerza de rozamiento que se ejerce 
sobre la bola será 

F = UN = 0,1(68,67) = 6,867 N 


Por último, la Cinemática relaciona las velocidades lineal y angular en el ins- 
tante ty (fig, 20-9) 


ор = 0,1500, (ф 
v= тәү 
Entonces, las ecuaciones а, с у 4 dan 
Фу ty = 1,7475 v= 4,286 m/s —> o= 28,57 rad/s (horario) Resp. 
Figura 20-9 1 El mismo resultado se obtiene trivialmente mediante la segunda ley de Newton. Como no hay movimiento 


en la dirección y, a, = 0 y EF, = 0 о sea N - (709,81) = 0. 


PROBLEMA EJE» 


Una barra uniforme de 60 cm de longitud y que pesa 15 N pende de un pasador 
exento de rozamiento situado en A (fig. 20-10). Una bala de masa 22,7 g que lleva 
una celeridad inicial de 540 m/s incide sobre la barra y queda incrustada en ella. 
Determinar la velocidad angular de la barra inmediatamente después de que se 
incruste la bala. 


SOLUCIÓN 


Сото la barra tiene un movimiento de rotación en torno a un eje que pasa рог 
A, se utilizará la ecuación 20-10. En la figura 20-11 pueden verse los 

dientes de momento cinético y de sólido libre. La cantidad de movi- 
miento inicial de la bala es 


Lyp = 00227540) = 12,258 №. s 


y su momento respecto al punto А es 0,45L = 5,516 m - N + s. Inicialmente, la 
cantidad de movimiento y el momento cinético de la barra son nulos. Por tanto, 
el momento cinético total del sistema respecto A inmediatamente antes de que 
llegue la bala a la barra es Нд; = 5,516 m - № - 5. 

Al sumar cantidades de movimiento y momentos cinéticos, así como los impul- 
sos, la fuerza de interacción de la bala y la barra es interior y no será necesario re- 
presentarla en el diagrama de sólido libre. Ninguna de las tres fuerzas restantes 
tiene momento respecto A y por ello el impulso angular total respecto A es nulo. 

Inmediatamente después de que la bala se incruste en la barra, éstas giran 
conjuntamente en torno al pasador fijo A.El momento cinético final del sistema 
es Has= (lam) donde 


La = $ 090060): + 0,0228045)? 
= 0,18810 kg -m? 


es el momento de inercia, respecto al eje que pasa por A, del conjunto que for- 
man la barra y la bala incrustada. 
Por último, el teorema del momento cinético (ec. 20-10) da 


\ +H 4: 5,516 +0 = 0,188100, 


osea 
Ф; = 328 rad/s (antihorario) Resp. 
(тусу); 
Ayt 
Ам (тусы 
А А 
hay 
+ W = 


12,258 N .5 


B B B 


Figura 20-11 
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60 cm 
el 2; 
540 m/s 
B 
Figura 20-10 


PROBLEMAS 


20-1* Un volante consiste en un disco uniforme de peso 50 N, 
diámetro 375 mm y grosor 25 mm. Si el rozamiento en el coji- 
nete reduce la velocidad angular del volante de 3600 rpm a 
cero en 3 min, determinar el momento medio de rozamiento 
que el cojinete ejerce sobre el volante. 


20-2* Е! inducido de un motor eléctrico pasa al reposo desde 
una velocidad angular de 2400 rpm en 150 s. Si dicho inducido 
tiene una masa de 3 kg y un radio de giro de 100 mm, determi- 
nar el momento medio de rozamiento que ejercen sobre el in- 
ducido los cojinetes del motor. 


20-3 El par de arranque de un motor eléctrico viene dado 
por Mo”, donde My es una constante y los cojinetes ejercen un 
momento resistente de 0,009 m - М. Si el inducido pesa 25 М, 
tiene un radio de giro de 57.5 mm y el motor alcanza su celeri- 
dad de funcionamiento de 3000 rpm en 3 s, determinar el valor 
de М 


20-45 Al extremo de una cuerda arrollada sobre el exterior de 
un tambor hueco (fig. P20-4) se aplica una fuerza Р = 50 М. El 
radio de giro del tambor de 20 kg vale 175 mm y el rozamiento 
enel eje es despreciable. Si se suelta el tambor partiendo del re- 
poso, determinar la velocidad hacia abajo del punto A de la 
cuerda al cabo de 105. 


200 тт 


A 


l. 50N 


Figura P20-4 


20-5 Una cuerda está arrollada sobre el exterior de un tam- 
bor uniforme que pesa 125 N, según se indica en la figura P20- 
5a. En el instante / = 0 el tambor está en reposo y entonces se 
aplica de pronto al extremo de la cuerda la fuerza representada 
en la figura 20-5b, Si el rozamiento en el eje es despreciable, de- 
terminar la velocidad hacia abajo del punto A de la cuerda al 
саро de 7 s. 
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10 ст 


(а) 


(b) 
Figura P20-5 


20-6* Un peso de 50 N pende de una cuerda que está arrolla- 
da sobre la parte externa de un tambor hueco (fig. P20-6). El 
tambor de 20 kg tiene un radio de giro de 175 mm y el roza- 


Figura P20-6 


miento en su eje es despreciable. Si se suelta el tambor a partir 
del reposo, determinar la velocidad hacia abajo del punto A de 
la cuerda al cabo de 10 s. 


20-7 La rueda uniforme de la figura Р20-7 pesa 100 N y está 
girando a 3000 rpm cuando a la empuñadura del brazo de fre- 
no se le aplica una fuerza Р = 200(1 —e90%) N. Si el coeficiente 
de rozamiento cinético entre éste y la rueda vale 0,1, determi- 
nar el tiempo que tardará la rueda en pararse si: 


a. Gira en sentido horario. 
b. Gira en sentido antihorario. 


Figura P20-7 


20-8* Та rueda escalonada de la figura P20-8 tiene una masa 
de 20 kg, un radio de giro de 150 mm y una velocidad inicial 


Figura P20-8 


de rotación de 3000 rpm en sentido antihorario. Si el coeficiente 

de rozamiento cinético entre el brazo de freno y la rueda vale 

0,2, determinar el tiempo que transcurre: 

a. Hasta que se pare la rueda. 

b. Hasta que su velocidad de rotación sea de 3000 rpm еп sen- 
tido horario. 


20-9 А la rueda uniforme A (20 cm de diámetro, 100 N de 
peso) se la eleva y da inicialmente una velocidad angular de 
4500 rpm en sentido antihorario mientras la rueda uniforme B 
(20 cm de diámetro, 100 N de peso) permanece en reposo. Se 
suelta entonces la rueda A y se la deja girar en contacto con la 
rueda B. Si el coeficiente de rozamiento cinético entre las rue- 
das vale 0,1, determinar: 


a. El tiempo que transcurrirá hasta que las ruedas giren sin 


deslizamiento. 
b. Las velocidades angulares finales de ambas ruedas. 


Figura P20-9 


20-10* A la rueda uniforme A (200 mm de diámetro, 10 kg) se 
la eleva y da inicialmente una velocidad angular de 4500 rpm 
en sentido antihorario mientras la rueda uniforme B (400 mm 
de diámetro, 20 kg) permanece en reposo (fig. P20-9). Se suelta 
entonces la rueda A y se la deja girar en contacto con la rueda 
В. Si el coeficiente de rozamiento cinético entre las ruedas vale 
0,1, determinar: 

a. El tiempo que transcurrirá hasta que las ruedas giren sin 

deslizamiento. 
b. Las velocidades angulares finales de ambas ruedas. 
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20-11 Las dos ruedas uniformes А y В de la figura P20-9 están 
girando inicialmente juntas sin deslizamiento cuando, de 
pronto, se detiene la rueda B. La rueda A tiene un diámetro de 
20 cm, pesa 100 N y lleva una velocidad angular de 4500 rpm 
en sentido antihorario; la rueda B tiene 30 cm de diámetro y 
pesa 225 N. Si el coeficiente de rozamiento cinético entre las 
ruedas vale 0,2, determinar el tiempo que tardará en detenerse 
la rueda A. 

20-12* Las dos ruedas uniformes А y В de la figura P20-9 están 
inicialmente en reposo y, de pronto, se aplica a la rueda A un 
momento constante M = 2,5 m - N de sentido antihorario. La 
rueda A tiene 200 mm de diámetro y una masa de 10 kg, mien- 
tras que la rueda B tiene un diámetro de 300 mm y una masa 
de 25 kg. Si los coeficientes de rozamiento estático y cinético 
entre las ruedas valen, respectivamente, 0,2 y 0,1, determinar 
las velocidades angulares de ambas ruedas en = 5 5,155 y 255. 


20-13 Las dos ruedas uniformes A y В de la figura Р20-9 están 
inicialmente en reposo y, de pronto, se aplica a la rueda A un 
momento constante М = 4,5 m - М de sentido antihorario. La 
rueda A tiene 25 cm de diámetro y pesa 100 М, mientras que la 
rueda B tiene un diámetro de 40 cm y pesa 150 N. Si los coefi- 
cientes de rozamiento estático y cinético entre las ruedas valen 
0,2 y 0,1, respectivamente, determinar las velocidades angula- 
res de ambas ruedas en tł = 55, 155 y 255. 

20-14* Una esfera homogénea de 5 kg y 300 mm de diámetro 
se baja hasta una superficie horizontal teniendo aquélla una 
velocidad angular inicial оу, = 3000 rpm y velocidad de trasla- 
ción inicial nula v = 0 (fig. P20-14). Si el coeficiente de roza- 
miento cinético vale 0,15, determinar: 

а. El instante ty en el que la esfera comenzará a girar sin desli- 

zamiento. 
b. La velocidad del centro de masa en ty 
с. La velocidad angular de la esfera en ty 


Figura P20-14 


20-15 Una esfera homogénea de diámetro 35 cm y peso 80 N 
se baja hasta una superficie horizontal teniendo ac una 
velocidad angular inicial ay, = 3000 rpm y una velocidad de 
traslación 0-6 m/s (fig. P20-14). Si el coeficiente de rozamien- 
to cinético vale 0,15, determinar: 
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а. El instante tyen el que la esfera comenzará a girar sin desli- 
zamiento. 

b. La velocidad del centro de masa еп ty. 

с. La velocidad angular de la esfera en ty. 


20-15% Una esfera homogénea de 5 kg y diámetro 200 mm se 
baja hasta una superficie horizontal teniendo aquélla una velo- 
cidad angular inicial оу, = 3000 rpm (fig. P20-14). Si el coeficien- 
te de rozamiento cinético vale 0,15, determinar la velocidad 
inicial о; para la cual las velocidades angular y lineal se anula- 
rían ambas cuando la esfera dejara de deslizarse. 


20-17 Una esfera homogénea de 30 cm de diámetro y 80 N de 
peso rueda sin deslizamiento por un plano inclinado (fig. P20- 
17). Si la velocidad inicial de la esfera es de 6 m/s hacia arriba 
del plano y Ө- 10°, determinar: 


а. El instante t, en el cual la esfera deja de rodar hacia la parte 
alta del plano. 

b. El instante t en el cual la esfera rueda hacia abajo por el 
plano а 9 m/s. 


Figura P20-17 


20-18 Una esfera homogénea de 5 kg y diámetro 200 mm se 
lar inicial a= 3000 rpm y velocidad de traslación nula o, = 0 
(fig. P20-17). Si el coeficiente de rozamiento cinético vale 0,25 y 
Ө = 20°, determinar: 


a. El instante t, en el cual la esfera comenzará a rodar sin 
deslizamiento. 

b. La velocidad v del centro de masa y la velocidad angular e» 
ent. 

с. El instante 1; en el cual la esfera deja de rodar hacia la 
parte alta del plano, 

20-19 Una esfera homogénea de diámetro 35 cm y peso 80 N 

se baja hasta un plano inclinado teniendo aquélla una veloci- 

dad angular inicial or, = 3000 rpm y velocidad inicial de trasla- 

ción nula шу = 0 (fig. Р20-17). Si el coeficiente de rozamiento 

cinético vale 0,25 y Ө = 20°, determinar: 

a. El instante ty en el cual la esfera comenzará a rodar sin 
Jeslizami 

b. La velocidad v del centro de masa y la velocidad angular ө» 
ent, 

th 


20-20* Una esfera homogénea de 5 kg y diámetro 200 mm se 
baja hasta un plano inclinado teniendo aquélla una velocidad 
angular inicial оу, = 3000 rpm (fig. Р20-17). Si el coeficiente de 
rozamiento cinético vale 0,20 y Ө = 15°, determinar la menor 
velocidad inicial 9 que hará que la esfera deje de rodar y de 
deslizarse al mismo tiempo. 


20-21 La barra esbelta uniforme АВ (W = 15 М, £=60 cm) está 
descansando sobre una superficie horizontal exenta de roza- 
miento cuando recibe un impulso de 10 N · s según se indica en 
la figura P20-21, Si b=45 cm, determinar: 


а. La velocidad angular de la barra inmediatamente después 
del impacto. 

b. La velocidad del extremo А inmediatamente después del 
impacto. 


Figura P20-21 


20-22% La barra esbelta uniforme АВ (т = 3 kg, (=800 mm) 
está descansando sobre una superficie horizontal exenta de ro- 
zamiento cuando recibe un impulso de 5 N · s según se indica 
en la figura P20-22. Si b = 300 mm y la duración del impacto es 
At = 0,002 s, determinar: 


2. La velocidad angular de la barra inmediatamente después 
del impacto. 

9. El módulo medio de la fuerza que ejerce sobre la barra el 
pasador en A que carece de rozamientos. 


5М%% 
Figura Р20-22 


20-23 Enel caso de la barra esbelta del problema 20-21, deter- 
minar la distancia b para la cual el extremo A sería centro ins- 
tantáneo de rotación (velocidad de A nula inmediatamente 
después del impacto). 


20-24* En el caso de la barra esbelta del problema 20-22, deter- 
minar la distancia b para la cual sería nula la fuerza media que 
sobre la barra ejercería el pasador en A exento de rozamientos. 


20-25* Una barra esbelta uniforme AB de 1,2 m de longitud y 
15 N de peso gira en un plano vertical alrededor de un pasador 
exento de rozamientos situado en su centro, según se indica en 
la figura Р20-25. Cuando la barra está horizontal, cae sobre la 
barra un pedacito de masilla (И/ = 2 М). Si la rotación inicial de 
la barra es de sentido antihorario a 120 rpm y la masilla parte 
del reposo en л = 1,5 m, determinar: 


a. La velocidad de rotación del conjunto barra-masilla 
inmediatamente después del impacto. 

һ. La fuerza media de contacto entre barra y masilla para una 
duración del impacto At = 0,005 s. 

с. El módulo medio de la fuerza que sobre la barra ejerce el 
pasador exento de rozamientos si la duración del impacto 
es At = 0,005 s. 

d. La energía del sistema total perdida еп el choque. 


Figura P20-25 


20-26* Una barra esbelta uniforme AB de 3 kg y 800 mm de 
longitud pende de un plano vertical por un pivote exento de 
rozamientos y recibe el impacto de una bala de 0,03 kg que 
queda incrustada en ella (fig. P20-26). Si la velocidad inicial de 
la bala es vọ= 350 m/s, determinar: 


A 
0,5 т 
0,8 т 
vo 
»— 
B 
Figura P20-26 
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a. La velocidad de rotación del conjunto barra-bala inmedia- 
tamente después del impacto. 

b. La fuerza media de contacto entre barra y bala para una du- 
ración del impacto At = 0,001 s. 

£. El módulo medio de la fuerza que sobre la barra ejerce el 
pasador exento de rozamientos, situado en A, para una du- 
ración del impacto Af = 0,001 s. 

d. La energía del sistema total perdida en el choque. 

е. El máximo ángulo que girará la barra después del choque. 


20-27 En el caso del sistema de barra y masilla del problema 
20-25, la altura h desde la que se suelta la masilla se ajusta de 
manera que la velocidad angular de la barra sea nula inmedia- 
tamente después del impacto. Determinar: 


а. La altura ajustada h. 

b. La fuerza media de contacto entre barra y masilla para una 
duración del impacto At = 0,005 в. 

с. El módulo medio de la fuerza que sobre la barra ejerce el 
pasador exento de rozamientos para una duración del im- 
pacto Af = 0,005 s. 

d. La velocidad angular del conjunto barra-masilla cuando la 
barra esté vertical (el extremo con masilla debajo del pivote). 


20-28* La barra del problema 20-26 se suelta a partir del repo- 
so cuando está horizontal, según se indica en la figura P20-28. 
Si la bala incide sobre la barra cuando ésta está vertical, deter- 
minar: 


a. La velocidad angular del conjunto barra-bala inmediata- 
mente después del impacto. 


b. El módulo medio de la fuerza que sobre la barra ejerce el 
pasador exento de rozamientos situado en A, para una du- 
ración del impacto At = 0,001 s. 

©. La energía del sistema total perdida en el impacto. 

4. El máximo ángulo que girará la barra después del choque 


20-29 En el caso del sistema barra-masilla del problema 20- 
25, se ajusta la altura } desde la que se suelta la masilla de ma- 
nera que la velocidad angular de la barra sea nula cuando esté 
vertical (la masilla encima del pivote). Determinar: 


a. La altura ajustada Л. 

b. La fuerza media de contacto entre barra y masilla para una 
duración del impacto At = 0,005 s. 

с, El módulo medio de la fuerza que sobre la barra ejerce el 
pasador exento de rozamientos para una duración del im- 
pacto А! = 0,0055, 

d. La velocidad angular de barra y masilla inmediatamente 
después del choque, 


20-30 La barra del problema 20-26 se suelta a partir del reposo 
cuando está horizonal, según se indica en la figura P20-28. Si la 
bala incide sobre la barra cuando ésta está vertical, determinar: 


а. La velocidad inicial de la bala para la cual la velocidad 
angular de la barra sería nula inmediatamente después del 
impacto. 

b. El módulo medio de la fuerza que sobre la barra ejerce el 
pasador exento de rozamientos situado en А para una du- 
ración del impacto At = 0,001 s. 


20-31* Determinar la situación del centro de percusión de una 
barra esbelta que gira en torno a un pasador exento de roza- 
mientos si éste está situado: 


а. En un extremo de la barra. 
b. А una distancia 4/4 de un extremo de la barra. 
с. Enel punto medio de la barra. 


20-32 La barra del problema 20-26 se suelta a partir del repo- 
so cuando está horizontal, según se indica en la figura P20-28. 
La bala incide sobre la barra cuando ésta está vertical de mane- 
ra que su velocidad angular sea nula inmediatamente después 
del impacto y sobre el pivote А no se ejerza ninguna fuerza im- 
pulsiva. Determinar: 


а. La distancia bajo el pivote a la cual debe incidir la bala. 
b. La velocidad inicial vg que debe llevar la bala. 


20.5 CHOQUE DE CUERPOS RÍGIDOS 


En el apartado 19.4 se estudió el choque de dos cuerpos. Cuando éstos podían 
considerarse puntos materiales, sólo eran aplicables los casos de choque cen- 
tral directo y choque central oblicuo, los cuales se desarrollaron entonces. Aho- 
ra vamos a desarrollar los casos adicionales de choque excéntrico. 
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Vimos que los fenómenos de choque eran complicados, incluso en el caso 
relativamente sencillo del choque de dos partículas. Sin embargo, es una suerte 
que a menudo puedan obviarse los detalles del choque; la ecuación que nos da 
el teorema de la cantidad de movimiento se puede utilizar para obtener una re- 
lación sencilla entre las velocidades de los cuerpos antes y después del choque. 
Aun cuando este método sólo constituya una aproximación de un suceso muy 
complejo y deba aplicarse con cuidado, el método permite la solución de pro- 
blemas de choque que de otra manera serían irresolubles. 


20.5.1 Fuerzas impulsivas y movimiento impulsivo 


Aun cuando los sucesos de choque tienen lugar en un intervalo de tiempo rela- 
tivamente corto, se observa que las velocidades y las velocidades angulares de 
los cuerpos pueden variar de manera importante. Las variaciones de cantidad 
de movimiento y de momento cinético requieren, pues, impulsos que no Неп- 
dan a cero en los cortos tiempos de choque, Las fuerzas caracterizadas por mó- 
dulos muy grandes, de tal manera que originen una variación importante de la 
cantidad de movimiento (impulso grande), incluso en tiempos muy cortos, se 
denominan fuerzas impulsivas. Los movimientos que resultan de fuerzas impul- 
sivas se denominan movimientos impulsivos. Las fuerzas que se generan cuando 
un cuerpo choca con otro constituyen un ejemplo de fuerzas impulsivas. 

Las fuerzas que originan una variación despreciable de cantidad de movi- 
miento (impulso pequeño) en tiempos cortos se denominan fuerzas no impulsi- 
vas. Ejemplos de fuerzas no impulsivas son el peso de un cuerpo, las fuerzas 
de rozamiento y las fuerzas elásticas que ejercen los resortes. Los módulos de 
las fuerzas no impulsivas son siempre pequeños frente a los de las fuerzas im- 
pulsivas. Cuando se aplica el teorema de la cantidad de movimiento durante 
un intervalo de tiempo corto, el impulso de las fuerzas no impulsivas suele po- 
derse despreciar frente al de las fuerzas impulsivas. 

Corrientemente, no se sabe de antemano si las fuerzas de reacción descono- 
cidas son impulsivas o no. Por lo general, la fuerza de reacción de un apoyo, 
que lo que hace es impedir el movimiento en una dirección, es tan impulsiva 
como las fuerzas que intentan originar movimiento en dicha dirección. 

La decisión final de si puede prescindirse o no del impulso de una fuerza 
debe basarse en la precisión que se exige al resultado y del efecto estimado que 
sobre la ecuación tiene dicho término. 


20.5.2 Hipótesis para los problemas de choque 


Por su propia naturaleza, los sucesos de choque tienen lugar en intervalos de 
tiempo muy breves. Basándonos en observaciones de muchos sucesos de cho- 
que, supondremos que durante el breve intervalo de choque At = ty- t: 


1. Las posiciones de los cuerpos en colisión no varían apreciablemente. 

2. Las velocidades y/o las velocidades angulares de uno o ambos cuerpos еп 
colisión pueden variar mucho. 

3. бе pueden despeciar las fuerzas y momentos no impulsivos. 

4. Las fuerzas de rozamiento (fuerzas tangentes al plano de impacto) pueden 
despreciarse.! 


1 А menudo, este último punto no constituye una buena suposición. Para tales problemas, reco- 
mendamos al lector consulte el libro de Raymond М. Brach, Mechanical Impact Dynamics: Rigid 
Body Collisions (New York: Wiley, 1991). 
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40 4 20.5.3 Choque excéntrico de cuerpos rígidos 
CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 


IMPULSO, CANTIDAD DE El análisis de los problemas de choque de puntos materiales realizado en el 
MOVIMIENTO Y MOMENTO. apartado 19.4 ilustraba el caso del choque central para el que la línea de impac- 
СІМЕТІСО to coincidía con la recta que une los centros de masa. Por tanto, las fuerzas de 
contacto en el choque pasaban por los centros de masa de los cuerpos (fig. 20- 

Línea de impacto 12). Estos problemas se resolvían echando mano de la conservación de la can- 

S tidad de movimiento junto con el coeficiente de restitución, e, que compara la 


velocidad relativa de separación de los puntos de contacto (después del cho- 
que) con su velocidad relativa de aproximación (antes del choque). 

El problema de choque de cuerpos rígidos es muy parecido al de choque 
de puntos materiales, pero se complica ligeramente por el hecho de que la línea 
de impacto no suele pasar por los centros de masa de los cuerpos (fig. 20-13). 
Como se indicó en el apartado 19.4, de un tal choque se dice que es un choque 
excéntrico, 

Surge una nueva complicación si definimos el coeficiente de restitución di- 
ciendo que es el cociente entre el impulso de restitución y el impulso de defor- 
mación, como se hizo en el apartado 19.4. Un análisis semejante al realizado en 
el apartado 19.4 nos daría de nuevo el coeficiente de restitución como razón de 
la velocidad relativa de separación de los puntos de contacto (después del cho- 
que) a la velocidad relativa de aproximación (antes del choque). Ahora bien, la 
velocidad del cuerpo en el punto de impacto suele ser diferente de la velocidad 
de su centro de masa. Por tanto, cuando se trate de un choque excéntrico, las 
ecuaciones de la velocidad relativa se deberán utilizar para relacionar las velo- 
cidades de los puntos de contacto en la ecuación del coeficiente de restitución 
y las velocidades de los centros de masa en las ecuaciones de los teoremas de 
la cantidad de movimiento y del momento cinético. 

(b) “ Consideremos el choque de los cuerpos rígidos representados en la figura 
Figura 20-12 20-13. Los puntos A y В son los centros de masa de los cuerpos y los puntos С 
y D son los puntos de contacto. Tomaremos las coordenadas t y n, la primera 
contenida en el plano de contacto y la segunda normal a él, según se indica. De- 
finiremos el coeficiente de restitución como la razón del impulso de restitución 
al impulso de deformación. Un análisis semejante al del apartado 19.4 da para 
el coeficiente de restitución 


MAYGA 


„ _ 000), - Pep 
2 0), – (әс), (зі) 
donde (осу), y (ор), son las componentes iniciales de las velocidades de los 
puntos Су D (antes del choque) y (ос), y (Vpn son las finales de dichos puntos 
(después del choque). Las componentes de las velocidades de los puntos С y D 
0, están relacionadas con las velocidades de los centros de masa A у В mediante 
las ecuaciones de la velocidad relativa 


Ус = Vat wa X Toja (20-12) 


Ур = Vg + 9 X Tpyg (20-13) 


El resultado de combinar las ecuaciones 20-11, 20-12 y 20-13 es una ecuación 
0) escalar que relaciona las velocidades уд y ур y las velocidades angulares (4 y 
Figura 20-13 аҙ después del choque. Se pueden obtener otras cuatro ecuaciones escalares 


(dos ecuaciones vectoriales) al aplicar a cada cuerpo por separado el teorema 
de la cantidad de movimiento. Por último, se puede aplicar el teorema del mo- 
mento cinético respecto al centro de masa de cada cuerpo, que nos dará dos 
ecuaciones escalares más, lo que representa un total de siete ecuaciones. De 
este sistema de ecuaciones se pueden despejar las siete incógnitas (осу), (осу), 
(UnAn (000, Var Фуу el módulo F de la fuerza impulsiva de contacto que se 
ejercen los cuerpos. Según se indica en la figura 20-13, la fuerza F es normal al 
plano de contacto, 

Si uno o ambos cuerpos en colisión está obligado a girar en torno a un punto 
о puntos fijos, en dicho punto (o puntos) se ejercerá una reacción impulsiva. El 
impulso de estas reacciones debe también incluirse en las ecuaciones que tra- 
ducen los teoremas de la cantidad de movimiento y del momento cinético. 


PRC MA EJEMPLO 20.4 
Una barra uniforme de 1,5 kg y longitud 800 mm descansa sobre una superficie 
horizontal exenta de rozamientos cuando sobre ella incide un disco de 0,5 kg se- 
gún se indica en la figura 20-14. Si el choque se produce a 200 mm del extremo 
de la barra y el coeficiente de restitución del choque vale 0,4, determinar: 


a. La velocidad del disco después del choque. 

b. La velocidad del centro de masa de la barra después del choque. 

с. La velocidad angular de la barra después del choque. 

d. La posición de un punto de la barra que se halle en reposo instantáneo du- 
rante el choque. 

SOLUCIÓN 


a. En la figura 20-15 pueden verse los diagramas cinéticos de la barra y el dis- 
со, en donde el momento de inercia de la barra respecto a un eje que pase 
por su centro de masa es 


lo = 150.508) = 010800 kg m? 


MAB Gy 
MAN Gx 
G! + G = G 
0 lanco 


РАІ 


(0,5012), | тууду 
30° 
@ А O— $ 
+ FA! тау, 


Figura 20-15 
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С 800 mm 


200 mm 
Di 


en 


0,5 kg 
Figura 20-14 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 


IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 


CINÉTICO 


3,06 m/s 


Figura 20-16 


b. 


с. 


Como se desprecia el rozamiento entre disco y barra, no habrá componente 
según y del impulso ni sobre la barra ni sobre el disco. Por tanto, el teorema 
de la cantidad de movimiento aplicado a la barra y el disco, por separado, 
da 


barra: 10] +0= [1,50Gy1 
disco: — [(05)(12 sen 30%) +0 = [050,1] 


osea 
Фу 0 y “ұз 6 m/s 
Para el sistema constituido por la barra y el disco, no hay пі impulso en 
la dirección x ni momento del impulso respecto al centro de masa de la ba- 
rra, Por tanto, el teorema de la cantidad de movimiento aplicado al sistema 
da (atendiendo a la componente x) 
1 (0,5)(12 cos 30°)] +0 = |0,50, + 1.50g] (a) 


y el teorema del momento cinético aplicado al sistema que constituyen la 
barra y el disco da 


1(02) (0,5) (12 cos 30%) +0] +0 = І(0,2)(0,5)0,, + 0,08%] (b) 


Por último, el coeficiente de restitución relaciona las componentes x de las 
velocidades de los puntos de contacto antes y después del choque: 


(Vax +0.20) -vay 


ШЕ oeira 7% © 

Resolviendo el sistema constituido por las ecuaciones а, b y с, se tiene о, = 
1,203 m/s, 0с, =3,06 m/s y w= 11,49 rad /s. Combinando ahora las compo- 
nentes хе y de la velocidad del disco antes y después del choque, se tiene 
va = 612 m/s 2 787° Resp. 


Combinando las componentes x e y de la velocidad del centro de masa de 
la barra después del choque, se tiene 


Ұс = 306 m/s — Resp. 
La velocidad angular de la barra después del choque es 
ө = 1149 rad/s — (antihorario) Resp. 
Si es C el centro instantáneo de rotación, será (fig. 20-16) 
3,06 = 11,49d 
y dicho centro instantáneo estará a 
d = 0266 т Resp. 
del centro de masa G al lado opuesto del punto de contacto. (Nótese que si 
la barra estuviera fija en C mediante un pasador exento de rozamientos, el 


punto de contacto sería el centro de percusión de la barra, Es decir, el radio 
de giro de la barra sería k = ./0,08/1,5 y 0,24 =K.) 


Una barra uniforme que pesa 125 N y tiene una longitud de 90 cm está unida a 
un gozne exento de rozamientos situado en A (fig. 20-17). La barra parte del re- 
poso en la posición vertical representada, cae sobre el tope С y rebota hacia arri- 
ba. Si el coeficiente de restitución en el choque vale 0,6, determinar: 


a. Е máximo ángulo Өш, que formará la barra con la horizontal después del 
choque. 

b. El módulo medio de la reacción del apoyo en A correspondiente a una du- 
ración del impacto igual a 0,01 s. 

<, La energía del sistema total perdida en el choque. 


SOLUCIÓN 


a. Teorema de las fuerzas vivas. Desde el instante tọ (cuando la barra está 
vertical) hasta el instante №; (inmediatamente antes de que choque con el 
tope С), la única fuerza que trabaja es la de la gravedad. Por tanto, se podrá 
utilizar el teorema de las fuerzas vivas para determinar el movimiento de la 
barra еп el instante t. La energía cinética inicial de la barra es nula y como 
el punto А es un eje de rotación fijo, puede escribirse que la energía cinética 
de la barra en hes T = 31,07 donde 14 = Ím(? = 3,440 kg + m2. Enton- 
ces, el teorema de las fuerzas vivas da 


0+ (125)(045) = 33440)? +0 


de donde 0) = 5,719 (horario) y la velocidad del centro de masa еп f) será 
1,=0450,=2,573 m/s}. 

Choque. El coeficiente de restitución se utiliza para determinar el cam- 
bio de movimiento en el choque 


donde la velocidad del tope es nula antes y después del choque. Por tanto, 
vea = 1.5440 m/s? y la velocidad angular después del choque es 


б, = 082 = 3431 rad (amtihorario) 
Teorema de las fuerzas vivas, Desde el instante /, (inmediatamente des- 
pués del choque) hasta el instante t (cuando la barra alcanza su máximo 
ángulo) la única fuerza que trabaja sobre la barra lo hace contra la grave- 
dad. En el ángulo máximo, la energía cinética de la barra es nula y el teore- 
ma de las fuerzas vivas da 


10344034312 +0 = (125) (0,45 sen бл) 


de donde 
бы, = 21,10 Resp. 
b. Teoremas de la cantidad de movimiento y del momento cinético. Hacien- 
do referencia al diagrama cinético de la figura 20-18, el teorema de la can- 
tidad de movimiento da, para la componente x, 
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45 ст-я 


Figura 20-17 
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CINETICA DEL CUERPO RIGIDO: 
IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 
СІМЕТІСО 


0+A, (0.01) -0 


П 


727162 = 0.8600 kg - m2, el teorema del momento cinético da 


(0,8600) (- 5,719) + (045) А,(001) = (0,8600) (3,431) 


de donde А, = 0. Utilizando el mismo diagrama (еп el cual Iç = 


de donde А, = 1749 N. Por tanto, el módulo medio de la reacción en el apo- 


уо А será 
A = 1749 № Resp. 
с. Сото, en los instantes буу t, es nula la energía cinética, en dichos instantes 
la energía mecánica del sistema se reduce a su energía potencial 
Ef = (125)(045) = 56,31 
Ey = (125)(0,45 sen 21,1%) = 20,21 
La energía perdida será, pues. 
56,3 — 20,2, 
563-0100) = 64,19% Resp. 
m (2,573) т (1,5440) 
АМ! Е 
+ — 2 
(0,86001(5,719) (0,860013,431) 
AyAt СМ 
Figura 20-18 
PR EMA 
20-33" Una barra esbelta uniforme (Є = 525 mm, W = 50 М) А 


descansa sobre una superficie horizontal exenta de rozamien- 
10N), según 


tos y recibe el impacto de un pequeño disco (W 
se indica en la figura P20-33. Si b=75 mm, e=0,6 y la velocidad 


inicial del disco es vọ = 4,5 m/s según un ángulo 0- 60°, deter- та 
тіпаг: To e 
Уч 
Т = 
а. La velocidad del disco después del choque. b 
b. La velocidad del centro de masa de la barra después del 5 г” 
choque Figura P20-33 


с. La velocidad angular de la barra después del choque 


d. La situación del centro instantáneo de rotación de la barra 


durante el choque. 


20-24% Una barra esbelta uniforme (€ = 900 mm, тар = 5 kg) 
descansa sobre una superficie horizontal exenta de rozamien- 
tos y recibe el impacto de un pequeño disco (my = 0,5 kg), según 
se indica en la figura P20-33. Si b = 250 mm, е = 0,5 y la veloci- 
dad inicial del disco es ту, = 10 m/s según un ángulo Ө= 40°, de- 
terminar: 

а. La velocidad del disco después del k 

b. La velocidad del centro de masa de la barra después del 


choque. 
©. La velocidad angular de la barra después del choque. 
d. La situación del centro instantáneo de rotación de la barra 
durante el choque. 
10-35 En el caso del disco y la barra del problema 20-33, de- 
terminar el coeficiente de restitución e para el cual el disco no 
tendría, después del choque, componente de velocidad según 
la línea de impacto. (Supóngase que los demás parámetros son 


los mismos.) 


20-36 Еп el caso del disco y la barra del problema 20-34, de- 
terminar la masa т, del disco para la cual el disco no tendría, 
después del choque, componente de velocidad según la línea 
de impacto. (Supóngase que los demás parámetros son los mis- 
mos.) 

10-37 Una barra esbelta uniforme (# = 90 cm, Was = 60 М) 
pende inmóvil de un gozne exento de rozamiento situado en 
A, según indica la figura P20-37. Una bola (W, = 10 М) incide 
sobre la barra a una distancia d = 10 cm de su extremo inferior. 
Sie=05 y la velocidad inicial de la bola es vy = 90 cm/s según 
un ángulo 6 = 40° respecto a la horizontal, determinar: 


a. La velocidad de la bola después del choque. 

b. La velocidad angular de la barra después del choque. 

<. El módulo medio de la reacción del apoyo A correspon- 
diente a una duración del impacto de 0,005 s. 

d. El máximo ángulo que describirá la barra AB después del 
choque. 


Figura P20-37 


20-38% Una barra esbelta uniforme (ё = 750 mm, mg = 10 kg) 
pende inmóvil de un gozne exento de rozamiento situado en 
A, según indica la figura P20-37. Una bola (т, = 2 kg) incide so- 


bre la barra a una distancia d = 400 mm de su extremo inferior. 
El coeficiente de restitución es e = 0,8 y la velocidad inicial de 
la bola forma un ángulo Ө = 60° con la horizontal. Si la veloci- 
dad angular de la barra después del choque es де 2,5 rad/s (ап- 
tihorario), determinar: 


а. La velocidad inicial vde la bola. 

b. La velocidad de la bola después del choque. 

с. El módulo medio de la reacción en el apoyo A correspon- 
diente a una duración del impacto de 0,001 s. 

d. El máximo ángulo que describirá la barra AB después del 
choque. 


20-39 Una barra esbelta uniforme (č = 75 cm, Waz = 50 М) 

gira en torno a un gozne exento de rozamientos, situado en A, 

según se indica en la figura P20-39. Se suelta la barra a partir 

del reposo en posición horizontal фу = 90° y contra ella, cuando 

está vertical (ф = 0°), choca una bola (W, = 15 N) en el punto a 

la distancia 4 - 20 cm del extremo inferior. Si la velocidad іпі- 

cial de la bola es 2% = 6 m/s según el ángulo Ө = 30° respecto а 

la horizontal y la velocidad angular de la barra es nula después 

del choque, determinar: 

а. El coeficiente de restitución e del choque. 

b. La velocidad de la bola después del choque. 

£. El módulo medio de la reacción del apoyo en A para una 
duración del impacto de 0,003 s. 


Figura P20-39 


20-40% Una barra esbelta uniforme (Ё = 600 mm, тав = 5 kg) 
gira en torno a un gozne exento de rozamientos, situado en A, 
según se indica en la figura P20-39. Se suelta la barra a partir 
del reposo en la posición ф = 60° y contra ella, cuando está ver- 
tical (фу = 0°), choca una bola (ту = 0,8 kg) еп el punto a la dis- 
tancia 4 = 100 mm del extremo inferior. El coeficiente de 
restitución es е = 0,7 y la velocidad inicial de la bola forma un 
ángulo = 50° con la horizontal. Si, después del impacto, el án- 
gulo máximo que describe la barra es de 30”, determinar: 


а. La velocidad inicial v, de la bola. 

b. La velocidad de la bola después del choque. 

£. El módulo medio de la reacción del apoyo en A para una 
duración del impacto de 0,008 s. 
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20-41 Una barra esbelta uniforme ( = 60 cm, Wap = 25 М) 
gira еп torno a un gozne exento de rozamientos, situado еп A, 
según se indica en la figura P20-41. Se suelta la barra a partir 
del reposo en la posición фу = 90° y choca contra el tope С (d = 
20 cm). Si el coeficiente de restitución es е = 0,7, determinar: 


a. La velocidad angular de la barra inmediatamente después 
de chocar con el tope. 

b. El máximo ángulo descrito por la barra en el rebote. 

с. El módulo medio de la reacción del apoyo en A para una 
duración del impacto de 0,005 s. 

d. La energía del sistema total perdida еп el choque. 


Figura P20-41 


20-42* Una barra esbelta uniforme ( = 750 mm, тав = 8 kg) 
gira en torno a un gozne exento de rozamientos, situado en А, 
según se indica en la figura P20-41. Se suelta la barra a partir 
del reposo en la posición ¢ = 60° y choca contra el tope С (d = 
600 mm). Si rebota 30% después del impacto, determinar: 


a. El coeficiente de restitución en el choque. 

b. La velocidad angular de la barra inmediatamente después 
de chocar con el tope. 

£. El módulo medio de la reacción del apoyo en A para una 
duración del impacto de 0,008 s. 


20-43 Una barra esbelta uniforme (/ = 75 cm, И/дв = 20 N) se 

suelta a partir del reposo formando un ángulo de 70? con la ho- 

rizontal y choca contra una superficie horizontal dura, según 

se indica en la figura P20-43. Si la altura inicial de la barra es 

h = 150 cm y el coeficiente de restitución ев е = 0,7, determinar: 

a. La velocidad angular de la barra después del impacto. 

b. La velocidad de su centro de masa inmediatamente des- 
pués del impacto. 

с. Si chocará su extremo В con la superficie a consecuencia de 
la rotación que adquiere la barra inmediatamente después 
del impacto. 
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Figura P20-43 


20-44* Una barra esbelta uniforme ( = 800 mm, тар = 2 kg) 
se suelta a partir del reposo desde una altura inicial h = 2 m y 
choca contra una superficie horizontal dura, según se indica en 
la figura P20-43. Si es е = 0,7 el coeficiente de restitución y el ex- 
tremo B justo se separa de la superficie en la rotación que ad- 
quiere la barra inmediatamente después del impacto, deter- 
minar: 


a. El ángulo O bajo el cual se soltó la barra. 

b. La velocidad angular de la barra después del impacto. 

с. La velocidad de su centro de masa inmediatamente des- 
pués del impacto. 

20-45 La barra AB de la figura Р20-45а gira en torno a un pa- 

sador exento de rozamientos, situado en A; la barra CD gira en 


Ре тро ja de) 


torno a un pasador exento de rozamientos situado en E y des- 
cansa sobre un apoyo liso situado en F. AB y CD son barras es- 
beltas uniformes de 900 mm de longitud y 25 N de peso. Se 
hallan inicialmente en reposo y una leve perturbación hace 
caer hacia la derecha la barra AB y chocar contra la CD, según 
se indica en la figura P20-45b, Si es е = 0,6 el coeficiente de res- 
titución, determinar: 


a. Las velocidades angulares de las barras inmediatamente 
después del impacto. 

b. El máximo ángulo de rebote de la barra AB después del im- 
pacto. 

с. El módulo medio de la reacción del apoyo en E para una 
duración del impacto de 0,005 s. 


20-46* La barra esbelta uniforme CD de la figura P20-46 gira 
en torno a un pasador exento de rozamientos situado en E y 
descansa sobre un apoyo liso F. La barra tiene una longitud de 
800 mm, una masa de 4 kg y se halla inicialmente en reposo. La 
barra esbelta uniforme AB tiene una longitud de 500 mm y una 
masa de 3 kg. Se suelta la barra AB a partir del reposo siendo 
h = 2,5 ту choca contra la barra CD según se indica. Si el coe- 
ficiente de restitución es e= 0,6, determinar: 


a. Las velocidades angulares de las barras inmediatamente 
después del impacto. 

b. El módulo medio de la reacción del apoyo en E para una 
duración del impacto de 0,003 s. 


200mMMA, y 
ұғым 


«ЖЕСТ 
Yer 


300 mm 250 mm 250 тт 
Figura P20-46 


20-47 Repetir el problema 20-45 para el caso en que la barra 
CD sólo esté descansando sobre el pasador E en vez de estar 
unida a él. Determinar la velocidad del centro de masa de la 
barra CD inmediatamente después del impacto. 


20-48 Repetir el problema 20-46 para el caso en que la barra 
CD sólo esté descansando sobre el pasador E en vez de estar 
unida a él. Determinar la velocidad del centro de masa de la 
barra CD inmediatamente después del impacto. 


20.6 IMPULSO ANGULAR Y MOMENTO CINÉTICO DE UN CUERPO 


RÍGIDO EN MOVIMIENTO TRIDIMENSIONAL 


La forma general de las ecuaciones que traducen los teoremas de la cantidad 
de movimiento y del momento cinético que han sido establecidas en este capí- 
tulo (ecs. 20-2, 20-3 y 20-4) son igualmente aplicables a un sistema arbitrario de 
puntos materiales como a un sistema de éstos que constituya un cuerpo rígido. 
La forma general de las ecuaciones también es igualmente aplicable a un mo- 
vimiento bidimensional que a uno tridimensional. En realidad, no sólo la ecua- 
ción 20-2 del teorema de la cantidad de movimiento es exactamente igual para 
un sistema arbitrario de puntos materiales en interacción, un cuerpo rígido en 
movimiento plano y un cuerpo rígido animado de un movimiento tridimen- 
sional cualquiera, sino que los términos de la ecuación se calculan de la misma 


manera en los tres casos. 


Sin embargo, el cálculo de los términos del momento cinético en las ecua- 
ciones 20-3 y 20-4 depende de si los puntos se mueven independientemente o 
si constituyen un cuerpo rígido. En el caso del movimiento plano de un cuerpo 
rígido simétrico, el momento cinético era simplemente (ec. 20-6) 


Hck = I¿ok 


En cambio, para el movimiento tridimensional de un cuerpo rígido, el momen- 
to cinético tiene componentes adicionales que no figuran en el caso de movi- 


miento plano. 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 
IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 


CINÉTICO 


VpA=0X грд 


Figura 20-19 


20.6.1 Momento cinético 


El momento cinético de un punto material respecto a un punto del espacio es 
el momento respecto a este último de la cantidad de movimiento del punto ma- 
terial. Sea A un punto cualquiera de un cuerpo rígido (fig. 20-19). El momento 
cinético de un punto material P de masa dm respecto al punto A viene dado por 


ЯН, = ть, X Vp dm = трд X (V4 +Vp,4) dm 
труд Х [Уд + (о X трд) Тат (20-14 


donde уд у Ур = Уд + Уруд Son las velocidades absolutas de los puntos A у Р; гр), 
У Урд = © X труд son el vector de posición у Іа velocidad de Р respecto al punto А. 
у wes la velocidad angular del cuerpo rígido. Integrando la ecuación 20-14 рага 
todos los puntos materiales del cuerpo rígido tendremos el momento cinético 
de este cuerpo respecto al punto A en la forma 


H, = fra x [v4+ (0 X трд) Тат 
=(f труд йт )х vat | тыл хо 19,1) dm (20-15) 
donde v4 es independiente de dm y se ha sacado de la integral del primer tér- 


mino. Entonces, en virtud de la definición de centro de masa, la primera inte- 


gral se puede escribir fira dm = ттсд. Por tanto, 


H} = тс; х (mv) + | тыл X (0 X tp,,) dm (20-16) 


Eligiendo de determinadas maneras el punto A, se puede simplificar aún 
más la ecuación 20-16. Por ejemplo, si el punto А es un punto fijo alrededor del 
cual gira el cuerpo, será v4 = 0 y la ecuación 20-16 quedará en la forma 


H, = Е х (ө X труд) dm (20-17) 


Análogamente, si el punto A fuese el centro de masa С, sería тод = тсс = 0 y la 
ecuación 20-16 se convertiría en 


нге [тв x (0 X тс) dm (20-18) 


Incluso si A fuese un punto arbitrario, la ecuación 20-16 podría escribirse en 
una forma algo más conveniente. Utilizando en la ecuación 20-16 la sustitución 
груд = трус + Труд, tendríamos 


Н, = Yaya х (mv) [| Cnet tora) X [æ X (tp, +tG/4) ldm 


Ahora bien, тул y œ son independientes de т y se pueden sacar de la integral. 
Por tanto, 


Ha = тед Хх (туд) + | тс X (0 X тр) dm 


“(һе іт) X (w X roza) “Есу x(w х} грис dm) 


+тс/дХ (о Хх toya) f dm (20-19) 


Pero la primera integral de la ecuación 20-19 no es sino Hg (ec. 20-18); las inte- 
grales segunda y tercera son nulas ya quef трус; dm = тос = 0 еп virtud de la 


definición de centro de masa y el último término es гуд X тусуд. Finalmente, 
combinando los términos último y primero y echando mano de la ecuación 
рага la velocidad relativa vg = v4 + Vgją tenemos 


Н, = Eg, X (тус) + Hg (20-20) 


Es decir, las propiedades del momento cinético de un cuerpo rígido pueden re- 
presentarse mediante el sistema "fuerza-par” equivalente indicado en el 
diagrama cinético de la figura 20-20. Aun cuando el vector momento cinético 
resultante Hç es un vector libre, por conveniencia se representa aplicado al 
centro de masa С. El vector cantidad de movimiento resultante L = mvg se con- 
sidera aplicado al centro de masa G. 

Las ecuaciones 20-17 y 20-18 tienen la misma estructura y se pueden desa- 
rrollar simultáneamente escribiendo r = xi + yj + zk y w=0,i+ œj + 0,k. Para 
la ecuación 20-17, H = Нл, г = грд y las posiciones х, y у 2 se miden respecto а 
ejes de coordenadas centrados en el punto fijo A. Para la ecuación 20-18 es H = 
He: т = грд y las posiciones x, y у z se miden respecto a ejes de coordenadas 
centrados en el centro de masa С. 

Desarrollando el doble producto vectorial de las ecuaciones 20-17 y 20-18 
tenemos 


H= (o forz dm- of xy dm- af xz а) 
+ (- of xy dm +o, f (242) 4т- of yz ап) 
+ (- | xz dm + of yz dm- ofo жу? ат)к (20-21) 
donde las componentes de la velocidad angular son también independientes 
de dm y se han sacado de las integrales. Las integrales de la ecuación 20-21 re- 


presentan los momentos de inercia y productos de inercia del cuerpo respecto 
a los ejes xyz: 


l= Joa dm із јә dm = lyy 
I= fer dm ыт fu: dm 
z= je dm ы Е dm = 1, 


(20-22) 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: | 


IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 
CINÉTICO 


El cálculo de los momentos y productos de inercia se ha expuesto en el tomo 
de Estática. En el Apéndice A de este tomo se ha repetido gran parte de esa ma- 
teria. 

Aplicando en las ecuaciones 20-17 y 20-18 los momentos y productos de 
inercia de las ecuaciones 20-22 tenemos el momento cinético del cuerpo respec- 
to a un punto fijo А o respecto a su centro de masa С: 

Н = (1,0,-1,/0,1,¿0,) i 
+ El,0,+1,0,—1,0,)j 
+ 1,,0,+1,,0,-L0,)k (20-23) 


donde los momentos y productos de inercia son relativos a ejes que pasan por 
el punto fijo A en el caso de Нд o relativos a ejes que pasan por el centro de 
masa С еп el caso de Hç. La ecuación 20-23 es válida para una posición parti- 
cular del cuerpo. Como la orientación de los ejes de coordenadas es fija, los mo- 
mentos y productos de inercia variarán, en general, cuando el cuerpo gire 
respecto a los ejes xyz. 

La ecuación 20-23 parece un tanto complicada, pero puede simplificarse 
considerablemente para orientaciones particulares de los ejes de coordenadas. 
El sistema de ejes ideal lo constituyen los ejes principales de inercia +72 . Si los 
ejes de coordenadas coinciden con los ejes principales de inercia, todos los pro- 
ductos de inercia serán nulos 1, = 1 = lọ; = 1 = lis = 14 = 0. Enton- 
ces, la ecuación 20-23 se convierte (sólo para ese instante, en la mayoría de los 
casos) en 


H = (1,0) 1+ (1,0,))+ О.о) k (20-24) 


dondel;, 1; е 1: son los momentos principales de inercia. Aun cuando la uti- 
lización de los ejes principales simplifica la expresión del momento cinético, no 
siempre resulta conveniente, por razones geométricas, utilizar dichos ejes para 
calcular H. 

Por último, debemos tener presente que los vectores momento cinético H y 
velocidad angular өз tendrán direcciones diferentes a menos que о esté dirigi- 
do según un eje principal de inercia. Por ejemplo, en el caso del movimiento 
plano de un cuerpo rígido que sea simétrico respecto al plano xy, el eje z es una 
dirección principal, 1. es un momento principal de inercia, œ = 0,k y la ecua- 
ción 20-24 nos da 


Н = (1,ш)К = Ll(0.k) -1,ө (20-25) 


Por tanto, los vectores Н y «son colineales, En realidad, si los tres momentos 
principales de inercia fuesen iguales, /; = 1, = 1, = 1,la ecuación 20-24 daría 


H = Коі+ j + о.к) = lo (20-26) 


y los vectores H y в también serían colineales. Ahora bien, si son iguales los 
tres momentos principales de inercia, todo eje será eje principal de inercia. Por 
tanto, la ecuación 20-26 sólo es un caso particular de la 20-25 ya que cualquiera 
que sea la dirección de о, coincidirá con una dirección principal. 


20.6.2 Teorema del momento cinético 


El teorema del momento cinético para un sistema de puntos materiales (ec. 20- 
4) 


Ho), “| ЖМ, dt = (Ho), (20-274) 


n 


Ho, “| УМ, dt = (Ho), (20-27 


es aplicable a cualquier sistema de puntos materiales, tanto si consiste en un 
sistema de puntos en interacción que se muevan independientemente (donde 
Н se calcula sumando las cantidades г, х mv, para todos los puntos) como si 
dichos puntos constituyen un cuerpo rígido. Si obligamos a que el punto res- 
pecto al cual se calculan los momentos de las fuerzas y el momento cinético sea 
el centro de masa G o un punto fijo O en torno al cual gire el cuerpo rígido, el 
momento cinético H podrá calcularse utilizando la ecuación 20-23. Si el cuerpo 
rígido está girando en torno a un punto fijo O, se podrá utilizar la ecuación 20- 
27a, con los momentos de inercia de la ecuación 20-23 calculados respecto a ejes 
de coordenadas centrados en el punto fijo O. En otro caso, deberá utilizarse la 
ecuación 20-27b, con los momentos de inercia de la ecuación 20-23 calculados 
respecto a ejes de coordenadas centrados en el centro de masa G. 

Las ecuaciones que traducen el teorema del momento cinético (ec. 20-27) 
son especialmente útiles cuando se conoce el momento resultante del sistema 
de fuerzas exteriores respecto a un eje concreto. Por ejemplo, si las fuerzas ex- 
teriores que se ejercen sobre el cuerpo tienen momento nulo respecto a un eje 
determinado, el momento cinético respecto a dicho eje será constante. Corrien- 
temente, cuando sobre el cuerpo se ejercen fuerzas impulsivas, sólo habrá que 
considerar sus momentos. 

Cuando un cuerpo rígido gira en torno a un punto fijo O que no es el centro 
de masa, en el análisis habrá que considerar el impulso de la reacción si ве toma 
el centro de masa С como referencia (ес. 20-27b). En tal caso, suele ser más con- 
veniente tomar como referencia el punto fijo O ya que la reacción en O no ten- 
drá momento respecto a O y no intervendrá еп la ecuación 20-274. 

Tal como sucedía en la aplicación del teorema del momento cinético a un 
cuerpo rígido en movimiento plano, el cuerpo sólo está obligado a moverse rí- 
gidamente en los instantes inicial y final para poder utilizar la ecuación 20-23 
en el cálculo del momento cinético. Entre los instantes inicial y final, las distin- 
tas partes del cuerpo se pueden mover unas respecto a otras. 


20.6.3 Representación gráfica de los teoremas de la cantidad de movimiento 
y del momento cinético 


La cantidad de movimiento y el momento cinético (impulso e impulso angu- 
lar) son análogos a una fuerza y un par. Los teoremas correspondientes expre- 
sados en la forma 


m(v o), “| Rdt= т(ус); 
(Ho), + [ УМ, = (Ho), 


pueden representarse mediante los diagramas cinéticos de la figura 20-21, en 
los que la cantidad de movimiento y el momento cinético se han representado 
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CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 


IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 
СІМЕТІСО 


тус), Ho 


+ 
Il 


(a ib (2) 
Figura 20-21 


рог un sistema equivalente "fuerza-par” L = тус y Но aplicado а! centro de 
masa. Es decir, la suma del equivalente "fuerza-par” de la cantidad de movi- 
miento о del momento cinético en el instante /; (fig. 20-214) más el equivalente 
fuerza-par del impulso o impulso angular (fig. 20-21b) es igual al equivalente 
"fuerza-par" de la cantidad de movimiento o del momento cinético en el ins- 
tante ty (fig. 20-210). 

La representación gráfica de la figura 20-21 se puede utilizar también para 
escribir el teorema del momento cinético respecto a un punto fijo arbitrario Р 
o respecto a un punto fijo O en torno al cual gire el cuerpo, El primer enunciado 
se verifica de manera inmediata comparando los momentos respecto a P del 
equivalente "fuerza-par" de cada parte de la figura con la suma de тур X (ес. 
20-2) más la ecuación 20-27). El segundo enunciado se verifica de manera aná- 
loga sumando ггуо X (ec. 20-2) con la ecuación 20-27b y utilizando los teoremas 
de Steiner para momentos y productos de inercia (problema 20-79), 


20.6.4 Sistemas de cuerpos rígidos 


Ya se ha señalado que para utilizar la ecuación 20-27 basta que el cuerpo se 
comporte rígidamente en el instante inicial t; y en el final ty con lo que el mo- 
mento cinético H en dichos instantes podrá calcularse mediante la ecuación 20- 
23. Entre los instantes inicial y final, las partes del cuerpo se pueden mover 
unas respecto a otras. Si en el instante inicial y/o el final hubiera movimiento 
relativo entre partes del cuerpo, habría que escribir una ecuación correspon- 
diente al teorema del momento cinético para cada parte que se comportara 
como rígida y luego sumar dichas ecuaciones. Si los momentos de las cantida- 
des de movimiento y los momentos de las fuerzas se tomaran todos relativos 
al mismo punto en cada ecuación, los momentos de las fuerzas de unión que 


ÚR do, 


Um de, 


Figura 20-22 


mantienen unidas las distintas partes se anularían dos a dos y no sería necesa- 
rio calcularlos. Podemos lograr esto fácilmente utilizando la representación 
gráfica de la figura 20-22. En las partes primera y última de la figura, la canti- 
dad de movimiento y el momento cinético de cada cuerpo rígido se han susti- 
tuido por un sistema "fuerza-par" equivalente en su centro de masa. En la parte 
central de la figura, las fuerzas de unión son fuerzas interiores y no es necesa- 
rio representarlas. 


PROBLEMA EJEMPLO 20.6 


Una rueda homogénea de diámetro 800 mm, grosor 50 mm y masa 40 kg está 
unida rígidamente a un eje ОС de longitud 1200 mm, diámetro 50 mm y masa 
10 kg, según se indica еп la figura 20-23. El eje pivota alrededor del punto fijo О 
y la rueda gira sin deslizamiento por un piso horizontal. Si el centro G de la rue- 
da lleva una celeridad de 2 m/s durante su rotación, determinar para el instante 
representado: 


a. La velocidad angular « del sistema rueda-eje. 
b. Е momento cinético Но respecto a O del sistema rueda-eje. 
с. Elángulo que forman œw y Hp. 


SOLUCIÓN 


a.Se toma un sistema de coordenadas que tenga su eje x dirigido según ОС, su 
eje y en el plano vertical que contiene OG y el eje z en el plano horizontal 
(fig. 20-244). Éstos вол ejes principales рага el sistema rueda-eje. Al girar la 
rueda en torno al eje ОС con la celeridad angular 0, gira también con di- 
cho eje en torno a un eje vertical con celeridad angular аљ. La velocidad an- 
gular total del sistema será por tanto 


w = 01— æ (sen 0 i+ cos Ө j) 
donde 0 = {ап71(400/1200) = 18,43°. Cuando la rueda gire un ángulo ф, el 
eje girará un ángulo y y las longitudes de los arcos (1,2/сов Ө )уу (0,4)0 


serán iguales (fig. 20-24b). Por tanto, (1,2 / сов 6); = (0,4)ay de donde а) = 
3,162 а» Pero como O está fijo, 


Ус = LOk = ур+усио = 0+@ Хот, 
= [(3,162- sen 6) wi- (сов Ө) œj] X(1.2i) 


Por tanto, 4» = 1.7568 rad/s, @= 5,5556 rad /s у 
w = 5,001 - 1,667 rad/s Resp. 


b. Ahora bien, como los ejes хуг son principales, el momento cinético del sis- 
tema respecto a O será 


Ho = (1,®,)ї+ (1,0,)j+ (1,0) к 
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(b) 
Figura 20-24 


434 = donde 
CINÉTICA DEL CUERPO RÍGIDO: 


IMPULSO, CANTIDAD DE l= 4010)(0,025)? + $(40)(0,400)2 
MOVIMIENTO Y MOMENTO К 
CINÉTICO = 3,203 kg -m 


pos 
" 


|42! 1 
= 2010)00,025)2 + 3(10)(1,200)? 
+ 1040)0400)2 + ту\40)(0,050)2 + (40) (1,225)? 
66,43 kg : m? 


Por tanto, 
Ho = 16031- 110,7] kg : m?s Resp. 


€, El ángulo que forman w y Ho viene dado рог 


р-н Б 2646 
m | 77 ты ПН ( 70 т) 
= 63,33° Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 20.7 


Un cartel uniforme que pesa 10 N pende de dos alambres, según se indica en la 
figura 20-25. El grosor del cartel es despreciable frente a sus dimensiones trans- 
versales. Una bala que pesa 0,25 N y se mueve а 150 m/s en el sentido negativo 
de la dirección x incide sobre el cartel en su punta С quedando incrustada, De- 
terminar la velocidad vg del centro de masa del cartel y su velocidad angular о» 
después del impacto, 


SOLUCIÓN 


Se escribirán por separado las ecuaciones correspondientes a los teoremas de la 
cantidad de movimiento y del momento cinético de la bala y del cartel y luego 
Figura 20-25 se sumarán. Al sumarlas, los impulsos lineal y angular de las fuerzas de interac- 
ción entre bala y cartel se anularán. En la figura 20-26 pueden verse los diagra- 
mas cinéticos combinados en los que se ha omitido el impulso de la fuerza de 
interacción entre la bala y el cartel. 


„Cantidad de movimiento: Inicialmente, el cartel está en reposo y no tiene canti- 
dad de movimiento (L.),=0. Tras el impacto, la cantidad de movimiento del car- 
tel es (L.),= Мус donde М = 10/9,81 kg es la masa del cartel y vg es la velocidad 
de su centro de masa inmediatamente después del impacto. Las cantidades de 
movimiento inicial y final de la bala son; 


шы, = -150mi=-3,8231 N- s 
а; = т[ус+ (0,1+0,j+0,k) X (0,225j-0.15k)] 
= m | vg- (0,15%, + 0,2250,) i + 0,1 (5) 0,j+0,2250,k] 


donde т = 0,25/9,81 kg es la masa de la bala, œ = œi + @j + @k es la velocidad 
angular del cartel inmediatamente después del impacto y se ha sustituido la ve- 


NNE 
Ç C 


mgAt 


Figura 20-26 
locidad de la bala usando la ecuación de la velocidad relativa v = vç + w х їсс. 
Entonces, las componentes x, y у z que se obtienen del teorema de la cantidad de 
movimiento son 


-150m = (m+M) ос, – т(0,150,+0,2250,) (а) 


0 = (т М) осу +0150, дл 7 0) 
(T,+Tp-1025) 41 = (m+M)0¿¿+02250, дл 7 (д 


Momento cinético respecto а С: Inicialmente, el cartel está en reposo y no tiene 
momento cinético (Hg); = 0. Como los ejes x, y у 2 son ejes principales, el mo- 
mento cinético del cartel después del impacto será (Hc)y= layi + 1,05 + Izik 
donde 


= 
и 


1/10 А 
4% эш 045? + озо) = 0,02485 kg - m? 
210. ш “т? 
А М9 озо) = 01007645 kg -m 
2110 у má 
L, = Ll ә |0452 = 0017202 kgm 


El momento cinético de la bala respecto a G antes del impacto es el momento de 
su cantidad de movimiento 


(0,225j-0,15k) ж m(-150i) 
0,5734] +0.8601k m- N -s 


Hon, 


Análogamente, 


(Hany = (0,225) 0,15k) хт [vg + œ х (0,225 -0,15k)] 


Entonces, el teorema del momento cinético da 
(Т,-Т,-0,25) (0,225) At = 1,00, 022506, 
+0,15m0G, + (0,225? + 0,15?) то, 
0,5734 = 1,0, —0.15mog,+0.15m(0.150,+0.2250,) (е) 
0,8601 = 1,0,-0225m,+0,225m(0.150,+0,2250,) (0 


td) 


El sistema de ecuaciones de а a fse resuelve sometido a las siguientes restric- 
ciones: los alambres son inextensibles (ni A ni В pueden tener componente de fa 
velocidad según el sentido negativo de las z después del impacto); las tensiones 
Тлу Tano pueden ser negativas (los alambres no pueden resistir fuerzas com- 
presivas) y si A о В tuviera una componente de la velocidad en el sentido posi- 
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20.6 IMPULSO ANGULAR Y 
MOMENTO CINÉTICO DE UN 
CUERPO RÍGIDO EN MOVIMIENTO 
TRIDIMENSIONAL 
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СІМЕТІСА DEL CUERPO RIGIDO: 
IMPULSO, CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO Y MOMENTO 


CINETICO 

PROBLEMAS 
20-49 a 20-59 Determinar, para cada uno de los objetos re- 20-51 El disco delgado de la figura P20-51 que tiene un radio 
presentados, el momento cinético Ho (donde O es el origen de de 250 mm, pesa 10 N y está montado sobre un eje situado a 
coordenadas) y el ángulo que forman los vectores velocidad 175 mm del centro. 


angular y momento cinético en el instante representado. Des- 
préciense las masas de los árboles sobre los que estén monta- 
das las esferas, placas, etc. 


20-49% La varilla doblada de la figura P20-49 que pesa 3,33 N/m. 


z 


|- 225 mm- 1 


- 60 rpm а 
300 тт Figura Р20-51 


20-52 Та placa rectangular delgada de la figura Р20-52 que 
tiene 300 mm de altura, 800 mm de longitud y una masa de 5 


y 
S kg. 
Figura P20-49 
20-50* La varilla con ramas de la figura P20-50 que tiene una 
masa de 0,25 kg/m. 
z 
300 mm 
| | 120pm Figura P20-52 
300 mm М 20-53 Las tres esferas iguales de la figura Р20-53 que cada 


una pesa 10 N y tiene un diámetro de 10 em. Sus centros están 
a 25 cm del eje del árbol y están situadas simétricamente en tor- 
Figura P20-51 no a él. 


60 rpm 


Visto desde un extremo. 
Figura P20-53 


20-54* El cilindro AB de 1.5 kg de la figura P20-54 que tiene 
un diámetro de 50 mm y una generatriz de 200 mm. Está mon- 
tado sobre un disco delgado de 400 mm de radio y masa 0,5 kg. 
La separación entre el eje del cilindro y el del árbol es de 300 mm. 


Figura P20-54 


29-55 La varilla doblada de la figura P20-55 que tiene un diá- 
metro de 12,5 mm, pesa 3,33 N/m y su longitud es de 450 mm. 


Figura P20-55 


20-56% La barra de 100 mm de longitud representada en la fi- 
zura P20-56 que tiene 20 mm de diámetro, una masa de 3 kg y 
está montada formando un ángulo de 30° con el eje del árbol. 


Figura P20-56 


20-57 La placa circular delgada de la figura Р20-57 que tiene 
un radio de 225 mm y pesa 7,5 М. El plano de la placa forma un 
ángulo de 60% con el eje del árbol. 


х 


Figura Р20-57 


20-58* La placa rectangular delgada (300 mm рог 800 mm) de 
la figura P20-58 que tiene una masa de 5 kg y gira en torno a un 
árbol coincidente con una diagonal. 


120 rpm 


х 


Figura P20-58 


20-59 El cilindro de revolución de 30 cm de generatriz, repre- 
sentado en la figura P20-59, que tiene un diámetro de 15 cm, 
pesa 20 N y gira en torno a un árbol dirigido a lo largo de su 
"diagonal" según se indica. 
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60 rpm 


Figura P20-59 


20-60* La placa rectangular delgada de la figura P20-60 tiene 
300 mm de altura, 800 mm de anchura y una masa de 5 kg. Es- 
tando en equilibrio sobre un borde, recibe un impulso FAt = 
-10iN -s en su vértice C. Suponiendo At suficientemente corto 
para poder despreciar las fuerzas no impulsivas, determinar: 


а. La velocidad del centro de masa de la placa inmediatamen- 
te después del impacto. 

b. La velocidad angular de la placa inmediatamente después 
del impacto. 

с. El ángulo que forman los vectores velocidad angular y mo- 
mento cinético inmediatamente después del impacto. 


Figura P20-60 


20-61 La placa delgada de la figura P20-61 es un triángulo 
equilátero de 45 cm de lado que pesa 25 N. Estando en equili- 
brio sobre un borde, recibe un impulso FA! = – 0.751 N -s еп su 
vértice A. Suponiendo Af suficientemente corto para poder 
despreciar las fuerzas no impulsivas, determinar: 


Figura P20-61 
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а. La velocidad del centro de masa de la placa inmediatamen- 
te después del impacto. 

b. La velocidad angular de la placa inmediatamente después 
del impacto. 

с. El ángulo que forman los vectores velocidad angular y mo- 
mento cinético inmediatamente después del impacto. 


20-62* La placa circular delgada de la figura P20-62 tiene un 
radio de 300 mm y una masa de 2 kg. Estando suspendida de 
un alambre, recibe un impulso FA! = –1.41 N в en el punto A. 
Suponiendo At suficientemente corto para poder despreciar las 
fuerzas no impulsivas, determinar: 


a. Elángulo que forman los vectores velocidad angular y mo- 
mento cinético inmediatamente después del impacto. 

b. La velocidad del punto A inmediatamente después del im- 
pacto. 


х А 
Fat 
Figura P20-62 


20-53 La placa cuadrada delgada de la figura P20-63 tiene 15 
cm de lado y pesa 10 N. Estando suspendida de un alambre 
unido al punto medio del lado AB, recibe un impulso FAf = 
0,251 N - s еп su vértice С. Suponiendo At suficientemente cor- 
to para poder despreciar las fuerzas no impulsivas, determinar: 


а. El ángulo que forman los vectores velocidad angular y mo- 
mento cinético inmediatamente después del impacto. 

b. La velocidad del punto С inmediatamente después del im- 
pacto. 


20-64* La placa delgada de la figura Р20-64 es un cuadrado 

de 200 mm de lado y tiene una masa de 1,5 kg. Estando sus- 

pendida de un hilo unido al vértice A, recibe un impulso ЕАР = 

-2,5i N + s en E (punto medio del lado AD). Suponiendo Af su- 

ficientemente corto para poder despreciar las fuerzas no im- 

pulsivas, determinar: 

a. Elángulo que forman los vectores velocidad angular y mo- 
mento cinético inmediatamente después del impacto. 

b. La velocidad del vértice С inmediatamente después del im- 
pacto. 


€ 
Figura P20-64 


20-65 La placa delgada de la figura Р20-65 es un rectángulo 
de 225 mm de altura y 450 mm de anchura que pesa 12,5 М. Es- 
tando suspendida de un alambre unido al vértice A, recibe un 
impulso ЕЛЕ = – 0,51 N - s en el vértice D. Suponiendo Af sufi- 
cientemente corto para poder despreciar las fuerzas no impul- 
sivas, determinar: 


а. El ángulo que forman los vectores velocidad angular y mo- 
mento cinético inmediatamente después del impacto. 

b. La velocidad del vértice D inmediatamente después del im- 
pacto. 


20-66* La placa delgada de la figura P20-66 tiene una masa de 
1.2 kg. Estando suspendida de un alambre unido a su borde, 
recibe un impulso FA! = 0,51 + j -0.8k N + s en su vértice С. Su- 
poniendo At suficientemente corto para poder despreciar las 
fuerzas no impulsivas, determinar: 


а. El ángulo que forman los vectores velocidad angular y mo- 
mento cinético inmediatamente después del impacto. 

b. La velocidad del vértice C inmediatamente después del im- 
pacto. 


20-67 El conjunto de la figura P20-67 se ha formado uniendo 
cinco varillas iguales (de 30 cm y 2,5 N cada una). Estando sus- 
pendido el conjunto de un alambre unido al punto medio del 
segmento CD, recibe un impulso ЕЛ? = 0,5) - 0.25k N -s en А. 
Suponiendo Af suficientemente corto para poder despreciar las 
fuerzas no impulsivas, determinar: 


а. El ángulo que forman los vectores velocidad angular y mo- 
mento cinético inmediatamente después del impacto. 

b. La velocidad del extremo A inmediatamente después del 
impacto, 
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Far 


Figura P20-67 


20-68% El conjunto de la figura Р20-68 se ha formado unien- 
do cinco varillas iguales (de 300 mm de longitud y 0,25 kg 
cada una). Estando suspendido el conjunto de un alambre uni- 
do al punto medio del segmento CD, recibe un impulso ЕД? = 
0,5] — 0,25k № · в en А. Suponiendo Af suficientemente corto 
para poder despreciar las fuerzas no impulsivas, determinar: 


а. El ángulo que forman los vectores velocidad angular y mo- 
mento cinético inmediatamente después del impacto. 

b. La velocidad del extremo A inmediatamente después del 
impacto. 


Figura P20-68 


20-69 El conjunto de la figura Р20-69 se ha formado uniendo 
seis varillas iguales (375 mm de longitud y 3 М cada una) a otra 
varilla (DK: 750 mm de longitud y 6 N). Estando suspendido el 
conjunto de un alambre unido al codo K, recibe un impulso 
ЕДГ = 0,75) -0.5k N -sen A. Suponiendo At suficientemente cor- 
to para poder despreciar las fuerzas no impulsivas, determinar: 


а. El ángulo que forman los vectores velocidad angular y mo- 
mento cinético inmediatamente después del impacto. 


b. La velocidad del extremo A inmediatamente después del 
impacto. 


20-70* Una bala de 50 g se mueve а 150 m/s en el sentido ne- 
gativo de la dirección x e incide en el vértice C de la placa rec- 
tangular del problema 20-60. Si queda incrustada en la placa, 
determinar: 


а. La velocidad del centro de masa de la placa inmediatamen- 
te después del impacto. 

b. La velocidad angular de la placa inmediatamente después 
del impacto. 

с. La velocidad del vértice С inmediatamente después del im- 
pacto. 


20-71 Una bala que pesa 0,4 М se mueve a 180 m/s en el sen- 
tido negativo de la dirección x e incide en el vértice A de la pla- 
ca triangular del problema 20-61. Si queda incrustada en la 
placa, determinar: 


а. La velocidad del centro de masa de la placa inmediatamen- 
te después del impacto. 

b. La velocidad angular de la placa inmediatamente después 
del impacto. 

с. La velocidad del vértice A inmediatamente después del im- 
pacto. 


20-72* Una bala de 30 g se mueve a 180 m/s en el sentido ne- 
gativo de la dirección x e incide en el punto A de la placa circu- 
lar del problema 20-62. Si queda incrustada en la placa, 
determinar: 


a. El módulo del impulso que la bala ejerce sobre la placa. 

b. El momento cinético Hç de la placa inmediatamente des- 
pués del impacto. 

с. La velocidad del punto A inmediatamente después del im- 
pacto. 


20-73 Una bala que pesa 0,25 М se mueve a 240 m/s en el sen- 
tido negativo de la dirección x e incide en el vértice C de la pla- 
ca cuadrada del problema 20-63, Si queda incrustada en la 
placa, determinar: 


а. El módulo del impulso que la bala ejerce sobre la placa. 

b. El momento cinético Hç de la placa inmediatamente des- 
pués del impacto. 

<. La velocidad del vértice C inmediatamente después del im- 
pacto. 


20-74* Una flecha de 125 g se mueve a 100 m/s en el sentido 
negativo de la dirección x e incide en el vértice A de la placa 
rectangular del problema 20-60. (La flecha puede considerarse 
que es una varilla uniforme de 800 mm de longitud). Si la pun- 
ta queda clavada en la placa, determinar: 


а. La velocidad del centro de masa de la placa inmediatamen- 
te después del impacto. 

b. La velocidad angular de la placa inmediatamente después 
del impacto. 

с. La velocidad del vértice C inmediatamente después del im- 
pacto. 


20-75 Una flecha que pesa 1 М se mueve a 90 m/s en el sen- 
tido negativo de la dirección x e incide en el vértice A de la pla- 
ca triangular del problema 20-61. (La flecha puede considerar- 
se que es una varilla uniforme de 80 cm de longitud.) Si la pun- 
ta queda clavada en la placa, determinar: 


а. La velocidad del centro de masa de la placa inmediatamen- 
te después del impacto. 
b. La velocidad angular de la placa inmediatamente después 


del impacto. 
с. La velocidad del vértice A inmediatamente después del im- 


pacto. 


20-76* Una flecha de 100 g se mueve a 150 m/s en el sentido 
negativo de la dirección хе incide en el punto A de la placa cir- 
cular del problema 20-62. (La flecha puede considerarse que es 
una varilla uniforme de 800 mm de longitud.) Si la punta que- 
da clavada en la placa, determinar: 


a. El módulo del impulso que la flecha ejerce sobre la placa. 

b. El momento cinético Hç de la placa inmediatamente des- 
pués del impacto. 

с. Lavelocidad del punto A inmediatamente después del impacto. 


20-77 Una flecha que pesa 1,25 М se mueve a 120 m/s en el 
sentido negativo de la dirección x e incide en el vértice C de la 
placa cuadrada del problema 20-63, (La flecha puede conside- 
rarse que es una varilla uniforme de 80 cm de longitud.) Si la 
punta queda clavada en la placa, determinar: 


a. El módulo del impulso que la flecha ejerce sobre la placa. 
b. El momento cinético H¿ de la placa inmediatamente des- 


pués del impacto. 
с. La velocidad del vértice С inmediatamente después del im- 
pacto. 


RESUMEN 


Los teoremas de la cantidad de movimiento y del momento cinético dan inte- 
grales de las ecuaciones del movimiento respecto al tiempo. Son especialmente 
útiles para resolver problemas en los que hay que relacionar las velocidades 
de un cuerpo en dos instantes diferentes, pudiéndose expresar las fuerzas en 
función del tiempo. 

La cantidad de movimiento de un sistema de puntos materiales, rígido o 
по, es el producto de su masa por la velocidad de su centro de masa L = mvg- 
Por tanto, el teorema de la cantidad de movimiento expresado por la ecuación 
20-2 


т(ус), +f Re dt = ту) (20-2) 


puede aplicarse tanto а un sistema de puntos materiales independientes en in- 
teracción, como a un cuerpo rígido. 

El momento cinético de un punto material se puede calcular respecto a un 
punto cualquiera, fijo o móvil. En el caso de un sistema arbitrario de puntos 
materiales en interacción, los puntos se mueven independientemente y la ex- 
presión del teorema del momento cinético respecto a un punto fijo O suele ser 
la más útil. En cambio, en el caso de un cuerpo rígido las velocidades de sus 
puntos están relacionadas mediante la velocidad angular y la expresión del 
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teorema del momento cinético respecto al centro de masa suele ser ahora la 
más útil. 

En el caso de movimiento plano, с = wk y el momento cinético de un cuer- 
po rígido es 


Hg = – 0L¿,¿¡i-01¿,¿j+01¿¿Kk (20-5 


Si los productos de inercia Іс. е /с,. no son nulos, el momento cinético tendrá 
también componentes x e y, incluso si el movimiento es plano, Esto significa 
que serán necesarias componentes de los momentos en las direcciones x y/o y 
que mantengan el movimiento en el plano xy si es variable el módulo de la ve- 
locidad angular. 

Cuando chocan cuerpos rígidos, el coeficiente de restitución relaciona las 
velocidades relativas de los puntos de contacto antes y después del choque 
Como los teoremas de la cantidad de movimiento y del momento cinético en- 
trañan las velocidades de los centros de masa de los cuerpos rígidos, habrá que 
relacionar las velocidades de los puntos de contacto con las de los menciona- 
dos centros de masa utilizando las ecuaciones de las velocidades relativas. 


PROBLEMAS DE REPASO 


20-78* Cada una de las cuatro ruedas del carretón representa- 
do en la figura P20-78 es un disco uniforme de 500 mm de diá- 
metro y masa 5 kg. Si el carretón y su carga agregan 30 kg a la 
masa total, determinar la celeridad que alcanzará el carretón 
108 después de partir del reposo. 


Figura P20-78 


20-79* Cuando un disco LP cae sobre un plato que gira (fig. 
P20-79), se desliza un corto tiempo antes de alcanzar su celeri- 


Р эз, rpm 


Figura P20-79 


dad final de 331 rpm. El disco tiene un diámetro de 30 cm y 
una masa de 56,7 g. Si el coeficiente de rozamiento entre disco 
y plato es 44 = 0.2, determinar el tiempo durante el cual se des- 
lizará el disco. (Supóngase que la fuerza de contacto entre pla- 
to y disco se distribuye uniformemente sobre la superficie del 
disco.) 


20-80 Una barra esbelta uniforme AB de 1,5 kg pende verti- 
calmente de un pivote con rozamiento, según se indica en la fi 

gura P20-80. Una flecha de 125 g que se mueve a 100 m/s 
incide sobre un punto de la barra situado 500 mm bajo el pivo- 
te. La flecha puede considerarse que es una varilla uniforme de 
800 mm de longitud. Si la punta queda clavada en la barra, de- 
terminar: 


100.m/s 
— > 


>--- 


300 mm 


Figura P20-80 


a. La velocidad angular w del sistema inmediatamente des- 
pués del impacto. 

b. El momento medio que la barra AB ejerce sobre la flecha si 
la duración del impacto es At = 0,01 s. 


20-81% Una caja cuadrada se desliza por un piso exento de ro- 
zamiento y choca contra un obstáculo A según se indica en la 
figura P20-81. Si la caja gira en torno a A después del impacto, 
determinar: 


a. La mínima celeridad оррага la cual la caja volcará del todo. 
b. La velocidad ус y la velocidad angular @ de la caja inme- 
diatamente después del impacto. 


Figura P20-81 


20-82% Determinar la altura hr a la cual el taco de la figura P20- 
82 debe golpear a la bola de billar para que ésta ruede sin des- 
lizamiento y sin ayuda del rozamiento. (Supóngase que el taco 
sólo ejerce fuerza horizontal sobre la bola.) 


Figura P20-82 


20-83 El tractor de tracción trasera representado en la figura 
P20-83 tiene unas ruedas motrices de 1,5 m de diámetro. Las 


3m 
Figura P20-83 


dos ruedas giran conjuntamente y tienen un peso combina- 
do de 5 kN y un radio de giro centroidal respecto al eje К. = 
0,45 m. El resto del tractor pesa 10 KN y su centro de masa se 
halla 0,45 тп por encima del eje trasero. Si el tractor pasa de 0 a 
3 km/h en 3 s, determinar: 


а. La fuerza media de rozamiento que el suelo ejerce sobre 105 
neumáticos de las ruedas motrices. 

b. El momento medio aplicado al eje de las ruedas traseras, 

с. La mínima distancia a que debe haber entre el eje trasero y 
el centro de gravedad del tractor para que éste no vuelque. 


20-84 La placa delgada de la figura P20-84 ез un hexágono 
regular de 300 mm de lado y masa 2 kg. Estando en equilibrio 
sobre el borde, incide sobre su vértice B una bala de 60 g que se 
mueve а 250 m/s en el sentido negativo de la dirección x. Si 
queda incrustada en la placa, determinar: 


a. La velocidad ус del centro de masa de la placa inmediata- 
mente después del impacto. 
b. La velocidad angular « de la placa inmediatamente des- 


pués del impacto. 
с. La velocidad del vértice В inmediatamente después del im- 


pacto. 


Figura P20-84 


20-85* La esfera A de la figura P20-85 está rodando sin des- 
lizamiento por una superficie horizontal cuando choca fron- 
talmente con otra esfera igual B que está en reposo. Si el 
coeficiente de rozamiento cinético entre las esferas y el pla- 
no horizontal es д = 0,4 y el choque es perfectamente elástico 
(e = 1), determinar: 


vo 
— 


Figura P20-85 


a. Las velocidades lineales y angulares de las esferas inmedia- 
tamente después del choque. 

b. Las velocidades de las esferas cuando rueden sin desliza- 
miento después del choque. 


20-86* Una barra esbelta de 2 m y 5 kg se halla inicialmente en 
equilibrio sobre un extremo, según se indica en la figura P20- 
86. Al perturbarla, cae primeramente contra el escalón С de 
canto vivo y luego gira en torno a С. Determinar: 


a. La velocidad angular w de la barra y la velocidad vç de su 
centro de masa inmediatamente después del impacto con 
E 

b. La velocidad angular de la barra cuando В choque con la 
superficie horizontal. 


400 mm 


300 mm 
Figura Р20-86 


20-87 La barra uniforme de la figura P20-87 cae horizontal- 
mente y choca contra las esquinas rígidas A y В. La esquina A 
está ligeramente más baja que la B, por lo que la barra chocará 
primero con В. Si es ор la velocidad de la barra inmediatamente 
antes del choque y éste es perfectamente elástico (е = 1), deter- 
minar la velocidad angular в y la velocidad у; del centro de 
masa: 

a. Inmediatamente después de chocar con la esquina B. 

b. Inmediatamente después de chocar con la esquina A. 


$ 


Yo 
Figura P20-87 


20-88* La placa delgada de la figura Р20-88 es un triángulo 
equilátero de 300 mm de lado y masa 2 kg. Estando en reposo 
y suspendida de un alambre, incide en el vértice B una flecha 


de 125 g que se mueve a 100 m/s en el sentido negativo de la 
dirección x. (La flecha puede considerarse que es una varilla 
uniforme de 800 mm de longitud.) Si la punta queda clavada 
en la placa, determinar: 


а. La velocidad del centro de masa de la placa inmediatamen- 

te después del impacto. 

La velocidad angular de la placa inmediatamente después 

del impacto. 

с. El momento medio que la placa ejerce sobre la flecha si la 
duración del impacto es At = 0,02 s. 


b. 


100 m/s 
Figura Р20-88 


20-89 Las dos barras esbeltas y uniformes representadas en 
la figura P20-89 pueden girar en un plano vertical. La barra AB 
(25 N, 0.6 т de longitud) se suelta a partir del reposo cuando 
está horizontal y choca contra la barra CD (40 N, 0,6 m de lon- 
gitud) que está vertical. Si el coeficiente de restitución es е = 0,8, 
determinar: 


a. Las velocidades angulares de las barras inmediatamente 
después del choque. 

b. El máximo ángulo que describirá CD después del choque. 

с. El ángulo de rebote de la barra AB, 


20-90* Una esfera uniforme de 8 kg y 400 mm de diámetro 
rueda sin deslizamiento por una superficie horizontal y choca 
con un escalón de 100 mm de altura, según se indica en la figu- 
ra P20-90. El choque con el escalón es perfectamente plástico y 
la esfera rueda en torno al borde del escalón después del cho- 
que. Determinar: 


а. La velocidad angular œ y la velocidad vç del centro de 
masa de la esfera inmediatamente después del choque, si la 
celeridad inicial de la esfera era 2 = 2,5 m/s. 

b. La energía cinética perdida еп el choque, 

< La mínima celeridad inicial оз para la cual la esfera seguirá 
rodando por el nivel superior. 


100 тт, 


Figura P20-90 
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Figura 21-1 


21.1 INTRODUCCIÓN 


Una vibración mecánica es la oscilación repetida de un punto material o de un 
cuerpo rígido en torno a una posición de equilibrio. En muchos dispositivos 
conviene que haya movimientos vibratorios y se generan deliberadamente: 
por ejemplo, el péndulo utilizado para regular un reloj, una cuerda pulsada de 
una guitarra o de un piano, el vibrador que se utiliza para dar una forma com- 
pacta al hormigón, etc. En tales problemas, el ingeniero tiene por misión crear 
y regular las vibraciones. En cambio, en la maquinaria rotatoria y en las estruc- 
turas, la mayoría de las vibraciones son nocivas. Si no se equilibran bien las 
piezas de una máquina rotatoria, vibrarán. Las vibraciones pueden resultar 
molestas para el operario de la máquina y dañar a ésta y a su apoyo. Las vibra- 
ciones que se producen en las estructuras a causa de terremotos o de la circu- 
lación de vehículos próximos pueden dañar a aquélla e incluso destruirla. En 
tales casos, la misión del ingeniero es eliminar las vibraciones (o, al menos, re- 
ducir todo lo posible su efecto) mediante un proyecto adecuado. 

Cuando, aplicando una fuerza adicional, se desplaza un punto material o 
un cuerpo rígido que estaba en equilibrio estable, aparece una vibración mecá- 
nica. Citemos algunos ejemplos: 


1.  Oscilación horizontal de un cuerpo unido а un resorte (fig. 21-14) cuando 
se aparta de su posición de equilibrio y luego se suelta. 

2. Oscilación vertical de un trampolín o de una varilla (fig. 21-15) cuando se 
desplaza de su posición de equilibrio y luego se suelta. 

3.  Oscilación circular de la lenteja de un péndulo suspendida por un hilo 
inextensible de peso despreciable (fig. 21-1c) cuando se desplaza de su po- 
sición de equilibrio y luego se suelta. 


La característica común de estos ejemplos es que sobre el cuerpo se ejercen: 
fuerzas recuperadoras que le hacen volver а ѕи posición de equilibrio (fig. 21- 
2а). No obstante, cuando el cuerpo alcanza su posición de equilibrio tiene ve- 
locidad no nula y sobrepasa dicha posición (fig. 21-2b). El proceso se repite 
cuando la fuerza recuperadora vuelve a actuar para volver el cuerpo a su po- 
sición de equilibrio (бр. 21-2с). El movimiento se repite una у otra vez y el cuer- 
po pasa en uno y otro sentido por su posición de equilibrio. 

En muchos casos. la posición o el movimiento del cuerpo se pueden espec- 
ficar por completo con una coordenada (p.e., x en la fig. 21-14; y en la fig. 21-12 
о Өеп la fig. 21-1с). Se dice entonces que estos cuerpos tienen un grado de liber- 
tad. En otros casos, el cuerpo puede vibrar independientemente en dos direc- 
ciones (fig. 21-3a), о pueden conectarse dos cuerpos pero pueden vibrar 
independientemente en una sola dirección (fig. 21-3b). Como se necesitan dos 
coordenadas para especificar del todo la posición o el movimiento de tales sis- 
temas, se dice que éstos tienen dos grados de libertad. En este primer curso de 
Dinámica sólo trataremos sistemas de un solo grado de libertad. 

En la figura 21-4 podemos ver gráficas del desplazamiento (x o y o 8) res- 
pecto a la posición de equilibrio en función del tiempo. Las oscilaciones que se 
repiten uniformemente, como son las representadas en las figuras 21-4a y 21- 
4b, reciben el nombre de periódicas; las que no se repiten uniformemente (fig 
21-4c) se denominan aperiódicas o aleatorias. En este primer curso de Dinámica 
no se tratarán las vibraciones aleatorias. 

Una característica importante de una oscilación periódica es su periodo т. 
que es el menor tiempo que ha de transcurrir para que se repita el movimiento 


mg cos Ө me mg сов Ө 
(a) (ы (0) 
Figura 21-2 


Al movimiento que se completa durante un periodo se le da el nombre de ciclo. 
El periodo se expresa en segundos por ciclo o, simplemente, en segundos. La fre- 
cuencia f de una oscilación es la inversa del periodo 


f= (21-1) 
o sea, es el número de ciclos por unidad de tiempo. La unidad de frecuencia, el 
ciclo por segundo (cps), recibe también el nombre de hertz (Hz). La amplitud A de 
una oscilación es el desplazamiento máximo que sufre el cuerpo respecto a su 
posición de equilibrio. 

Por último, veremos que el estudio de las vibraciones será, simplemente, 
una aplicación de los principios desarrollados anteriormente. En los capítulos 
precedentes, la aceleración se solía obtener sólo para una posición particular 
del cuerpo y en un instante particular. Ahora, se obtendrá la aceleración para 
una posición arbitraria del cuerpo y luego se integrará para obtener la veloci- 
dad y la posición en todos los instantes futuros. 


==> 


> 
=> 
Desplazamiento 
o 


Desplazamiento 
© 


Desplazamiento 
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ka> > 


(b) 
Figura 21-3 


Tiempo, t Tiempo, t 
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Figura 21-4 
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21.2 VIBRACIONES LIBRES МО AMORTIGUADAS 


Las vibraciones mecánicas se clasifican en vibraciones libres (también llamadas 
vibraciones naturales o vibraciones propias) y vibraciones forzadas, Las vibracio- 
nes libres las originan y mantienen fuerzas tales como las fuerzas elásticas o las 
gravitatorias, las cuales sólo dependen de la posición y movimiento del cuer- 
po. Las vibraciones forzadas las originan y mantienen fuerzas periódicas apli- 
cadas exteriormente, fuerzas que no dependen de la posición ni del movimien- 
to del cuerpo. 

Las vibraciones libres y las vibraciones forzadas se subdividen en amorti- 
guadas y no amortiguadas. Cuando las fuerzas que se oponen a la fuerza recu- 
peradora (rozamiento, resistencia del aire, amortiguamiento viscoso, etc.) sean 
despreciables, se dice que la vibración es no amortiguada. Cuando no sean des- 
preciables dichas fuerzas resistivas, se dice que la vibración es amortiguada. Las 
vibraciones libres no amortiguadas se repiten a sí mismas indefinidamente; las 
vibraciones libres amortiguadas llegarían a desaparecer. 

Está claro que todo sistema real contiene fuerzas de rozamiento que llega- 
rían a detener las vibraciones libres. Sin embargo, en muchos sistemas la pér- 
dida de energía debida a la resistencia del aire, el rozamiento interno de los 
resortes u otras fuerzas resistivas es tan pequeña que el análisis basado en un 
amortiguamiento despreciable da, a menudo, resultados técnicamente satis- 
factorios. En particular, la frecuencia y el periodo de oscilación que se obtienen 
para un sistema animado de vibraciones libres tienen un valor muy próximo 
al que se obtiene para un sistema vibrante que tenga un amortiguamiento pe- 
queño. 


2121 Vibración libre no amortiguada de un punto material 


Consideremos un bloque de masa т que se deslice por una superficie horizon- 
tal exenta de rozamientos, como la representada en la figura 21-54. Desplazan- 
do el bloque una distancia хо y soltándolo con una velocidad inicial Ху = 00 se 
induce una vibración. 

En la figura 21-50 se ha representado el diagrama de sólido libre del bloque. 
en el cual este último se ha desplazado una distancia arbitraria en el sentido 
positivo de la abscisa. La fuerza recuperadora elástica que ejerce el resorte. 
Е, = & x, está siempre dirigida hacia la posición de equilibrio, mientras que la 
aceleración a, = 2х /df = Y tiene su sentido positivo coincidente con el del des- 
plazamiento. Es importante tener presente que como la aceleración es la segun- 
da derivada del desplazamiento, tanto éste como la aceleración deben tomarse 
positivos en el mismo sentido. Aplicando al bloque la segunda ley de Newton, 
УЕ, = та, = mi, tenemos la ecuación diferencial del movimiento del bloque 


-éx = mi osea іс- £, (21-2) 


Por tanto, cuando el bloque esté a la derecha de la posición de equilibrio (x po- 
sitiva), su aceleración estará dirigida hacia la izquierda (7 negativa) o sea hacia 
la posición de equilibrio. Análogamente, cuando el bloque se halle a la izquier- 
da de la posición de equilibrio (x negativa), su acleración estará dirigida hacia 
la derecha (7 positiva), también dirigida hacia la posición de equilibrio. Es de- 
cir, la aceleración del bloque es proporcional a su desplazamiento respecto a la 
posición de equilibrio y está dirigida hacia ella. 


21.2.2 Movimiento armónico simple 


La ecuación 21-2 describe el movimiento armónico simple: movimiento en el cual 
la aceleración es proporcional al desplazamiento respecto a un punto fijo y está 
dirigida hacia éste. La mayoría de las vibraciones que aparecen en las aplica- 
ciones técnicas se pueden representar mediante un movimiento armónico sim- 
ple. Otras muchas vibraciones se pueden aproximar mucho a un movimiento 
armónico simple. Para el análisis de esos sistemas será de gran ayuda un buen 
conocimiento de este concepto. 

La ecuación 21-2 constituye un tipo conocido de ecuación diferencial (ecua- 
ción diferencial lineal, homogénea, de segundo orden y con coeficientes cons- 
tantes) y suele escribirse en la forma 

+0 x=0 (21-3) 


El coeficiente о, = ./£/m, cuya unidad de medida es el rad/s, está relaciona- 
do con la frecuencia de omaa y se denomina frecuencia КОНЕ natural y 
también pulsación propia.! La integral general de la ecuación 21-3 es ? 


x(t) = B cos о, +C sen 0,1 (21-4) 


donde B y C son constantes de integración que hay que determinar a partir de 
las condiciones iniciales del problema (x = xy y # = vo cuando / = 0). 
La solución (ec. 21-4) puede también escribirse en la forma 
x(t) = A cos (0,1 ф,) (21-5a) 
о bien en la forma 
x(t) = A sen (0, t— 4.) (21-5b) 


Para comprobar que la ecuación 21-54 es igual a la 21-4, desarrollemos la ecua- 
ción 21-54 y tenemos 


x(t) = A(cos 00, t cos ф, + sen 0, t sen 0) (21-6) 
igualando ahora la ecuación 21-4 a la 21-6, tenemos 
(В- А cos д,) cos 00, 1 + (С-А sen ġ,) sen @,t = 0 (21-7) 


Ahora bien, si la ecuación 21-4 es verdaderamente igual a la ecuación 21-5a, la 
ecuación 21-7 deberá cumplirse para todos los valores de t. En particular, cuan- 
do t=0, cos 0, 1=1 y sen 0, = 0 con lo cual 


В = Асо ф, (21-8а) 
Análogamente, cuando £= 7/20), cos (2,1 = 0 y sen 0, = 1 con lo que 
С = Авепф, (21-8 


* Aun cuando la pulsación propia 0), a menudo es iguala ./£/m como enel ejemplo que nos ocu- 
ра, no siempre es así. De manera más general, а); es el cociente entre la constante recuperadora 
eficaz (coeficiente del término en x) y la masa eficaz. (coeficiente del término еп í ) de la ecuación 
diferencial del movimiento. 

= Por sustitución directa, puede comprobarse que la solución (ec. 21-4) satisface a la ecuación di- 
ferencial (ec. 21-3) para cualesquiera valores de las constantes B y C. 
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Por tanto, las ecuaciones 21-4 y 21-54 será iguales si 


A= (+0 y  mġ= (21-9) 


Сі 


(La igualdad de las ecuaciones 21-4 у 21-5b se comprueba de igual manera.) 
Como сов (0,t - 6.) oscila entre -1 y +1, la amplitud de la oscilación será 
А = „JB? + С2. El ángulo de fase 9, (о ф,) es la cantidad en que debe desplazarse 
la solución para lograr una simple función seno (o coseno). 

La velocidad y la aceleración del bloque se obtienen derivando respecto al 
tiempo la ecuación 21-4 о la 21-5. Por ejemplo, la velocidad del bloque es 


v(t) = ЖІ) = — 0,B sen @,t + @,C cos 0,t (21-10а) 
= - @,А sen(0,t- ф,) (21-106) 
= 0,4 sen (0,1-0) (21-100) 


y la aceleración del bloque es 


alt) = Ж) = – wB cos 0, f-07C sen 00,t (21-114) 
= – ФДА cos (0, t-0,) (21-11b) 
= — OA sen(w,t-0,) (21-110 


Como la curva coseno (ec. 21-5а) y la curva seno (ес. 21-5b) se repiten cada vez 
que el argumento aumenta 27 radianes, el periodo de oscilación vendrá dado 
por OyT, = 210 sea 


q, = 2% (21-12) 


Б 


donde la pulsación propia 0), se obtiene de la ecuación diferencial del movi- 
miento. La frecuencia propia de oscilación, expresada en hertz (ciclos por se- 
gundo) será 


= US E 
Һ=т- = (21-13) 


y la frecuencia propia f, está relacionada con la pulsación propia 0), a través de 
la expresión @„= 2 л/,. Es decir, una frecuencia propia de f, = 1 Hz equivale а 
una pulsación propia de о, = 2л rad /s. 

Debemos señalar que los resultados obtenidos en este apartado no se limi- 
tan a la vibración de un punto material sobre una superficie horizontal. Pueden 
utilizarse para analizar el movimiento vibratorio de un punto material siempre 
que las ecuaciones del movimiento se reduzcan a la forma (ec. 21-3) 


F+0x=0 


que caracteriza al movimiento armónico simple. 

En cambio, si las ecuaciones del movimiento no se reducen a la forma de la 
ecuación 21-3, el movimiento puede ser también oscilatorio pero no será armó- 
nico simple, En tal caso habrá que obtener nuevas expresiones del periodo, fre- 
cuencia, etc., resolviendo la ecuación diferencial del movimiento. 
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El movimiento armónico simple también tiene lugar cuando el bloque pende AMORTIGUADAS 


del resorte (fig. 21-64) еп vez de deslizarse por una superficie exenta de roza- 
miento, midiendo entonces la coordenada y a partir de la posición de equilibrio 
del sistema. Para ver que ello es así, dibujemos los diagramas de sólido libre 
del bloque en su posición de equilibrio (fig. 21-6b) y en una posición desplaza- 
da arbitraria (fig. 21-6c). En la posición de equilibrio (antes de desplazar y sol- 
tar el bloque), la suma de fuerzas que se ejercen sobre el bloque debe ser nula 


mg 46, = 0 


donde d,, es la deformación estática del resorte (elongación del resorte en la po- 
sición de equilibrio estático у = 0). Por tanto, la deformación estática del resorte 
es бу =m8/k. (a) 
Cuando se desplaza el bloque hacia abajo (sentido positivo de y) una cierta 
cantidad y, el resorte quedará alargado una cantidad total y + б„ y la fuerza 
que se ejerce sobre el bloque será + (y + б.) = 4 (y + mg/4) y estará dirigida ha- ы, | шу» 
cia arriba, Escribiendo entonces la segunda ley de Newton tenemos у 


mag -4ly +mg/4) = mi | 
osea 
mý+ġy=0 (21-14) 
que vuelve a ser la ecuación del movimiento armónico simple cuya integral ge- 
neral es mg mg 
у = B cos 0,#+ С sen @,t (21-15) (b) © 
Figura 21-6 


La pulsación 0,,, la frecuencia propia f}, el periodo de vibración т, y las demás 
características vibratorias del bloque se obtienen entonces igual que se hizo en 
el apartado 21.2.2. 

Si se midiera la posición del bloque a partir de la posición en la cual no esté 
alargado el resorte ( Y = 0 cuando el resorte no esté alargado) en vez de a partir 
de la posición de equilibrio, la fuerza del resorte sería 4 ; y la ecuación 21-14 
quedaría en la forma 


тў+ёў = mg (21-16) 


Ahora bien, la solución de la ecuación 21-16 no es sino una constante más la 
ecuación 21-4 


Ut) = Т.в cos wt С sen 0,1 
= би + В сов @,t + С sen 0,1 
donde ĝ(t) = у) + бы. Es decir, la oscilación consiste en un movimiento ar- 
mónico simple en torno a la posición de equilibrio ў = Saq: 
21.2.4 Movimiento armónico simple aproximado 


Si las ecuaciones del movimiento no se reducen a la forma de la ecuación 21-3, 


Хжодх-0 
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(а) 


(b) 
Figura 21-8 


el movimiento no será armónico simple. Sin embargo, existen muchos movi- 
mientos que se aproximan bastante bien mediante la ecuación 21-3 mientras la 
amplitud del movimiento sea pequeña. Tales movimientos pueden aproximar- 
se a movimientos armónicos simples y los resultados del apartado 21.2.2 son 
aplicables directamente. 

Por ejemplo, consideremos la oscilación del péndulo simple representado 
еп la figura 21-74. El péndulo consiste en un punto material de masa m que 
oscila sujeto al extremo de un hilo inextensible, de masa despreciable y longi- 
tud f. Se suelta el péndulo a partir de un ángulo inicial 6) y una celeridad inicial 
8) = оу. Como el hilo es inextensible, el punto recorrerá una trayectoria circu- 
lar con una aceleración 


а = (де, + (бе, 


donde el sentido de la normal se toma hacia el punto de suspensión у el sentido 
de la coordenada tangencial es el de las O crecientes (fig. 21-7b). La componente 
tangencial de la segunda ley de Newton, EF,=ma,. nos da entonces la ecuación 
diferencial del movimiento 


= mg sen Ө = тед 
o sea 

б = -$ sen 6 (21-17) 
Mientras el ángulo 6 sea pequeño, sen 0 = Ө (expresando Ө en radianes) y la 
ecuación 21-17 queda en la forma 


=- $o (21-18) 


Por tanto, el péndulo sigue un movimiento armónico simple cuya pulsación 
propia es о, =./3/f y cuyo periodo es т, = 2л/ о, = 27./E7g . Si el ángulo Өпо 
se mantuviera pequeño, el movimiento resultante seguiría siendo oscilatorio, 
pero no sería armónico simple. En tal caso, la solución se obtendría integrando 
la ecuación diferencial del movimiento (ec. 21-17).! 


21.2.5 Vibración libre no amortiguada de un cuerpo rígido 


Un cuerpo rígido que oscile en torno a un eje fijo (fig. 21-8a) y una rueda que 
oscile sobre una superficie plana (fig. 21-8b) constituyen sistemas vibrantes de 
un solo grado de libertad. El análisis de estos sistemas de cuerpos rígidos es 
igual, en esencia, al de un punto material. Primero, se dibuja el diagrama de 
sólido libre correspondiente a una posición arbitraria del cuerpo rígido, Des- 
pués, se escriben las ecuaciones del movimiento. Por último, se utilizan los 
principios de la Cinemática para reducir las ecuaciones del movimiento a una 
sola ecuación diferencial que contenga una sola variable que describa la posi- 
ción y movimiento del cuerpo rígido. Si la ecuación diferencial resultante pu- 
diera escribirse en la forma de la ecuación 21-3 


ï+ 0х = 0 
1 Siel ángulo Өпо se mantuviera pequeño, se podría hallar la solución de la ecuación 21-17 pero 
no se podría escribir atendiendo a funciones simples tales como polinomios o funciones trigo- 
nométricas. Para 6... 5° la diferencia entre las soluciones exacta y aproximada es sólo de un 
0,05%, aproximadamente, para el valor del periodo; рага 6,.,- 10% un 0,19%; Omix = 20°, un 
0,76% у Omix = 40°, 3,15%. 


el movimiento del cuerpo rígido sería un movimiento armónico simple y se- 455 
rían aplicables todos los resultados del apartado 21.2.2. Si la ecuación del mo- 21.2 VIBRACIONES LIBRES NO 
vimiento no se pudiera escribir en la forma de la ecuación 21-3, el movimiento AMORTIGUADAS 
resultante podría aún ser oscilatorio, pero no sería armónico simple. En tal ca- 

so, la solución podría obtenerse resolviendo la ecuación diferencial. 


РЕ 


MA EJEMPLO 1 


El péndulo de la figura 21-9 consiste en una barra uniforme de 2 kg y 0,8 m de 
longitud suspendida de un pasador exento de rozamientos situado en uno de 


sus extremos. Determinar la frecuencia y el periodo propios de la oscilación re- 
sultante. (Supóngase oscilaciones de pequeña amplitud.) 


SOLUCIÓN 


En la figura 21-9) puede verse el diagrama de sólido libre del péndulo. Como el 
movimiento es de rotación en torno a un eje fijo, se podrá escribir la segunda ley 
de Newton en la forma EM, = 14 @= І, б lo cual da 


* Long sen 8) = (іне) 


(а) (b) 


Pero si la amplitud de las oscilaciones es pequeña, también lo será el ángulo 0у отасын 


se podrá tomar sen Ө- Ө (en radianes) con lo que la ecuación diferencial del mo- 
vimiento del péndulo será 


Por tanto, la pulsación propia, la frecuencia propia y el periodo propio de la os- 
cilación son 


Ф, = „ГЖТ (2)(0,8) = 4,289 rad/s Кезр. 


0, 
Һ- 25 = 0,683 rad/s Resp. 


т, 


1 
= 1,465 $ Resp. 
fa P 


(Pueden compararse estos resultados con los correspondientes a un péndulo 
simple en el cual toda la masa estuviera concentrada en el extremo de una varilla 
o hilo sin masa. En el apartado 21.2.4 se vio que la pulsación propia del péndulo 


simple es о, = „577 = „9177 (09) = 3,502 rad/s. Por tanto, la frecuencia 
y el periodo propios del péndulo simple serían f, = = 0587 Hz y 


% 


111,794, respectivamente.) 
Ja 
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VIBRACIONES MECÁNICAS 
Un carrito que pesa 50 М está unido a tres resortes y rueda sobre un plano 

nado, según se indica en la figura 21-100. Las constantes de los resortes son 4 |- 

4,= 83 N/m y %;-250 N/m. Si se desplaza el carrito hacia arriba del plano 

inclinado una distancia de 75 mm a partir de su posición de equilibrio y se suelta 


con una velocidad inicial de 375 mm/s hacia la parte superior del plano cuando 
1-0, determinar 


а. El periodo т,,Іа frecuencia f, y la pulsación а), de la vibración resultante, 
b. La posición del carrito en función del tiempo. 
с. La amplitud A de la vibración resultante. 


SOLUCIÓN 


a. Enla figura 21-10) puede verse el diagrama de sólido libre del carrito, en el 
cual la coordenada x mide la posición del mismo a lo largo del plano incli- 
nado, siendo х = 0 para la posición de equilibrio. En esta posición (antes de 
haber perturbado al carrito), las fuerzas de los resortes son proporcionales 
a sus deformaciones Ру = 416, Ғҙ- d 200 у F3= £ 36,2 con lo que el equi- 
librio da 


4151+ 420427 tasega M8 sen 15° = 0 a) 


Como no se sabe cuánto se han alargado o comprimido los resortes antes 
de unirlos al carrito, no es posible determinar los valores de las deforma- 
ciones estáticas би, буо у бз. No obstante, la ecuación a da una relación 
entre las deformaciones estáticas y el peso del carrito. 

(br Cuando el carrito se encuentre en una posición x arbitraria (positiva) es- 
tará reducido el alargamiento de los resortes 1 y 2 (Р; = £ [0,1 - x] y Fz = 
4, [бил – х]) y se habrá aumentado el alargamiento del resorte 3 (F3 = 
& буз + х]), Por tanto, la segunda ley de Newton EF, = тї da 


Figura 21-10 


de (ayi x) + (6,2—2) 4 (0,3 + х)—т& sen 15° = mi 
озса 
б + 4зба- буда mg sen 15%) — (b; + 42443) 1 = тї 


Ahora bien, la cantidad entre paréntesis primera es nula en virtud de la 
ecuación a, por lo que la ecuación diferencial del movimiento se reduce a 


mi+ ( +4,+&ух=0 
osea 
X+81,62x = 0 


Luego, la pulsación propia, la frecuencia propia y el periodo son 


0, = 481,62 = 9,034 rad/s Resp. 
0, 

Íu = зл = 1438 Hz Resp. 

= ñ = 0,695 s Resp. 


b. El desplazamiento y la velocidad del carrito se pueden escribir en la forma 


х(0) = В cos 9,0341+C sen 9,0341 
4) = - 9,034В sen 9,0341 + 9,034C cos 9,034t 


Peroent=0,x=B=75mm y 3 =9,034С = 375 mm/s. Portanto, B=75mm | ----- 957 
y C=41,5 mm y será 21.2 VIBRACIONES LIBRES NO 


AMORTIGUADAS 
x(t) = 75 cos 9,0341 + 41,5 sen 9,0341 mm Resp. 
En la figura 21-10с se ha representado esta solución. 
De otra manera, la posición y la velocidad del carrito se pueden escribir 
en la forma 
x(t) = A сов (9.034 9,) 
Х) = 9,0344 sen (9,0341 -0,) 
Y aplicando las condiciones iniciales х(0) = A cos 0,- 75 mm y + (0) = 
-9,034A(-sen 0,) =375 пит / sse tiene А = 85,7 mm y 0@.= 28,96? = 0.505 rad. 
Por tanto, la ecuación que describe la posición del carrito será 


x(t) = 85.7 cos (9,0341 — 0,505) mm Resp. 


El desplazamiento y la velocidad del carrito también podrían escribirse en 
la forma 


х0 = А sen(9,0341—0,) 
ЖІ) = 9,034A cos (9,0341— 0,) 
En tal caso, aplicando las condiciones iniciales (0) = А(- sen ф,) = 75 mm y 


3 (0) = 9,0344 cos ф, = 375 mm/s, se tiene A = 87,5 mm y ф,--61,03%- 
= 1,065 rad. Por tanto, la ecuación que describe la posición del carrito será 


x(1) = 85,7 sen (9,0341 + 1.065) mm Resp. 0 


Tiempo, 105) 


(La solución descrita por estas dos ecuaciones es exactamente la misma que а 
se representa еп la figura 21-10с, Las fases iniciales ф, = 0,505 rad y ф, = Figura 21-10 
-1,065 rad también se indican en la figura 21-10с.) 
с. Сото el valor máximo de la función coseno es 1, la amplitud de la vibra- 
ción es 
А = 87,5 mm Resp. 


Un cilindro uniforme de 30 cm de diámetro y 25 М de peso rueda sin desliza- 

miento por un plano inclinado, según se indica еп la figura 21-114. Un resorte 4 
lineal (4 = 400 N/m) está unido al punto A del cilindro (que está a е = 75 mm 

del eje del cilindro) y su longitud natural es la representada en la posición de la 

figura. Si se suelta el cilindro a partir del reposo en esta posición, determinar 


a. El periodo т, la frecuencia f, y la pulsación œ, de la vibración resultante. 
b. La posición del centro de masa del cilindro en función del tiempo. 


SOLUCIÓN (a) 


a. En la figura 21-11) puede verse el diagrama de sólido libre del cilindro en паи 
su posición de equilibrio. Para pasar de su posición inicial a su posición de 
equilibrio, el cilindro ha tenido que girar en sentido antihorario un ángulo 
Ө, el centro de masa del cilindro habrá recorrido hacia abajo del plano una 


VIBRACIONES MECÁNICAS 


(b) 


th 
Figura 21-11 


distancia хс, y el resorte se habrá estirado una cantidad 6, Si $,, es peque- 
ño, puede hacerse sen 8. = 6, (en radianes), cos 0, = 1 y б = tan б = 
Дз «сч (ызыпеу la fuerza del resorte 4 0, se mantiene paralela al 
plano inclinado. Entonces, las ecuaciones de equilibrio 

УР, =0: mg sen 10%- F- 46,50 

EM¿=0: Fr- 44,6 соз б. =0 
se podrán combinar para dar 

mgr sen 10%- Alr +0)8,, =0 (а) 

La ecuación a da = 0,007235 m - 0,7235 cm lo que nos da хс, = 0,004823 
т = 0,4823 cm y б = 0,03214 rad = 1,8422. (Como comprobación de la vali- 
dez de la aproximación hecha para ángulo pequeño, notemos que sen б, = 
0,03215 = б. y cos б = 0,9995 = 1.) 

A continuación, se dibuja el diagrama de sólido libre del cilindro (fig. 
21-110) para una posición arbitraria en la cual el centro de masa ha recorri- 
do una distancia adicional xç hacia abajo del plano, el cilindro habrá girado 
un ángulo adicional Ө y (suponiendo ángulos pequeños) el resorte se habrá 


estirado una cantidad adicional [(r + e)/r]xg, Entonces, las ecuaciones del 
movimiento para el cilindro son 


EF, = magy mgsent0'-F- (6,94) = тіс 
УМ. = Fr- dl y+ or) cos (0+0 = ішеб 
Para obtener la ecuación diferencial que describa la vibración, se sustituye 
со5(6,/%- 6) por 1; se multiplica la primera ecuación por r y se le suma la se- 
gunda. Resulta así 
° 95 ЫШ 
[mgr sen 10°— £(r+e)8,,) - ¿r+o(2r) = mrig+3mr6 
Pero, en virtud de la ecuación a, el término entre corchetes es nulo y las ace- 
leraciones están relacionadas por ïç = rð. Por tanto, la ecuación diferen- 
cial del movimiento será 
тті + тїс ++ 4%) =0 
osea 


05744: + 135x = 0 


y la pulsación propia, la frecuencia propia y el periodo de vibración son 


о, = ./135)7(0:374) = 15,34 rad/s Resp. 
0, 
Ía = 52 = 2441 Hz Resp. 


= 0410» Resp. 
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21.2 VIBRACIONES LIBRES NO 
AMORTIGUADAS 


PROBLEMAS 


21-1 а 21-6 Las siguientes ecuaciones representan la posi- 
ción de una partícula animada de movimiento armónico sim- 
ple. Para cada ecuación, representar gráficamente la posición. 
velocidad y aceleración de la partícula en función del tiempo 
para dos ciclos completos de la oscilación. 


21-1* x(t) = 8 cos zt cm 

11-25 x(t) = 5 sen л!/4 mm 

21-3 x(t) = 3 сов(л1/2- 1/4) cm 

21-4* x(t) = 10 sen (37/4 – 2/8) mm 

21-5 x(t) = 4 соз 51-3 sen 5t cm 
1-6 х() = 5 sen 31+ 12 cos 31 mm 


21-7 a 21-12 Las siguientes ecuaciones representan la posi- 
Són de una partícula animada de movimiento armónico sim- 
ple. Para cada ecuación 


Escribir la ecuación del movimiento de la partícula en la 
forma x(t) = А cos(Wyt— ġo- 

Hallar la velocidad máxima y la posición en que la alcanza 
la partícula. 

Hallar la aceleración máxima y la posición en que la alcan- 
za la partícula. 

7% x(t) = 3 cos лі-4 sen л! cm 

З x(t) = 12 cos 21t/2+5 sen 1/2 mm 

8% x(t) = 8 сов 101+6 sen 10! cm 

10% x(t) = 8 cos 3л!/4 — 6 sen 3л!/4 mm 

11 x(t) = Ssen xt cm 


12 x(t) = 4 sen (3t + 2/3) mm 


21-13a 21-18 Las siguientes ecuaciones representan la posi- 
ción de una partícula animada de movimiento armónico sim- 
ple- Para cada ecuación 


a. Escribir la ecuación del movimiento de la partícula en la 
forma x(t) = A sen(o,t— ф,). 

b. Hallar el primer valor de t para el cual sea nula la elonga- 
ción de la partícula. 

с. Hallar el primer valor de t para el cual sea nula la velocidad 


de la partícula. 
21-13" x(t) = 5 cos лі - 12 sen mt cm 
21-14* x(t) = 4 cos л!/2 +3 sen л!/2 mm 
21-15 x(t) = 8 cos 37t/4 — б sen 3xt/4 cm 
21-16 x(t) = 5 cos 10t — 5 sen 10t mm 
21-17% x(t) = 5 cos лі cm 

21-18 х() = 8 cos (31/2 + 27/3) mm 


21-19* Un instrumento que se utiliza para medir la vibración 
de una partícula indica un movimiento armónico simple de 
frecuencia propia 5 Hz y aceleración máxima de 48 m/s”. De- 
terminar la amplitud y la máxima velocidad de la vibración. 


21-20 Un instrumento que se utiliza para medir la vibración 
de una partícula indica un movimiento armónico simple de pe- 
riodo 0,025 s y aceleración máxima igual a 150 m/s?. Determi- 
nar la amplitud y la máxima velocidad de la vibración. 


21-21 Una partícula vibra con movimiento armónico simple 
de periodo 0,333 в y velocidad máxima 22,5 m/s. Determinar 
la amplitud y la aceleración máxima de la vibración. 


21-22* Una partícula vibra con movimiento armónico simple. 
Cuando pasa por la posicion de equilibrio, su velocidad es de 


2 m/s. Cuando se halla a 20 mm de su posición de equilibrio, 
su aceleración es de 50 m/s”. Determinar el módulo de la velo- 
cidad en esta posición. 


21-23 Una partícula vibra con movimiento armónico simple. 
Cuando pasa por su posición de equilibrio, su velocidad es de 
3 m/s. Cuando se halla a 40 mm de su posición de equilibrio, 
su velocidad es de 1,8 m/s. Determinar el módulo de la acele- 
ración en esta posición. 


21-24* Un bloque de masa m se desliza por una superficie ho- 
rizontal exenta de rozamiento, según se indica en la figura P21- 
24. Determinar la constante 4 del resorte único que podría sus- 
tituir a los dos representados sin que cambiara la frecuencia de 
vibración del bloque. 


Figura P21-24 


21-25* Un bloque de masa m se desliza por una superficie ho- 
rizontal exenta de rozamiento, según se indica en la figura P21- 
25. Determinar la constante £ del resorte único que podría sus- 
Чїшїг a los dos representados sin que cambiara la frecuencia de 
vibración del bloque. 


Figura P21-25 


21-26 Una masa de 2 kg está suspendida en un plano vertical 
por tres resortes, según se indica en la figura P21-26. Si se des- 
plaza 5 mm hacia abajo a partir de su posición de equilibrio y 
se suelta con una velocidad hacia arriba de 250 mm/s cuando 
1=0, determinar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento, 

b. El periodo y la amplitud de la vibración resultante. 

с. La posición de la masa en función del tiempo. 

9. El menor tiempo t > 0 de paso de la masa por su posición 


de equilibrio. 


Figura P21-26 


21-27* Un bloque que pesa 50 М está suspendido en un plano 
vertical por tres resortes, según se indica en la figura P21-27. Si 
se desplaza 175 mm hacia arriba a partir de su posición de 
equilibrio y se suelta con una velocidad hacia arriba de 3,75 
m/s cuando / = 0, determinar 


La ecuación diferencial que rige el movimiento. 

. El periodo y la amplitud de la vibración resultante. 

La posición del bloque en función del tiempo. 

. El menor tiempo t, > 0 de paso del bloque por su posición 
de equilibrio. 


anga 


1333 N/m 


833 N/m 


1333 N/m 


Figura P21-27 


21-28 Una masa де 4 kg está suspendida еп un plano vertical, 
según se indica en la figura P21-28. Los dos resortes están so- 


metidos a tracción en todo momento y las poleas son pequeñas 
y están exentas de rozamientos. Si se lleva la masa a 15 mm рог 
encima de su posición de equilibrio y se la suelta con una velo- 
cidad de 750 mm/s hacia abajo cuando t = 0, determinar: 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 

b. El periodo y la amplitud de la vibración resultante. 

c. La posición de la masa en función del tiempo. 

d. El menor tiempo (| >0 correspondiente a velocidad nula de 
la masa. 


1 kN/m 


1 kN/m 


Figura P21-28 


21-29 Un bloque que pesa 100 N se desliza por una superficie 
horizontal exenta de rozamiento, según se indica en la figura 
P21-29. Los dos resortes están sometidos a tracción en todo 


833 N/m 


1333 N/m 


Figura P21-29 


momento y las poleas son pequeñas y exentas de rozamiento. 
Si se desplaza el bloque 75 mm hacia la izquierda de su posi- 
ción de equilibrio y se suelta con una velocidad de 1,25 m/s ha- 
cia la derecha cuando 4-0, determinar: 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 

b. El periodo y la amplitud de la vibración resultante. 

с. La posición del bloque en función del tiempo. 

d. El menor tiempo t > 0 correspondiente a velocidad nula de 
la masa. 


21-30* Una masa de 8 kg se desliza por una superficie hori- 
zontal exenta de rozamiento, según se indica en la figura P21- 
30. Los dos resortes están sometidos a tracción en todo mo- 
mento y las poleas son pequeñas y exentas de rozamientos. Si 
se desplaza la masa 25 mm hacia la derecha de su posición de 
equilibrio y se suelta con una velocidad de 800 mm/s hacia la 
derecha cuando t = 0, determinar: 


а. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 
b. El periodo y la amplitud de la vibración resultante. 

с. La posición de la masa en función del tiempo. 

d. El menor tiempo t > 0 correspondiente a aceleración nula. 


400 N/m 
500 N/m 


Figura P21-30 


21-31 El bloque de 50 N de peso dela figura P21-31 se desliza 
por una superficie horizontal exenta de rozamiento mientras 


х0 
E 


2,5 KN/m 


833 N/m 


Figura P21-31 


que el bloque de 25 N se mueve en un plano vertical. Los resor- 
tes están sometidos a tracción en todo momento y las poleas 
son pequeñas y exentas de rozamientos. Escribir la ecuación 
diferencial del movimiento para la posición x(t) del bloque de 
50 N y determinar la frecuencia y el periodo del movimiento 
vibratorio resultante. 


21-32* Las dos masas de la figura P21-32 se deslizan por sen- 
das superficies horizontales exentas de rozamiento. Los resor- 
tes están sometidos a tracción en todo momento y las poleas 
son pequeñas y exentas de rozamientos. Escribir la ecuación 
diferencial del movimiento para la posición x(t) del bloque de 
10 kg y determinar la frecuencia y el periodo del movimiento 
vibratorio resultante. 


3.5 kN/m 


Figura P21-32 


21-33 Los dos bloques de la figura P21-33 penden en un pla- 
no vertical de una barra de masa despreciable que está hori- 
zontal en la posición de equilibrio. Si los resortes están 
sometidos a tracción en todo momento, escribir la ecuación di- 
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ferencial del movimiento para la posición y(t) del bloque de 50 
N y determinar la frecuencia y el periodo del movimiento vi- 
bratorio resultante. (Supónganse oscilaciones de pequeña am- 
plitud.) 


21-34* Las dos masas de la figura P21-34 se deslizan por sen- 
das superficies horizontales exentas de rozamiento. La barra 
ABC está vertical en la posición de equilibrio y su masa es des- 
preciable. Si los resortes están sometidos a tracción en todo 
momento, escribir la ecuación diferencial del movimiento 
para la posición x(t) de la masa de 10 kg y determinar la fre- 
cuencia y el periodo de la vibración resultante. (Supónganse 
oscilaciones de pequeña amplitud.) 


м0 


Figura P21-34 


21-35 El bloque de 25 М de peso, representado en la figura 
P21-35, se desliza por una superficie horizontal exenta de roza- 
miento mientras que el bloque de 15 N pende en un plano ver- 
tical. La barra ABC es de masa despreciable y su brazo AB está 
horizontal en la posición de equilibrio. Si los resortes están so- 


1333 N/m 


Figura P21-35 


metidos a tracción en todo momento, escribir la ecuación dife- 
rencial que rige el movimiento de la posición y(t) del bloque de 
15 N y determinar la frecuencia y el periodo del movimiento 
vibratorio resultante. (Supónganse oscilaciones de pequeña 
amplitud.) 


21-36* Un émbolo de 0,5 kg se halla en reposo en una guía 
vertical exenta de rozamiento. Sobre él cae una pelota de 0,3 kg 
que se hallaba en un nivel a 4 m de altura sobre el émbolo y ге- 
bota en éste según se indica en la figura P21-36. Si el choque es 
perfectamente elástico (е = 1) y la constante del resorte es 4 = 
200 N/m, determinar la posición y(t) del émbolo en función 
del tiempo a partir del instante del rebote. 


Figura P21-36 


21-37 Оп émbolo que pesa 12,5 М se halla en reposo en una 
guía vertical exenta de rozamiento. Sobre él cae una pelota de 
peso 10 N que se hallaba еп un nivel de 4,5 m de altura sobre el 
émbolo y rebota en éste según se indica en la figura P21-36. Si 
el coeficiente de restitución del choque es е = 0,6 y la constante 
del resorte es Ё = 500 N/m, determinar la posición y(t) del ém- 
bolo en función del tiempo a partir del instante del rebote. 


11-18" Un émbolo de 0,5 kg se halla en reposo en una guía 
vertical exenta de rozamiento. Sobre él cae una pelota de 0,3 kg 
que se hallaba en un nivel a 4 m de altura sobre el émbolo y re- 
bota en éste según se indica еп la figura P21-36. Si el choque es 
perfectamente plástico (е = 0) y la constante del resorte es 4 = 
200 N/m, determinar la posición y(t) del émbolo en función 
del tiempo a partir del instante en que choca la bola contra él. 


21.29 Un cilindro uniforme que pesa 35 М rueda sin desliza- 
siento por una superficie horizontal, según se indica en la fi- 
gura P21-39. Los dos resortes están unidos a un pequeño 
pasador exento de rozamientos situado en el centro G del cilin- 
áro de 20 cm de diámetro. Escribir la ecuación diferencial del 
movimiento para la posición xç(t) del centro de masa del cilin- 


dro y determinar la frecuencia y el periodo del movimiento vi- 
bratorio resultante 


хб 


120 N/m 


Figura P21-39 


21-40* Un cilindro uniforme de 4 kg pende en un plano verti- 
cal en el seno de un hilo ligero, según se indica en la figura P21- 
40. Si el cilindro de 500 mm de diámetro no se desliza por el hi- 
lo, escribir la ecuación diferencial del movimiento para la posi- 
ción yc((1) del centro de masa del cilindro y determinar la fre- 
cuencia y el periodo del movimiento vibratorio resultante. 


800 N/m 


уд + 
Figura P21-40 


21-41 Una rueda escalonada que pesa 90 N rueda sin desliza- 
miento por un plano horizontal, según se indica en la figura 
P21-41. Los dos resortes están unidos a hilos arrollados de ma- 
nera segura sobre el cubo central de 30 cm de diámetro. Si el ra- 
dio de giro del cilindro escalonado vale 225 mm, escribir la 
ecuación diferencial del movimiento para la posición xg(t) del 
centro de masa del cilindro y determinar la frecuencia y el pe- 
riodo del movimiento vibratorio resultante, 


== хоо 


1400 N/m 


Figura P21-41 


21-42* Un disco delgado de 2 kg y radio r =200 mm pende por 
su borde de un pequeño pasador exento de rozamientos, según 
se indica en la figura P21-42. Escribir la ecuación diferencial del 
movimiento para la posición angular 6/1) del disco y determinar 
la frecuencia y el periodo del movimiento vibratorio resultante. 


200 mm' 


Figura P21-42 


21-43* Una placa delgada rectangular (450 mm por 300 mm) 
que pesa 75 N pende de un pequeño pasador exento de roza- 
mientos situado en el punto medio de su borde mayor, según 
se indica en la figura P21-43. Escribir la ecuación diferencial del 
movimiento para la posición angular 6 (t) de la placa y deter- 
minar la frecuencia y el periodo del movimiento vibratorio re- 
sultante. 


Т 


Figura P21-43 


21-44 Se sustituye el disco del problema 21-42 por un aro del- 
gado de igual masa y radio, según se indica en la figura P21-44. 
Escribir la ecuación diferencial del movimiento para la posi- 
ción angular 8 (t) del aro y determinar la frecuencia y el perio- 
do del movimiento vibratorio resultante. 


ЕС 


Figura P21-44 


21-45 Una barra esbelta uniforme que pesa 15 N y tiene 1,5 т 
de longitud está conectada a un pivote exento de rozamientos 
situado en A, según se indica en la figura Р21-45. En la posición 


de equilibrio, la barra está horizontal. Si se hace descender 125 
mm su extremo С y se suelta a partir del reposo, determinar: 


a. La ecuación diferencial del movimiento para la posición 
angular 6(1) de la barra. 

b. La máxima velocidad del extremo C en el movimiento vi- 
bratorio resultante, 


167 N/m 


Figura P21-45 


21-46* Una barra esbelta uniforme de 2 kg y 500 mm de longi- 

tud está conectada a un pivote exento de rozamientos situado 

en B, según se indica en la figura P21-46. En la posición de 

equilibrio, la barra está horizontal. Si se hace descender 15 mm 

su extremo С y se suelta a partir del reposo. determinar: 

a. La ecuación diferencial del movimiento para la posición 
angular &(t) de la barra. 

b. La máxima velocidad del extremo C en el movimiento vi- 
bratorio resultante. 


Figura P21-46 


21-47 Dos barras esbeltas uniformes están soldadas según se 
indica en la figura P21-47, La barra ABC pesa 10 N y en la po- 
sición de equilibrio está horizontal; la barra BD pesa 15 N y en 
la posición de equilibrio está vertical; el pivote está exento de 
rozamientos. Si se desplaza el extremo D 75 mm hacia la iz- 
quierda y se suelta a partir del reposo, determinar: 

a. La ecuación diferencial del movimiento para la posición 

angular 6!) de la barra. 


b. La máxima velocidad del extremo D en el movimiento vi- 
bratorio resultante. 


500 N/m 500 N/m 


Figura P21-47 


21-48* Un pisapapeles de latón (8750 kg/m) tiene forma de 
semicilindro (75 mm de longitud y 100 mm de diámetro). Des- 
cansa sobre una superficie plana horizontal, según se indica en 
la figura P21-48. Si el cilindro rueda sin deslizamiento, escribir 
la ecuación diferencial del movimiento para la posición angu- 
lar 6(1) del pisapapeles y determinar la frecuencia y el periodo 
del movimiento vibratorio resultante. 


Figura P21-48 


| 21-49 El hilo ligero atado al bloque de 50 М de la figura P21- 
| 49 está arrollado a un cilindro uniforme de 35 М, Si el hilo no 
se desliza por el cilindro, escribir la ecuación diferencial del 
movimiento para la posición y(t) del bloque de 50 N y determi- 
nar la frecuencia y el periodo del movimiento vibratorio resul- 
| tante. 


Ja 


667 N/m 


Figura P21-49 


21-50* Un peso de 6 kg pende del cilindro del problema 21-40 
según se indica en la figura P21-50, mediante un pasador exen- 
to de rozamientos que pasa por su centro. Escribir la ecuación 
diferencial del movimiento para la posición yç(t) del centro de 
masa del cilindro y determinar la frecuencia y el periodo del 
movimiento vibratorio resultante. 


Figura P21-50 


21-51 Repetir el problema 21-33 para el caso en que ABC sea 
una barra esbelta uniforme de 60 М de peso. 


21-52* Repetir el problema 21-34 para el caso en que ABC sea 
una barra esbelta uniforme de masa 12 kg. 


21-53 Repetir el problema 21-35 para el caso еп que AB y BC 
sean barras esbeltas uniformes de pesos 10 N у 5 М, respectiva- 
mente. 


21-54* Una barra esbelta uniforme de 5 kg y 400 mm de longi- 
tud está unida rígidamente a un cilindro uniforme de 8 kg y 
300 mm de diámetro, según se indica en la figura P21-54. Si el 
cilindro rueda sin deslizamiento por la superficie horizontal, 
escribir la ecuación diferencial del movimiento para la posi- 
ción angular (1) del cilindro y determinar la frecuencia y el pe- 
riodo del movimiento vibratorio resultante. 
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Amortiguador 


Figura 21-12 


21.3 VIBRACIONES LIBRES AMORTIGUADAS 


El análisis de las vibraciones libres no amortiguadas hecho en los apartados an- 
teriores sólo es una idealización de sistemas reales, ya que no tiene en cuenta 
las pérdidas de energía en los rozamientos. Una vez en movimiento, esos sis- 
temas idealizados vibrarían indefinidamente con amplitud constante. Sin em- 
bargo, los sistemas reales pierden energía en los rozamientos y llegan a pararse 
a menos que exista una fuente de energía que los mantenga en marcha. Cuan- 
do la energía que pierda el sistema sea pequeña, los resultados obtenidos en 
los apartados anteriores están a menudo de acuerdo con los sistemas reales, al 
menos durante intervalos de tiempo cortos. Para intervalos de tiempo más 
prolongados y cuando las pérdidas de energía no sean pequeñas, habrá que in- 
cluir los efectos de las fuerzas de rozamiento. 

Existen varios tipos de fuerzas de rozamiento que pueden robar energía 
mecánica de un sistema en vibración. De entre las fuerzas de rozamiento más 
comunes, podemos citar: el rozamiento fluido (también llamado fuerza de amorti- 
guamiento viscoso), que aparece cuando los cuerpos se mueven a través de flui- 
dos viscosos; el rozamiento seco (también llamado rozamiento de Coulomb), que 
aparece cuando un cuerpo se desliza sobre una superficie seca, y el rozamiento 
interno, que aparece cuando se deforma un cuerpo sólido. El amortiguamiento 
debido al rozamiento fluido es muy corriente en la práctica y en este primer 
curso de Dinámica es el único que vamos a considerar. 


21.3.1 Amortiguador viscoso lineal 


El amortiguamiento viscoso tiene lugar de manera natural cuando sistemas 
mecánicos tales como el péndulo oscilan en el aire o el agua. También presen- 
tan amortiguamiento viscoso los amortiguadores del tipo representado simbó- 
licamente en la figura 21-12, que se añaden a propósito a los sistemas mecáni- 
cos para limitar o regular la vibración. Consiste este tipo de amortiguador en 
un émbolo que se mueve en el interior de un cilindro lleno de un fluido visco- 
so. Al movimiento del émbolo se opone el fluido, el cual debe atravesar peque- 
ños orificios practicados en aquél o circular por un estrecho huelgo del émbolo. 
Estos amortiguadores se utilizan en los cierres de puertas y para atenuar gol- 
pes. También se utilizan a veces para representar las pérdidas por rozamiento 
de sistemas en los que no hay dispositivos específicos de amortiguamiento. 
Por lo general, la masa del amortiguador, como la del resorte, suele despreciar- 
se. 

Los amortiguadores viscosos que vamos a considerar son lineales. Es decir, 
el módulo de la fuerza de amortiguamiento viscoso es directamente proporcio- 
nal a la celeridad con que se extiende o comprime el amortiguador 


Е = сі (21-19) 


La constante de proporcionalidad с recibe el nombre de coeficiente de amortigua- 
miento viscoso. Su unidad en el sistema SI es el N + s/m у en el U.S, Customary 
system es la lb + s/ft. El sentido de la fuerza de amortiguamiento viscoso siem- 
pre es opuesto a la velocidad. 


21.3.2 Vibraciones libres con amortiguamiento viscoso 


Para ilustrar la vibración libre con amortiguamiento viscoso, añadiremos al sis- 
tema bloque-resorte de la figura 21-54 un amortiguador, en la forma que se in- 


dica en la figura 21-13а. En la figura 21-13b podemos ver el diagrama de sólido 
libre del bloque, en el cual éste se ha desplazado una distancia arbitraria en el 
sentido positivo de las abscisas. La fuerza recuperadora elástica del resorte 
Р, = £x está dirigida hacia la posición de equilibrio (sentido negativo de las 
abscisas). Como los sentidos positivos de la velocidad y de la aceleración coin- 
ciden con el de las abscisas, la fuerza amortiguadora Ру = cx también estará di- 
rigida en el sentido negativo de las abscisas. Aplicando la segunda ley de Newton 
EF = ma, = mx al bloque, tenemos la ecuación diferencial de su movimiento 


-4х-сї = mí (21-20а) 
osea 
mi+ci+tx=0 (21-20b) 


que es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coeficientes cons- 
tantes. 

La teoría de las ecuaciones diferenciales ordinarias nos dice que la solución 
de toda ecuación diferencial ordinaria con coeficientes constantes tiene siem- 
pre la forma 


x(t) = ре“ (21-21) 


donde las constantes D y A deben satisfacer la ecuación diferencial y las condi- 
ciones iniciales, Aplicando la ecuación 21-21 en la 21-20 tenemos la ecuación 
característica! 


тА +сА+ё = 0 (21-22) 
que tiene por raíces 
= Cty? -Ami т 
АЕ: ЕТІ (21-23) 
El desplazamiento del bloque vendrá entonces dado рог 2 
ж) = De +D e" (21-24) 


donde las constantes О, y О, se determinan a partir de las condiciones iniciales 
(еп t=0;x= D; +0 = хуу # = Dı% + 0,4 = vo) y Ау y А vienen dadas por 
la ecuación 21-23. 

Sin embargo, antes de discutir la solución vamos a escribir las raíces (ec. 21- 
23) en función de variables más convenientes. La combinación adimensional 
de constantes 


с с 
= = =—— (21-25) 
£ 2 [má 2то), Ет 


* Si la constante D ев nula, la ecuación 21-21 da la solución trivial х = 0, que carece de interés. Evi- 
dentemente, la exponencial с?! no es nunca nula. Por tanto, el factor De? no será nunca nulo у 
podremos dividir la ecuación por él. 

2 Cuando la cantidad subradical de la ecuación 21-23 es nula, las dos raíces son iguales Ау = Ау = 
А--«Пт--./17т = о, (ya que с = 2./m 2). En tal caso, la integral general de la ecuación 
21-20 es 

alt) = (B+ Ch el 


según puede comprobarse por sustitución directa. 
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kx i te 


ку=сї 
к= 


(b) 


Figura 21-13 
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Tiempo, t 
Figura 21-14 


se denomina razón de amortiguamiento.” Escribiéndola en función de la razón de 
amortiguamiento б y de la pulsación propia @„, la ecuación 21-23 queda en la 
forma 


A,,=-L0, +0, 2-1 (21-26) 


El comportamiento del sistema depende de que la cantidad subradical de 
la ecuación 21-26 sea positiva, nula o negativa. El valor de с que haga nulo el 
radical recibe el nombre de coeficiente de amortiguamiento crítico с.,. Por tanto, 


Co = 2m0, = 2./má (21-27) 


La solución (ec. 21-24) tendrá tres tipos de comportamiento totalmente distin- 
tos según que el amortiguamiento real del sistema c sea mayor, igual o menor 
que с.,2 En los tres apartados que siguen vamos a analizar por separado las 
distintas posibilidades. 


21.3.3 Sistemas sobreamortiguados 


Cuando el coeficiente de amortiguamiento с sea mayor que Cy, la razón de 
amortiguamiento 6 será mayor que la unidad, el radical de la ecuación 21-26 
será real y las dos raíces А, y А serán reales y diferentes. Además, como 
‚/$*- 1 <Ç, ambas raíces serán negativas. Por tanto, el desplazamiento (ес. 21- 
24) simplemente disminuirá tendiendo a cero al crecer Р y el movimiento no 
será vibratorio. 

En la figura 21-14 se ha representado, para condiciones iniciales represen- 
tativas, el desplazamiento dado por la ecuación 21-24. En este caso, el amorti- 
guamiento es tan severo que el sistema sobreamortiguado vuelve lentamente 
a su posición de equilibrio. Como el sistema no oscila, no hay periodo ni fre- 
cuencia asociados a los movimientos sobreamortiguados o con amortiguamiento 
supercrítico, 


21.3.4 Sistemas con amortiguamiento crítico 


Cuando el coeficiente de amortiguamiento с es igual a c,,, la razón de amorti- 
guamiento [es igual a uno, el radical de la ecuación 21-26 es nulo y las dos raí- 
ces Ау = 5›=- 0, son iguales y negativas. En este caso, la solución tiene la forma 
especial 

x(t) = (В+ Сре o! (21-28) 


También ahora, el desplazamiento (ес. 21-24) tiende a cero al crecer Ру el mo- 
vimiento no es oscilatorio, 

Cualitativamente, el movimiento descrito por la ecuación 21-28 correspon- 
diente al amortiguamiento crítico es igual que el del movimiento con amorti- 


En este ejemplo, las constantes que aparecen en las definiciones dela razón de amortiguamiento 
{у de la pulsación propia а), son la masa real m del sistema, el coeficiente de amortiguamiento 
с y la constante del resorte &. Sin embargo, en general, deberán interpretarse como la masa eficaz 
del sistema (coeficiente del término en F en la ecuación 21-20), el coeficiente de amortiguamiento 
eficaz (coeficiente del término en + en la ecuación 21-20) y la constante eficaz del resorte (coeficiente 
del término en x en la ecuación 21-20), respectivamente. 

Como siempre, las constantes т, су 4 pueden, o no, ser valores del sistema real, Más bien de- 
ben interpretarse como coeficientes de la ecuación diferencial del movimiento cuando se escribe 
en forma normal —ес. 21-206, 


guamiento supercrítico. El amortiguamiento crítico sólo tiene una importancia 
especial por ser el punto que separa los movimientos aperiódicos de los oscila- 
torios amortiguados. Es decir, el amortiguamiento crítico es la menor cantidad 
de amortiguamiento para la cual no oscile el sistema. Además, un sistema con 
amortiguamiento crítico pasará al estado de reposo en menos tiempo que cual- 
quier otro sistema que parta de las mismas condiciones iniciales.! En la figura 
21-15 podemos ver curvas que representan el desplazamiento de un sistema, 
en los casos de sobreamortiguamiento y de amortiguamiento crítico, partiendo 
de un mismo desplazamiento inicial y con la misma velocidad inicial. 


21.3.5 Sistemas subamortiguados 


Cuando el coeficiente de amortiguamiento с es menor que Cy, la razón de 
amortiguamiento 2 е menor que uno, el radical de la ecuación 21-23 es imagi- 
nario y las dos raíces А, y 4; son complejas conjugadas, 


М = -bo tio (21-29a) 
М = - Ço,- 10, (21-29b) 


donde 
Ге Д1 у а= 


Al aplicar estos valores en la ecuación 21-24, la ecuación del desplazamiento 
queda en la forma 


xlt) = e Әр е + Dye 04) (21-30) 


Utilizando la fórmula de Euler e" = cos x + і sen x, la ecuación 21-30 podrá es- 
cribirse en la forma 


a(t) = e %[ (D, +D,) cos ayt + (О, - Р.) sen oyt] 
= e 5%(B cos оу! +C sen yt) (21-314) 


= Ае 5%! cos (tot 4.) (21-31b) 


Las constantes В = О, + D} y C=i(D, -D) о A = „/В2 + С2у ф, = tanB/C de- 
berán determinarse a partir de las condiciones iniciales. En la figura 21-16 pode- 
mos ver una curva de desplazamiento correspondiente a la ecuación 21-31. Al 
igual que en los casos anteriores, el desplazamiento tiende a cero cuando t tien- 
de a infinito. Sin embargo, en este caso la respuesta oscila entre los límites fija- 
dos por las curvas de decrecimiento exponencial Ae $% y -де 9! al ir 
tendiendo a cero. 

El movimiento descrito por la ecuación 21-31 se dice que es periódico en el 
tiempo. El movimiento oscila en torno a la posición de equilibrio, pero la ampli- 
ша дее! disminuye ya que el exponente - Çw, = — c/2m es negativo. Como 
la amplitud de la oscilación amortiguada disminuye monótonamente con el 


! En rigor, el sistema descrito por la ecuación 21-28 no alcanza el reposo para ningún valor finito 
del tiempo. Sin embargo, en la práctica, el movimiento será imperceptible al cabo de un tiempo 
finito y podremos decir que el sistema ya está en reposo. 


21.3 VIBRACIONES LIBRES 
AMORTIGUADAS 
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Tiempo, / 


Figura 21-15 


Desplazamiento, x 
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tiempo, no se repetirá nunca a sí misma. Por tanto, la oscilación amortiguada 
no tendrá periodo en el sentido que se definió para las vibraciones libres no 
amortiguadas. Sin embargo, la semejanza entre las ecuaciones 21-31) y 21-54 
hace que a la constante oy = 0, 1-62 se le llame pulsación propia amortiguada. 
Como 0< $<1 en el caso de vibraciones subamortiguadas, la pulsación propia 
amortiguada о); será siempre menor que la pulsación propia no amortiguada 
о,. También, por analogía con las vibraciones libres no amortiguadas, podre- 
mos definir una frecuencia propia amortiguada f, y un periodo amortiguado ту еп la 
forma 


fa = 254 (21-324) 


u= = (21-32b) 
AraM a E 


El periodo definido por la ecuación 21-32b vemos que es el intervalo de tiempo 
que transcurre entre dos puntos sucesivos en que la curva representativa de la 
ecuación 21-31 toca a una de las dos curvas límite representadas en la figura 
21-16 o bien es el doble del intervalo de tiempo que transcurre entre dos pasos 
sucesivos por la posición de equilibrio. Interesa observar que el periodo amor- 
tiguado ту. la frecuencia propia amortiguada f, у la pulsación propia amorti- 
guada a, son constantes (independientes del tiempo) aun cuando no lo sea la 
amplitud. 

El amortiguador viscoso lineal no es un elemento físico real en muchos sis- 
temas físicos sino un concepto matemático que se utiliza para explicar la disi- 
pación de energía. Por esta y otras razones, suele ser necesario determinar 
experimentalmente el valor de la razón de amortiguamiento $. Esto se logra fá- 
cilmente midiendo el desplazamiento en dos "picos” sucesivos del movimien- 
to; por ejemplo, x y xz en la figura 21-16. Como cos(w,!— ф) = 1 en t y en t, el 
cociente de estas dos amplitudes será 


x Ае 59и 
ES Ст) 


= =ч 


Tomando el logaritmo перегіапо de uno y otro miembro y definiendo el decre- 


Е х 
mento logarítmico 5 = In с tenemos 
2 


ен а 27. _2л 5 
Ò= (ои E E т=з (21-33) 


Notemos que sólo depende de la razón de amortiguamiento £ y no de h о tz- 
Es decir, el decremento logarítmico no depende de cuales sean los picos suce- 
sivos utilizados para medirlo. Por último, despejando $ tenemos 


= 5 Б 
с TENTAR (21-34) 


Cuando el amortiguamiento del sistema sea pequeño, los desplazamientos x} 


y хә serán casi iguales x, = x, con lo que ô= In(x; /хҙ) será muy pequeño. En- 
tonces „/(2л) 2+ 8 = 2л con lo que Ёё = 8/2 mo sea б = 27%. 


PROBLEMA EJE LO 1 


Un bloque de 5 kg se desliza рог un plano inclinado exento de rozamiento, se- 


gún se indica en la figura 21-174. Las constantes de los resortes son $; = 4 


KN /m y los coeficientes de amortiguamiento viscoso son су = су = 25 N - s/m. Si 
se desplaza el bloque por el plano inclinado 50 mm hacia arriba a partir de su 
posición de equilibrio y se suelta con una velocidad inicial de 1,25 m/s hacia 
abajo del plano cuando t = 0, determinar: 


a. El periodo amortiguado т; la frecuencia amortiguada fy y la pulsación 
amortiguada о, de la vibración resultante. 

b. La posición del bloque en función del tiempo, 

с. El instante 4 еп el cual la amplitud se haya reducido al 1% de su valor ini- 
cial. 

SOLUCIÓN 

a. Еп la figura 21-17) puede verse el diagrama de sólido libre del bloque. En 


él, la coordenada x mide la posición del bloque a lo largo del plano inclina- 
do siendo x = 0 en la posición de equilibrio. En ésta (antes de perturbar al 
bloque), las fuerzas de los resortes son proporcionales a su deformación es- 
tática F = 416, Р = 28,2 Como еп la posición de equilibrio estático 
í = 0, será Fy = Р, = 0. Por tanto, la condición de equilibrio da 

mg sen 30°— 4б + 628,7 =0 (a) 
La ecuación а expresa una relación entre las deformaciones estáticas de los 
resortes y el peso del bloque. 

Cuando el bloque se halle en una posición arbitraria x (positiva), el re- 
sorte 1 habrá aumentado su alargamiento y Р, = £ | [бу + x], mientras que 
el alargamiento del resorte 2 habrá disminuido y Р› = £3 16,y2-x]. Los dos 
amortiguadores se oponen al movimiento y ejercen las fuerzas Р = сүХ y 
Ға-сҙ7 en el sentido negativo de las coordenadas (cuando x es positiva). 
Por tanto, la segunda ley de Newton EF, = тї da 


mg зеп 30°— (д. +3) + d (0,9 =x)= (01 +09) = mi 
osea 
mg sen 30°- kið, + 2,6,2 EME + (със) 34 (d+ 6) х (b) 


El primer miembro de la ecuación b es nulo en virtud de la ecuación a, por 
lo que la ecuación diferencial del movimiento quedará en la forma 


тї + (c+) + (d+ dx = 0 
5% +50 +400x = 0 


En consecuencia, la pulsación propia, la razón de amortiguamiento, la pul- 
sación amortiguada, la frecuencia propia amortiguada y el periodo amorti- 
guado son 


о, = „800075 = 28,284 гай 


50 W 
© = жауа) = 017678 
wy = о, (0176783 = 27,84 rad/s Resp. 
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Tiempo, t 


Figura 21-17 


Tiempo, t 


Figura 21-18 


8000 


6000 


4000 


2000 


о 


-2001 


4000 


6000 


Ф, 
fia = = 4,431 Hz Resp. 
q= ñ = 022575 Кезр. 


b.  Eldesplazamiento y la velocidad del bloque se pueden escribir en la forma 


x(t) = е: SOB cos 27,841 + С sen 27,841) 
Ж) = ~ 5.0006 50001 (В cos 27,841 С sen 27,841) 
жет 5.0001(27 84B sen 27,841 + 27,84C cos 27,841) 


Pero en 1 =0,x=B=-50 mm y X =-5B + 27,84С = 1250 mm/s. Por tanto, 
В = —50 mm у С = 35,92 mm, con lo cual 


x(t) = ет SO050 cos 27,841 + 35,92 sen 27.841) Resp. 
En la figura 21-17с se ha representado esta solución. También se han repre- 
sentado, a efectos de comparación, las dos partes de la solución amortigua- 
da 2, (1) = – 50 сов 27,841 + 35,92 sen 27,841 у la amplitud Ae 50t donde 
A= JB%4c?=61,56 mm. 


с. La amplitud inicial de la oscilación es, precisamente, А. Por tanto, en el ins- 
tante ty 


Ag” 50001 = 001A 
de donde resulta 
t = 0,9215 Resp. 


(o sea, poco más de cuatro ciclos de la oscilación). 


Un carrito de peso 100 N rueda por una superficie horizontal plana, según se in- 
dica en la figura 21-181, Se empuja el carrito hacia la derecha 375 mm y se suelta 
con una velocidad de 4,5 m/s hacia la izquierda en el instante / = 0. Si la cons- 
tante del resorte es 4 = 667 N/m y c el coeficiente de amortiguamiento corres- 
ponde al amortiguamiento crítico, determinar: 


a. Е valor del coeficiente de amortiguamiento с. 
b. бї el carrito superará la posición de equilibrio antes de quedar en reposo, 
SOLUCIÓN 


а. Еп 1а figura 21-18) puede verse el diagrama de sólido libre del carrito para 
una posición arbitraria (positiva) х. La segunda ley de Newton EF =mx da 
-сї- bx = mi 
osea 


O og 5 
ӘДЕ t6 -0 
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y la razón de amortiguamiento 


Cer 


E PS 
100 
2 5513089 


Por tanto, el coeficiente de amortiguamiento será 
сє = с„ = 164,9 N + s/m Resp. 


b.  Enelcaso de amortiguamiento crítico, el desplazamiento y la velocidad del 
carrito vienen dados por 


x(t) = (B+ Се ®t = (B+ Ct) ет 80% mm 
Ж) = [C—8,089(B + Ct)] e7 808% mm/s 


Pero en #= 0, x = В = 375 mm у dx/dt = C —8,089B = – 4500 mm/s. Por tanto, 
В = 375 mm, C = — 1466,6 mm/s y 


x(t) = (375 – 1466, 61) е” 8999! mm 


Como В y C tienen signos opuestos, habrá un instante /| = 375/1466,6 = 
0,256 s еп el cual la posición del carrito será nula. Antes de ț el carrito es- 
{ага a un lado de la posición de equilibrio y después de ің estará al otro lado. 
Por tanto, el carrito pasará por la posición de equilibrio antes de quedar en 
reposo. 

En la figura 21-18c se han representado la posición y la velocidad del ca- 
rrito рага 0<1<1,5 5, 


JBLEMA EJE 


Una barra esbelta uniforme de 3 kg tiene una longitud de 100 mm у está en equi- 
librio en la posición horizontal que se indica en la figura 21-194. Cuando se des- 
ciende un poco E y se suelta, se observa que la amplitud de cada pico de la 
oscilación es un 90% de la amplitud del pico anterior. Si la constante del resorte 
es & =400 N/m, determinar: е 


а. Е] valor del coeficiente de amortiguamiento с. 
b. El periodo amortiguado т, la frecuencia amortiguada fy у la pulsación 
amortiguada у de la vibración resultante. 


SOLUCIÓN 


a. бе determina el decremento logarítmico a partir del cociente entre amplitu- 
des sucesivas = In(x;/x,) = In(1/0,9) = 0,10536. Luego, la razón de amorti- 
guamiento será 


8 с (bh) 
= = 001677 = @ 
402+ Meg tep Figura 21-19 


cdo donde т, суу son los coeficientes de la ecuación diferencial del movi- 
VIBRACIONES MECÁNICAS miento, 
En la figura 21-19b puede verse el diagrama de sólido libre de la barra. 
Еп él, Ө mide la posición angular de la barra, siendo Ө positiva en sentido 
antihorario y 0 = 0 en la posición de equilibrio. En ésta (antes de perturbar 
la barra), la fuerza del amortiguador es Ру = 0 y la fuerza del resorte F, = 
26, donde ô, es el alargamiento que tiene el resorte en la posición de equi- 
librio, Por tanto, la ecuación de momentos en el equilibrio 


ЖҰМ, =0:  -0,075k6,,-0,025mg = 0 (b) 


da б,--2453 mm. 

Cuando se gira la barra en sentido antihorario (en el sentido positivo 
de 0), el alargamiento del resorte será & + n donde, para rotaciones de án- 
gulo pequeño, б = 0,075 6. Análogamente. el amortiguador se comprimirá 
0, 0508. Por tanto, la ecuación diferencial del movimiento 


(ҰМ, = 0:  -0.025mg-0.0754(8,,+ 8) -0.050cÓ, = 1,6 


10+ (0,050)2c0+ (0,075)? 40 = -0,075 %5,,-0/025т; to 


donde lp = 75(3)(0.150)? + (3) (0.025)? = 7,5(10) kg: m?. Ahora bien, el 
segundo miembro de la ecuación с es nulo en virtud de la ecuación b, por 
lo que 

0+0,0333c0+ 3000 = 0 


Sustituyendo en la ecuación a por sus valores los coeficientes /1,ғ- 1, g= 
0,3333с y 4 „= 300, se tiene el coeficiente de amortiguamiento viscoso 


„ 901677 a | 
© = o 0300 = 1,743 М. мт Resp. 


b. Entonces, la pulsación propia será œ, = ./300 =17,321 rad/s y 


Oj =0,/1-2 = 17,318 rad/s Resp. 
fu = =i =/2,756 Hz „Ше рдё@ Ке 
а= gaT AMÓ MZ y= y, = 03638 sp. 
d 
PROB 
a 21-68 Las siguientes ecuaciones representan la posi- la amplitud se haya reducido al 5% de su valor inicial o has- 
ción de un punto material animado de movimiento vibratorio ta tres ciclos de la oscilación, lo que se produzca antes. 


amortiguado. Para cada ecuación 


) E dE Їй йе 
Clasificar el movimiento según sea subamortiguado, 21 x(t) = 10279" cos (5t- 1,2) cm 


sobreamortiguado o de amortiguamiento crítico. 21-56" x()=(5+30%mm 
. Representar gráficamente la posición, velocidad y acelera- 
ción del punto en función del tiempo desde t = 0 hasta que 21-57 x(t) =100 05% 8015! rad 


21-58% x(t) = е 9058 cos 3t — 6 sen 31) mm 
21-59 x(1) =80 05-80 cm 

21-60* x(t) = (-2 +51) rad 

21-61 x(t) = 2002: (12 sen 12/-5 cos 121) cm 
21-62 x(t) =-8e 0% sen (151 + 2,5) mm 
21-63" x(1) = – (5 +1002! ст 

21-64 x(t) =70 5% rad 

21-65* x(t) =(4- e rad 

21-66* x(t) =6 1% sen (10! — 2,5) mm 
21-67 x(t) = 307006 cos (8t + 1,8) cm 
21-68 x(t) =5 98015! mm 


21-69 a 21-76 Las siguientes ecuaciones diferenciales y con- 
diciones iniciales representan el movimiento de un punto ma- 
terial animado de movimiento vibratorio amortiguado. Para 
cada ecuación 


2. Clasificar el movimiento según sea subamortiguado, so- 
breamortiguado o con amortiguamiento crítico. 

b. Representar gráficamente la posición, velocidad y acelera- 
ción del punto en función del tiempo desde / = 0 hasta que 
la amplitud se haya reducido a un 5% de su valor inicial o 
hasta tres ciclos de la oscilación, lo que se produzca antes. 


21-69% 0,55 + 54+ 40х = 0; x, cm 

x(0) = 3 cm x(0) = 15 cm/s 
21-70% 33 460% +240x = 0; x, mm 

200) = -30 mm: 0) = 150 mm/s 
21-71 (0,25%%5%%25х = 0; х, cm 

x(0) = -5 ст (0) = 50 cm/s 
21-72% 23 4+4x +40x = 0; х, mm 

x(0) = 100 mm; Х0) = 150 mm/s 
21-73 01%%5%%5х = 0: x, cm 

x(0) = 8ст M0) = 25 cm/s 
21574 4% + 100% +200x = 0; x, mm 

x(0) = -100 mm; x(0) = -250 mm/s 
21-75" 0,2% +23 +5x = x, cm 

x(0) = -15 cm ЖО) = 0 cm/s 
21-75 57+ 102+ 50х =0; х, mm 

х(0) = 0 mm; (0) = 500 mm/s 


21-77% Un bloque de masa т se desliza por una superficie ho- 
rizontal exenta de rozamientos, según se indica en la figura 
P21-77, Determinar el coeficiente de amortiguamiento c del 
amortiguador único que podría sustituir a los dos representa- 
dos sin que cambiara la frecuencia de vibración del bloque. 


Figura P21-77 


21-78 Un bloque de masa т se desliza por una superficie ho- 
rizontal exenta de rozamientos, según se indica en la figura 
P21-78. Determinar el coeficiente de amortiguamiento c del 
amortiguador único que podría sustituir a los dos representa- 
dos sin que cambiara la frecuencia de vibración del bloque. 


Figura P21-78 


21-79 Un bloque que pesa 50 М pende, еп un plano vertical, 
de dos resortes y un amortiguador, según se indica en la figura 
P21-79. Si se desplaza el bloque 175 mm por encima de su po- 
sición de equilibrio y se suelta dándole una velocidad hacia 
arriba de 3,75 m/s cuando / = 0, determinar 


La ecuación diferencial que rige el movimiento. 

. El periodo de la vibración resultante. 

. La posición del bloque en función del tiempo. 

. El primer instante t; > 0 еп que el bloque pasa por su 
posición de equilibrio. 


ens» 


Figura P21-79 


21-80* Una masa de 2 kg pende, en un plano vertical, de dos 
resortes y un amortiguador, según se indica en la figura P21- 
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80. Si se desplaza la masa 5 mm por debajo de su posición de 
equilibrio y se suelta dándole una velocidad hacia arriba de 


с. La posición del bloque en función del tiempo, 
9. El primer instante t > 0 en que se anula la velocidad del 


250 mm/s cuando t = 0, determinar bloque. 


21-82* Una masa de 4 kg pende en un plano vertical, según se 
indica en la figura Р21-82. El resorte se halla sometido a trac- 
ción en todo momento y las poleas son pequeñas y exentas de 
rozamientos. Si se desplaza la masa 15 mm por encima de su 
posición de equilibrio y se suelta dándole una velocidad hacia 
abajo de 750 mm/s cuando Ё = 0), determinar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 

b. El periodo de la vibración resultante, 

с. La posición de la masa en función del tiempo. 

d. El primer instante t, >0 en que la masa pasa por su posición 
de equilibrio. 


. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 

El periodo de la vibración resultante. 

La posición de la masa en función del tiempo. 

El primer instante f; > 0 en que se anula la velocidad de la 
masa, 


ense 


1,5 kN/m 
Figura P21-80 
21-81 Un bloque que pesa 100 М se desliza por una superficie 
horizontal exenta de rozamiento, según se indica en la figura 125 Мут 


P21-81. Los dos resortes están sometidos a tracción en todo 
momento y las poleas son pequeñas y exentas de rozamientos. 
Si se desplaza el bloque 75 mm а la izquierda de su posición de 
equilibrio y se suelta dándole una velocidad de 1,25 m/s hacia 
la derecha cuando / = 0, determinar. 


Figura P21-82 


21-83* Los dos bloques de la figura P21-83 penden, en un pla- 


A ылла A штоошивно: по vertical, de una barra de masa despreciable que está hori- 


b. El periodo de la vibración resultante. 


Figura P21-83 


Figura P21-81 
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zontal en la posición de equilibrio. Si а = 15 cm y se suponen 
oscilaciones de pequeña amplitud, determinar. 


a. La razón de amortiguamiento С. 

b. El tipo de movimiento (subamortiguado, sobreamortigua- 
do o con amortiguamiento crítico). 

с. La frecuencia y periodo del movimiento (si procede). 

9. El valor de a que da amortiguamiento crítico. 


21-84* Las dos masas de la figura P21-84 se deslizan por sen- 
das superficies horizontales exentas de rozamiento. En la posi- 
ción de equilibrio, la barra ABC está vertical, siendo despreciable 
su masa. Si - 100 mm y se suponen oscilaciones de pequeña 
amplitud, determinar 


a. La razón de amortiguamiento $. 

b. El tipo de movimiento (subamortiguado, sobreamortigua- 
do o con amortiguamiento crítico). 

e. La frecuencia y periodo del movimiento (si procede). 

d. El valor de a que da amortiguamiento crítico. 


Figura P21-84 


21-85 Е bloque de25N de peso de la figura P21-85 se desliza 
por una superficie horizontal exenta de rozamiento mientras 
que el que pesa 15 N pende en un plano vertical. La barra ABC 
tiene masa despreciable y en la posición de equilibrio tiene ho- 
rizontal su brazo AB. Si с = 250 N - s/m y se suponen oscilacio- 
nes de pequeña amplitud, determinar 


a. La razón de amortiguamiento Č. 

b. El tipo de movimiento (subamortiguado, sobreamortigua- 
do о con amortiguamiento crítico). 

с. La frecuencia y periodo del movimiento (si procede). 

d. El valor de с que da amortiguamiento crítico. 


21-86 Para el sistema masa-resorte-amortiguador de la figu- 
ra 21-13 (pág. 467), determinar la razón de amplitudes de la vi- 
bración entre 


a. Los picos positivos segundo y tercero. 

b. Los picos positivos primero y tercero. 

с. Los picos positivos tercero y quinto. 

d. El primer pico positivo y el pico negativo siguiente. 


Figura P21-85 


21-87 Se quiere determinar el coeficiente de amortiguamien- 
to с de un amortiguador observando la oscilación de un bloque 
de 50 N de peso que pende de él según se indica еп la figura 
P21-87. Cuando se tira hacia abajo del bloque y se suelta, se ob- 
serva que la amplitud de la vibración resultante disminuye de 
125 mm а 75 mm en 20 ciclos de oscilación. Determinar el valor 
de csi los 20 ciclos se completan en 5 s. 


Figura P21-87 


21-88* Se quiere determinar el coeficiente de amortiguamien- 
to c de un amortiguador observando la oscilación de un bloque 
que pende de él en la forma indicada en la figura P21-87. Cuan- 
do se tira hacia abajo del bloque y se suelta, se observa que la 
amplitud de la vibración resultante disminuye de 75 mm a 20 
mm еп 10 ciclos de oscilación. Determinar el valor de с si la 
constante del resorte es £ = 1,5 kN/m y los 10 ciclos se com- 
pletan en 8 в. 


21-89 Enel instante /-0, el peso de 50 М del problema 21-83 
se halla y, cm por encima de su posición de equilibrio. Si se 
suelta el sistema con velocidad inicial nula, determinar el tiem- 
po y/o el número de ciclos que tardará la amplitud del movi- 
miento en reducirse al 1% de su valor inicial para: 
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b. a=60cm 


21-90* En el instante / = 0, la masa de 10 kg del problema 21- 
84 se halla x, mm a la izquierda de su posición de equilibrio. Si 
se suelta el sistema con velocidad inicial nula, determinar el 
tiempo y/o el número de ciclos que tardará la amplitud del 
movimiento en reducirse al 1% de su valor inicial para: 


а. а= 100 mm 
b. а= 500 mm 


21-91 Un cilindro uniforme, que pesa 35 №, rueda sin desli- 
zamiento por una superficie horizontal según se indica en la fi- 
gura P21-91. El resorte y el amortiguador están conectados a 
un pequeño pasador exento de rozamientos situado en el cen- 
tro G del cilindro de 20 cm de diámetro. Determinar, para este 
sistema: 


a. La razón de amortiguamiento $. 

b. El бро de movimiento (subamortiguado, sobreamortigua- 
do о con amortiguamiento crítico). 

с. La frecuencia y periodo del movimiento (si procede). 


хоб 


33,3 N -s/m 


120 N/m 


Figura P21-91 


21-92* Un cilindro uniforme de 5 kg rueda sin deslizamiento 
por un plano inclinado, según se indica en la figura P21-92. El 
resorte está unido a un hilo ligero inextensible, arrollado sobre 
el cilindro y el amortiguador lo está a un pequeño pasador 
exento de rozamientos situado en el centro G del cilindro de 
400 mm de diámetro. Determinar, para este sistema: 


Figura P21-92 
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а. La razón de amortiguamiento б. 

b. El tipo de movimiento (subamortiguado, sobreamortigua- 
do o con amortiguamiento crítico). 

с. La frecuencia y periodo del movimiento (si procede). 


21-93 Una barra esbelta uniforme de 1,5 m de longitud y que 
pesa 15 N gira alrededor de un pivote exento de rozamientos 
situado еп А, según se indica еп la figura Р21-93. En la posición 
de equilibrio, la barra está horizontal. Determinar, para este 
sistema: 


a. La razón de amortiguamiento Č. 

b. El tipo de movimiento (subamortiguado, sobreamortigua- 
do o con amortiguamiento crítico). 

с. La frecuencia y periodo del movimiento (si procede). 


Figura P21-93 


21-94* Una barra esbelta uniforme de 2 kg y 500 mm de longi- 
tud gira alrededor de un pivote exento de rozamientos situado 
en B, según se indica en la figura P21-94. En la posición de 
equilibrio, la barra está horizontal. Determinar, para este siste- 
та: 


а. La razón de amortiguamiento с. 

b. El tipo de movimiento (subamortiguado, sobreamortigua- 
do o con amortiguamiento crítico). 

£. La frecuencia y periodo del movimiento (si procede). 


21-95 Dos barras esbeltas uniformes están soldadas según se 
indica en la figura P21-95. La barra ABC pesa 10 N y en la po- 
sición de equilibrio está horizontal; la barra BD pesa 15 Му en 
la posición de equilibrio está vertical; el pivote está exento de 
rozamientos. Determinar, para este sistema: 


a. La razón de amortiguamiento С 

b. El tipo de movimiento (subamortiguado, sobreamortigua- 
do o con amortiguamiento crítico). 

c. La frecuencia y periodo del movimiento (si procede). 


21.4 VIBRACIONES FORZADAS 


La vibración forzada la origina y mantiene una fuerza periódica aplicada exte- 
riormente que no depende de la posición ni del movimiento del cuerpo. Dicha 
fuerza puede aplicarse directamente al cuerpo, como sucede en el caso de la 
fuerza que mantiene en movimiento al péndulo de un reloj. La fuerza se puede 
generar cuando oscile el soporte al cual está unido el cuerpo. como ocurre en 
el caso de la fuerza aplicada a un automóvil por los muelles de su suspensión 
cuando el vehículo va por una calzada con baches, También puede generarla 
interiormente el movimiento de piezas giratorias no equilibradas, como suce- 
de con la fuerza transmitida al árbol de transmisión cuando una rueda gira en 
torno a un eje que no pase por su centro de masa. 

Las vibraciones forzadas se presentan siempre que a un cuerpo se le aplique 
una fuerza variable periódicamente. Como toda función periódica del tiempo 
no armónica se puede expresar mediante una serie de Fourier (serie de funcio- 
nes armónicas simples), vamos a considerar una función armónica del tiempo 


P=P,senQt obien  P=P,cosQt 


Las constantes Рр y Q son, respectivamente, la amplitud y la pulsación (rad/s) 
de la fuerza impulsora. 


21.4.1 Fuerza armónica de excitación 


Para ilustrar las vibraciones forzadas con amortiguamiento viscoso, añadire- 
mos al sistema bloque-resorte-amortiguador de la figura 21-134 una fuerza ar- 
mónica de excitación, tal como se indica en la figura 21-204. En la figura 21-20b 
podemos ver el diagrama de sólido libre del bloque, en el cual éste se halla des- 
plazado una cantidad arbitraria en el sentido positivo de las abscisas. La fuerza 
elástica recuperadora que ejerce el resorte, F, = £x, está dirigida hacia la posi- 
ción de equilibrio (sentido de las abscisas negativas) y la fuerza amortiguado- 
ra, F¿=cx se ejerce en sentido opuesto al de la velocidad (también en el sentido 


200 тт 200 mm 


600 mm 


(а) 


ы -хы5- 
қ-а Po sen (0: 


Е, = ёх 


(b) 
Figura 21-20 
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de las abscisas negativas). Aplicando al bloque la segunda ley de Newton 
УР = ma, = тї tendremos la ecuación diferencial del movimiento del bloque 


= ci- $x + Py sen Qt = тї 
osea 
mă + că + kx =P, sen Qt (21-35) 


La ecuación 21-35 es una ecuación diferencial lineal, de segundo orden, no 
homogénea y de coeficientes constantes. Su integral general consta de dos par- 
tes: una solución particular más una solución complementaria. La solución parti- 
cular es una función cualquiera x(t) que satisfaga a la ecuación diferencial. La 
solución complementaria es la función x(t) que satisface a la parte homogénea 
de la ecuación diferencial, o sea a la ecuación 21-20. Por tanto, la solución com- 
plementaria vendrá dada por las ecuaciones 21-24, 21-28 o 21-31, según sea el 
valor de la razón de amortiguamiento £. La integral general de la ecuación 21- 
35 es, pues, 

34) = х0) + x(t) (21-36) 


La parte complementaria de la integral general se ha estudiado ya detalla- 
damente en el apartado 21.3. Por tanto, no la vamos a seguir considerando sal- 
vo para indicar que: 

1. Tanto si el sistema está sobreamortiguado como si está subamortiguado о 
con amortiguamiento crítico, x,(t) contiene dos constantes que hay que 
elegir de manera que satisfagan las condiciones iniciales. Ahora bien, al 
calcular dichas constantes debe incluirse la solución particular. Es decir, si 
la posición y velocidad iniciales son x(0) = хуу Х(0) = vo, respectivamente. 
será х(0)-х0-х(0)у 5.0) =v- х0). 

2. Ningún sistema real está totalmente exento de rozamientos. Por tanto, la 
solución complementaria x(t) irá disminuyendo еп el transcurso del tiem- 
po. Como esta solución sólo será apreciable durante cierto tiempo (gene- 
ralmente corto) a partir del inicio del movimiento, recibe el nombre de 
solución transitoria. 


La parte particular de la solución es una función cualquiera x,(1) que satis- 


faga a la ecuación 21-35. Como la fuerza periódica de excitación es armónica, 
parece razonable aventurar que también lo sea x(t) 


х„ = Dsen(Qt- y.) (21-37) 


D sen Qt cos y, — D sen y, cos О! 


donde habrá que tomar las constantes D y y de manera que la solución хр) 
satisfaga a Іа ecuación diferencial 21-35. Derivando adecuadamente y aplican- 
do las derivadas en la ecuación diferencial tenemos 


рүе то?) cos y, + СО sen y, | sen Qt 
D [cQ cos у, – (%-тО?3) (sen цу.) | cos Qt = Р sen Qt (21-38) 


Ahora bien, la solución (ec. 21-37) se supone que satisface a la ecuación dife- 
rencial en todo momento. Por tanto, la ecuación 21-38 debe cumplirse para 


todo valor del tiempo. En particular, cuando / = 0, sen Qt = 0 y cos ОР = 1 con 
loque! 
со 250/0, 


Ena? Т- (070)? іе 


tan Y, = 


El ángulo de fase y, representa el retraso de la respuesta D веп(О/- y, ) respecto 
a la fuerza aplicada Ру sen Q4. Es decir, la respuesta pasa por su máximo y, /Q 
segundos después de que lo haga la fuerza aplicada. 

Cuando Qt = 1/2, sen Qt = 1 y cos Qt = 0 con lo que la ecuación 21-38 nos da 


Po 


З= (2 =- т?) cos y, + О sen y, 


donde (у. fig. 21-21) 

со 
тО?)? + (cQ)? 
k- mQ? 


68%, ОГ) + (оу? 


Por tanto, la amplitud de la solución particular es 


ж Р, 
7 О = т92)2 + (со) 


= Port (21-40) 
Mi- (О/@„)?]? + (20070): 


Como la amplitud de la solución particular es constante, a dicha solución se le 
da el nombre de vibración permanente. Es decir, cuando la parte transitoria x, 
de la solución ya ha desaparecido, el sistema oscila cumpliendo x(t) = 
D sen(Q!— y,) mientras siga aplicada la fuerza impulsora Ph sen Qt. 

Ahora bien, notemos que б, - Py/ ф es la deformación que sufriría el resorte 
si se le aplicara estáticamente la fuerza P}? Entonces, el cociente Рё, represen- 
ta el número de veces que la magnitud de la oscilación dinámica es mayor que 
la deformación estática. A este cociente se le denomina factor dinámico de ampli- 
ficación y viene dado por 


DD П 
zp. 21-41 
8, 5,47 (070 + (25070) pi 


En las figuras 21-22 y 21-23 podemos ver la variación del factor de amplifi- 
cación D / 8, y del ángulo de fase y, con la razón de frecuencias £2/ «o, para di- 
versos valores de la razón de amortiguamiento С. Cuando se aplica la fuerza 
perturbadora P¿sen Qt a frecuencias bajas (Q/0, < 1), la respuesta permanente 
está en su mayor parte en fase con la fuerza perturbadora (0 < yw, < 90°), Es decir, 
la fuerza perturbadora se ejerce generalmente hacia la derecha (P sen ОР > 0) 


1 Como siempre, los coeficientes т, 4, су Pyen las soluciones de las ecuaciones 21-38 a 21-42 de- 
ben interpretarse como los coeficientes de la ecuación diferencial 21-35, Pueden referirse, o по, 
a los valores de la masa, constante del resorte, etc., del sistema real. 

2 La deformación estática б, no debe confundirse con la deformación en equilibrio д, de los apar- 
tados 21.2 y 21.3. La deformación estática 8, describe la deformación que se produciría si se apli- 
сага estáticamente al resorte la fuerza Ру no tiene nada que ver con el equilibrio del sistema, 
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t- ma? 
Figura 21-21 


VIBRACIONES MECÁNICAS 


Desplazamiento, x Desplazamiento, x 


Desplazamiento, x 


) 
N 


(а) №,= 30° = 1. rad 


Tiempo, t 


A 


Y 
A 


Ñ 


4 


Y 


А 
En oposición de fase 
Tiempo, t 
(0 у, = 90° = + rad 


Figura 21-24 


қ 
и 
7 
A 


A 
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cuando el bloque se halla a la derecha de la posición de equilibrio (х, > 0) y vi- 
ceversa (fig. 21-244). En realidad, a frecuencias muy bajas (Q / ), = 0), el siste- 
ma se halla esencialmente en equilibrio estático; el ángulo de fase es casi nulo 
(y. = 0), el factor de amplificación es aproximadamente igual a uno (D / б, = 
1) y la respuesta permanente es x,(1) = (Py sen 04) / 4. 

Cuando la fuerza perturbadora se aplica a frecuencias elevadas (Q / а), > 1), 
la respuesta permanente está en su mayor parte en oposición de fase con la fuerza 
perturbadora (90°< y, < 180%). Es decir, la fuerza perturbadora se ejerce gene- 
ralmente hacia la derecha (Py sen Q£>0) cuando el bloque se halla a la izquier- 
da de su posición de equilibrio (Xp <0) y viceversa (fig. 21-24b). A frecuencias 
muy elevadas (О / а), >> 1), la respuesta está casi en oposición de fase total con 
la fuerza perturbadora (y, = 1807) y el factor de amplificación es aproximada- 
mente nulo e independiente de la razón de amortiguamiento. El bloque se 
mantiene, en esencia, estacionario a causa de la resistencia inerte del bloque. 


+ 


- 


ы 


Factor de amplificación dinámico, рр 
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On 


Figura P21-22 


Cuando se aplica la fuerza perturbadora a una frecuencia próxima a la fre- 
cuencia propia del sistema (Q / о, = 1) y el amortiguamiento es débil (¢ = 0), 
la amplitud de la vibración se amplifica de manera sustancial. En realidad, si 
el sistema no tuviera amortiguamiento y lo excitara una fuerza armónica de 
frecuencia próxima a la frecuencia propia (Q = @,), la amplitud de la vibración 
se haría muy grande según nos indica la ecuación 21-40.! Esta condición recibe 
el nombre de resonancia. La figura 21-22 nos sugiere que la amplitud de la оз- 
cilación se puede controlar bien sea evitando la condición de resonancia o (si 
no pudiera evitarse) aumentando el amortiguamiento £. 

Cuando la frecuencia de la fuerza perturbadora se hace igual a la frecuencia 
propia del sistema (Q / а), = 1), la respuesta está retrasada 90° respecto a la fuer- 
za perturbadora cualquiera que sea la razón de amortiguamiento (v. fig. 21-23). 
Por tanto, el desplazamiento х(1) = D sen (О/- л/2) = – сов О! será máximo 
cuando la fuerza perturbadora Р, sen Qt sea nula y recíprocamente (fig. 21- 
24c). En cambio, la velocidad +00 = DQ cos (Qt- л/2) = DA sen О está en fase 
con la fuerza perturbadora Py sen Qt. También cuando Q/w, =1, la ecuación 21- 
41 nos dice que el factor de amplificación 0/5, = 1/2. Estas características se 
aprovechan a menudo para determinar experimentalmente la frecuencia pro- 
pia y la razón de amortiguamiento. 

Debe observarse, no obstante, que salvo en el caso en que С = 0, las gráficas 
del factor de amplificación (y por tanto las de la amplitud de la vibración) no 
presentan su máximo en el punto Q/w, = 1 exactamente. Al aumentar el amor- 
tiguamiento disminuye la frecuencia de resonancia —la frecuencia a la cual la 
curva de la amplificación presenta su máximo. Cuando $ = ,/1/2, la amplitud 
máxima tiene lugar en Q = 0. Cuando ¿> „/172 „Іа amplitud de vibración D es 
menor que el desplazamiento estático б, para todas las pulsaciones Q > 0. La 
situación exacta de la frecuencia de resonancia correspondiente a un valor 
dado cualquiera de $ se puede calcular haciendo igual а cero la derivada res- 
pecto a 9/0», del factor de amplificación. 

En resumen, la solución total consta de dos vibraciones superpuestas x(t) = 
X(t) + x(t). En el caso de sistemas subamortiguados 6 < 1, el desplazamiento es 


x(t) = Ағ! cos (бу! — 0) + D sen(Qt- yw) (21-42) 


El primer término de la ecuación 21-42 representa una vibración libre del sis- 
tema. Su frecuencia sólo depende de propiedades del sistema (la constante del 
resorte £, el coeficiente de amortiguamiento с y la masa т) y no depende de la 
fuerza perturbadora. La amplitud de la vibración libre (o vibración transitoria) 
disminuye en el transcurso del tiempo a causa de las fuerzas amortiguadoras. 
Las constantes А y ф, se eligen de manera que ajusten la solución total a las con- 
diciones iniciales. 

El último término de la ecuación 21-42, que representa la vibración perma- 
nente del sistema, es la parte de la solución que suele tener un interés primor- 
dial. La frecuencia de la vibración permanente es igual a la de la fuerza 
perturbadora aplicada y su amplitud depende del cociente Q/ а), entre las pul- 
saciones o frecuencias. 


! Desde luego, todos los sistemas reales poseen algo de amortiguamiento y por tanto la amplitud 
de la vibración no puede hacerse infinita. Además, las limitaciones físicas tales como la longitud 
del resorte también limitan la amplitud de la vibración. Así y todo, la resonancia constituye una 
condición peligrosa y deberá siempre evitarse, 
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Figura 21-26 


21.4.2 Movimiento armónico del apoyo 


La causa de las vibraciones forzadas no tiene por qué ser una fuerza periódica 
aplicada directamente a la masa del sistema. En muchos sistemas, tales como 
las suspensiones de automóviles, las vibraciones forzadas las origina el movi- 
miento periódico del soporte en que se apoya el sistema y no una fuerza apli- 
cada directamente. Veremos que el movimiento periódico del apoyo equivale 
a una fuerza perturbadora periódica. Mientras los coeficientes m, 4, су Py de 
las soluciones (ecs. 21-38 a 21-42) se interpreten como coeficientes de la ecua- 
ción diferencial del movimiento del sistema, las mencionadas soluciones serán 
igualmente aplicables a este caso. 

Por ejemplo, supongamos que al apoyo al que está sujeto el resorte de la fi- 
gura 21-134 se le comunica un desplazamiento variable periódicamente х) = 
b sen Qt, tal como se indica en la figura 21-25. En la figura 21-25b podemos ver 
el diagrama de sólido libre del bloque, en el cual éste está desplazado una dis- 
tancia arbitraria en el sentido positivo de las abscisas. El alargamiento del re- 
sorte es la diferencia entre los desplazamientos del bloque y del apoyo móvil 
x(t) —x(t) =b sen Qt- x(t). Por tanto, la fuerza elástica recuperadora que ejerce 
el resorte es F, = ¿(b sen Qt — x), dirigida hacia la derecha (el resorte está esti- 
rado y tira del bloque siempre que Р sen Qt > x). Como el amortiguador está 
unido a un apoyo fijo, su extensión por unidad de tiempo será Х(1) y la fuerza 
amortiguadora Р, = cx tendrá sentido opuesto al de la velocidad (sentido ne- 
gativo de las abscisas). Aplicando la segunda ley de Newton del movimiento 
УР = ma,= mx al bloque tendremos la ecuación diferencial 


-сХ + deb sen О/-х) = mí 


mi+ci+ kx = kb sen О! (21-43) 


Pero la ecuación 21-43 es formalmente igual a la 21-35 pues basta sustituir en 
ésta Ру por kb. Por tanto, la ecuación 21-43 tendrá la misma solución que la 21- 
35. Es decir, las soluciones definidas por las ecuaciones 21-38 a 21-42 también 
describen el movimiento del bloque sometido al desplazamiento del apoyo 
Xy(t) = В sen Qt cuando se interpreta que las constantes т, с, £ y Po son los co- 
eficientes de la ecuación diferencial del movimiento escrita en la forma de la 
ecuación 21-35. 


21.4.3 Rotación descompensada 


Otra fuente corriente de vibraciones forzadas la encontramos en el desequili- 
brio de una pieza giratoria de una máquina. Por ejemplo, la pequeña masa m, 
de la figura 21-26a gira con una celeridad angular Q en torno a un eje fijo del 
bloque de mayor tamaño cuya masa es M. Cuando se desplaza éste una distan- 
cia arbitraria х(4) еп el sentido positivo de las abscisas, la posición de la masa 
pequeña será x(t) + e sen Qt. En el diagrama de sólido libre representado en la 
figura 21-26b, no es necesario dibujar las fuerzas interiores que se ejercen entre 
la masa y el bloque. La fuerza elástica recuperadora que ejerce el resorte, Р, 
Lx, está dirigida hacia la posición de equilibrio (sentido negativo de las absci 
sas). La fuerza amortiguadora, Р, = сї tiene sentido opuesto al de la velocidad 
—también el sentido negativo de las abscisas. Aplicando la segunda ley de 


Newton del movimiento EF = ma,= mi al bloque y a la masa tenemos Іа ecua- 
ción diferencial 
-сі-ӛх- Më +m, E +e sen ©!) sa ор 
y ар 
osea 
(M+m)+cx+ ёх = em, Q? sen О! (21-44) 


Esta ecuación es formalmente igual a la 21-35 pues basta sustituir Py por ет,02 
y m por M + m, para pasar de la 21-35 a la 21-44. Es decir, las soluciones defi- 
nidas por las ecuaciones 21-38 a 21-42 también describen el movimiento del 
bloque sometido a la descompensación rotatoria de la pequeña masa т, cuan- 
dose interpretan las constantes m, с, 4 y Русото los coeficientes de la ecuación 
diferencial del movimiento escrita en la forma de la ecuación 21-35, 


Un motor de 3 kg descansa sobre un resorte ( £ = 150 KN /m) y un amortiguador 
(с = 120 № - s/m) según se indica еп la figura 21-27a, En el borde de la polea del 
motor (е = 25 mm) está fija una pequeña masa (m = 0,5 kg). Determinar la máxi- 
та amplitud de la vibración forzada resultante del motor. 


SOLUCIÓN 


En la figura 21-27) puede verse el diagrama de sólido libre del motor correspon- 
diente a una posición y arbitraria (positiva). La fuerza hacia abajo en el resorte 
ез F,= (y + б) donde д, es el alargamiento del resorte en la posición de equi- 
librio, en la cual y = 0. En la posición de equilibrio (antes de ponerse en marcha 
el motor), y= y =0 y la componente vertical de equilibrio (ТУР, = 0) 


-(3%0.5)(9.81)- 1500006, =0 (а) 


da la deformación estática del resorte б„ =—2,289(10” *) m = -0,2289 mm. Una 
vez en marcha el motor, la segunda ley de Newton XF,=my da 


= (3 +0,5) (9,81) — 150 000(y + 5,,) - 120y 


2 2 ® 
Ag жз +05 La +0,025 sen О!) 


Sustituyendo ahora б„ por su valor –2,289(107 *) m en la ecuación b o, lo que es 
equivalente, restando la ecuación a de la ecuación b, se tiene la ecuación diferen- 
cial del movimiento del motor 


3,51) + 120) + 150 000y = 0,01259? sen Qt 


Por tanto, la pulsación propia y la razón de amortiguamiento del movimiento 
son 


w, = .Л50000/3,5 = 207,0 rad/s 
120 
t = aayy = 908282 
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АЖ y la amplitud de la vibración estacionaria es 
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(0,01259?) / 150 000 
[1 - (Q/207, + [2(0,08282)02/207,0]? 


Para hallar el valor de О que da la amplitud máxima, se hace igual a cero la de- 
rivada 40/4 Q = 0, lo cual da Q = 208,4 rad /s. Luego 


Dmax = 0.02163 m = 21,63 mm Resp. 


PROBLEMA EJEMPLO 21.8 


Un bloque que pesa 120 N se desliza por una superficie exenta de rozamiento, 
según se indica еп la figura 21-284. El resorte tiene su longitud natural cuando 
la barra AB está vertical y la BC horizontal. Los pesos de estas barras son despre- 
ciables. Suponiendo oscilaciones de pequeña amplitud, determinar 


а. El dominio de pulsaciones О para el cual el movimiento angular estaciona- 
rio de la barra AB es inferior a +5”. 

b. La posición del bloque en función del tiempo si se desplaza 5 cm hacia la 
derecha y se suelta a partir del reposo cuando ! = 0 y Q = 25 rad/s. 


wr 
pa 
Р | | и; : SOLUCIÓN 
a. Еп las figuras 21-28b y 21-28c se han representado los diagramas de sólido 


Де libre del bloque y de la barra АВ, en los cuales se ha desplazado el bloque 
|х una distancia arbitraria en el sentido positivo de las abscisas (hacia Іа dere- 


cha). Cuando se desplaza el bloque una distancia x hacia la derecha, la ba- 
т Еее rra AB gira en sentido horario un ángulo Ө. Si las oscilaciones son de 
pequeña amplitud, sen Ө = 6, cos Ө = 1, la compresión del resorte será 2x/3 
y la razón de compresión del amortiguador será x/3. Como la masa de la 
м 


barra es despreciable, también lo será su momento de inercia y 


w LEM, = (6003) +2( 7502) зт = 0 


osea 
200. |10000 
T got 5 (a) 
Aplicando ahora la segunda ley de Newton EF = ma, = mx al bloque, se 
tiene 
{ 21%; 
100 sen Qt- T = 981 ib) 


Sumando las ecuaciones a y b se tiene la ecuación diferencial del movimien- 
to del bloque 


Figura 21-28 12,232% + 66,67 + 3333x = 100 sen Qt 


Por tanto, la pulsación propia y la razón de amortiguamiento del sistema 
son 


0, = ,/3333/12,232 = 16,508 rad/s 
66,67 
© = ma = 0185! 
Como se quiere mantener el movimiento angular de la barra AB inferior a 
5° = 0,08727 rad, la amplitud máxima de la vibración estacionaria del blo- 
que será 


100 


D = (0,9 т) (0.08727 rad) = 
63-222) + (66,610)? 
que corresponde alas pulsaciones límite 
Q = 14,26 rad/s о bien 17,66 rad/s 


Las pulsaciones comprendidas entre estos dos valores dan amplitudes de- 
masiado grandes por lo que el dominio de pulsaciones permitidas es 


0<Q< 14,26 rad/s 17,66 rad/s <Q Resp. 


Cuando Q = 25 rad/s, la ecuación del movimiento del bloque es 


0) = Act 5%! cos (agt - 0) +D sent- y,) 


donde 

@ = 16,508./1 — (0.1651)? = 16,28 rad/s 

Da 100 

13333 122320514 [66,67(25)17 
= 0.002387 m = 2,387 mm 

y 

= tan - 1— (66:6) (25) 2 pl 

o a 115857 – 2773940 

Peroen!=0 


x(0) = 2 = А cos ø, – 0.002387 sen 158,9" 
Җ(0) = A[16.28 sen 9, - (0,1651) (16,508) cos Ф] 
+ (0,002387) (25) cos 158,9 = 0 
Por tanto, А = 0,05224 m = 5,22 ст, ф, = 38,29%- 0,668 rad y 
x(t) = 0,5224e-273! cos (16.281 — 0.668) + 0,2387 sen (251 2,773) ст Resp. 
En la figura 21-28d se ha representado esta solución. A efectos de compara- 


ción, se ha representado también una curva de carga unitaria (sen 251) y la 
porción estacionaria de la respuesta х,/1) = 0,2387 sen (25t 2,773). 


Desplazamiento, х (cm) 
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PROBLEMAS 


21-96* Una integral particular de la ecuación diferencial del 
movimiento 
тізсізіх = Py cos О! 


puede escribirse en la forma 
1, (1) = D cos(Q1- у) 
Determinar expresiones para D y y. similares a las ecuaciones 


21-39 y 21-40 correspondientes a este caso. 


21-97 Determinar el máximo factor dinámico de amplificación 
dado por la ecuación 21-41 y la razón de frecuencias ((2/0,) a la 
cual se produce en función de la razón de amortiguamiento Č. 


21-98* Un bloque de 20 kg se desliza por una superficie exen- 
ta de rozamiento según se indica en la figura P21-98, El resorte 
(4 =500 N/m y el amortiguador (с = 40 N -s/m) están unidos 
a una pared oscilante. Determinar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento del bloque. 
b. Una solución particular de la forma x,(1) = D sen(Q4= y). 


5 sen 8! mm 


Figura Р21-98 


21-99 Se aplica una fuerza hacia arriba P(t, 
bloque de 50 N del problema 21-79. Para las mismas condicio- 
nes iniciales que se dan en éste, determinar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 
b. La posición del bloque en función del tiempo. 


21-100* Se aplica una fuerza hacia abajo P(t) = 600 sen 20t N 
al bloque de 2 kg del problema 21-80. Para las mismas condi- 
ciones iniciales que se dan en éste, determinar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 
b. La posición del bloque en función del tiempo. 


21-101 Se aplica una fuerza hacia la derecha P(t) = 200 sen 
12t N al bloque de 100 N del problema 21-81, Para las mismas 
condiciones iniciales que se dan en ese problema, determinar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 
b. La posición del bloque en función del tiempo. 


21-102* Se aplica una fuerza hacia abajo P(t) = 150 sen 18: N 
al bloque de 4 kg del problema 21-82. Para las mismas condi- 
ciones iniciales que se dan en ese problema, determinar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 
b. La posición del bloque en función del tiempo. 


21-103 Los dos bloques de la figura P21-103 penden, en un 
plano vertical, de una barra de masa despreciable que está ho- 
rizontal en la posición de equilibrio. Si se aplica al punto D de 
la barra una fuerza hacia arriba P(t) = 20 sen О! М, determinar 


а. La máxima amplitud de la oscilación estacionaria del blo- 
que de 50 N. 

b. El dominio de pulsaciones О que hay que evitar para que 
la amplitud de oscilación del bloque de 50 N no supere los 
375 mm. 


20 sen QtN 
С 


D 


ol 225 mm 


ls 


2,5 kN/m 33 N - s/m 


Figura P21-103 


21-104* Las dos masas de la figura P21-104 se deslizan por 
sendas superficies horizontales exentas de rozamiento. La ba- 


4 kN/m 


60 N + s/m 


ù 


Figura P21-104 


rra ABC es de masa despreciable y está vertical en la posición 
de equilibrio. Si al punto D de la barra se aplica una fuerza 
P(t) = 50 sen Qt М, determinar 


a. La máxima amplitud de la oscilación estacionaria del blo- 
que de 10 kg. 

b. El dominio de pulsaciones Q que hay que evitar para que 
la amplitud de la oscilación estacionaria del bloque de 10 
kg no supere los 25 mm. 


21-105 Еп el caso del bloque de 50 N del problema 21-79, 
determinar la amplitud de la oscilación estacionaria que re- 
sulta cuando el apoyo inferior oscila verticalmente según la 
ley y = 175 sen ЗОР mm. 


21-106* En el caso del bloque de 4 kg del problema 21-82, 
determinar la amplitud de la oscilación estacionaria que re- 
sulta cuando el soporte superior oscila verticalmente según 
la ley y = 80 sen 351 mm. 


21-107 En el caso del bloque de 100 N del problema 21-81, 
determinar la amplitud de la oscilación estacionaria que re- 
sulta cuando el apoyo inferior oscila verticalmente según la 
ley y = 375 sen 12t mm. 


21-108* En el caso del bloque de 4 kg del problema 21-82, 
(pág. 476) determinar la amplitud de la oscilación estaciona- 
ria que resulta cuando el apoyo inferior oscila verticalmente 
según la ley y = 200 cos 18/ mm. 


21-109 Enel caso del sistema del problema 21-83, determinar 
la amplitud de la oscilación estacionaria del bloque de 50 N 
cuando а = 225 mm y 


a. Elapoyo inferior de la izquierda oscila verticalmente según 
la ley y = 100 sen 9 mm. 

b. El apoyo inferior de la derecha oscila vericalmente según la 
ley 00 cos 9 mm. 


21-110" Enel caso del sistema del problema 21-64, determinar 
la amplitud de la oscilación estacionaria del bloque de 10 kg 
cuando а = 150 mm y 


a. El soporte superior de la izquierda oscila horizontalmente 
según la ley х = 5 sen 8t mm. 

b. El soporte inferior de la izquierda oscila horizontalmente 
según la ley x = 5 sen В! mm. 


21-111 Al bloque de 50 М del problema 21-74 pág. 475) se le 
agrega un peso de 10 N que describe una circunferencia de ra- 
dio 15 cm con celeridad angular Q = 30 rad /s. Determinar la 
amplitud de la oscilación estacionaria resultante, La circunfe- 
rencia está en el mismo plano vertical que el amortiguador y 
los resortes. 


21-112* Al bloque de 2 kg del problema 21-80 se le agrega una 
masa de 0,6 kg que describe una circunferencia de 150 mm de 
radio con celeridad angular Q = 20 rad /s. Determinar la ampli- 
tud de la oscilación estacionaria resultante. La circunferencia 
está en el mismo plano vertical que el amortiguador y los re- 
sortes. 


21-113 Al bloque de 100 N del problema 21-81 se le agrega 
un peso de 7,5 N que describe una circunferencia de 45 cm de 
radio con celeridad angular Q= 12 rad /s. Determinar la ampli- 
tud de la oscilación estacionaria resultante. La circunferencia 
está en el mismo plano vertical que el amortiguador y los re- 
sortes. 


21-114* Al bloque de 4 kg del problema 21-82 se le agrega una 
masa de 0,8 kg que describe una circunferencia de 400 mm de 
radio con celeridad angular Q = 52 rad /s. Determinar la ampli- 
tud de la oscilación estacionaria resultante. La circunferencia 
está en el mismo plano vertical que el amortiguador y las po- 
leas. 


"AAA AAA TETAS 


21.5 MÉTODOS ENERGÉTICOS 


El método seguido en los primeros apartados de este capítulo ha consistido en 
obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento mediante la aplicación de 
la segunda ley de Newton al diagrama (o diagramas) del sólido libre. Dichas 
ecuaciones diferenciales, una vez integradas, nos daban la frecuencia, el perio- 
do y la amplitud de vibración, así como las ecuaciones de la posición, veloci- 
dad y aceleración del sistema. En este procedimiento directo, el análisis debía 
comprender todas las fuerzas (incluidas las de conexión interna y de rozamien- 
to o de amortiguamiento viscoso). 

No obstante, si sobre el sistema no se ejercieran fuerzas de rozamiento o de 
amortiguamiento viscoso, el teorema de las fuerzas vivas descrito en los capí- 
tulos 17 y 18 puede simplificar el procedimiento. Cuando todas las fuerzas que 
se ejerzan sobre el sistema sean conservativas (como en el caso de la vibración 
libre no amortiguada de un punto o de un cuerpo rígido), el teorema citado se 
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reduce a la conservación de la energía: la energía mecánica total del sistema se man- 
tiene constante 


T+V = constante 


Podemos manipular el principio de conservación de la energía para tener la 
ecuación diferencial del movimiento y la frecuencia propia de vibración. 

Aun cuando todos los sistemas reales pierden energía en los rozamientos, 
en muchos casos el amortiguamiento es muy débil y al considerar estos siste- 
mas exentos de amortiguamiento, los errores que se cometen al determinar la 
frecuencia propia de vibración (y el periodo propio) resultan ser muy peque- 
ños. El método del trabajo y la energía resulta especialmente adecuado para los 
problemas en los que intervienen puntos materiales conectados rígidamente y 
sistemas de cuerpos rígidos conectados entre sí. Al utilizar este método, no es 
necesario aislar el sistema ni considerar por separado el movimiento de sus 
distintas partes. 


21.51 Ecuación diferencial del movimiento obtenida por métodos 
energéticos 


Consideremos de nuevo el bloque representado en la figura 21-54 (pág. 450), el 
cual se desliza por una superficie lisa horizontal. Cuando se desplaza el blo- 
me una distancia x en el sentido positivo de las abscisas, su energía cinética es 

T= | то? = ¿mx? y la energía potencial de la fuerza elástica que ejerce el resorte 
es V= j 435, Entonces, derivando respecto al tiempo la energía mecánica (que 
es constante) tenemos 


ir V) = 41 bel тї (kx+mi)x = 0 (21-45) 


2 


Pero como la velocidad x no es nula en todo momento, la ecuación 21-45 nos 
da la ecuación diferencial del movimiento 


тї+ ёх = 0 (21-46) 


que coincide con la ecuación 21-2. Entonces, la pulsación propia о,, el periodo 
Tm etc., se deducen de la ecuación diferencial tal como se hizo en el apartado 
222. 


21.5.2 Frecuencia de vibración obtenida por métodos energéticos 


La frecuencia y el periodo propios se pueden también determinar utilizando el 
principio de conservación de la energía sin deducir antes la ecuación diferen- 
cial del movimiento. En el apartado 21.2 vimos que cuando un sistema vibra 
con movimiento armónico simple en torno a su posición de equilibrio (donde 
х = 0), la posición y la velocidad del sistema se pueden escribir en la forma 


x(t) = A зеп(ю„!—0,) 
v(t) = ЖІ) = Am, cos(a, 1-0.) 


Pero en estas expresiones observamos que la posición es máxima (ха, = А) 
cuando la velocidad es nula. Es decir, la energía potencial es máxima cuando 
la energía cinética es nula. Análogamente, la velocidad máxima (2,4, = AO, = 
W;Xmáx) Se tiene donde la posición es nula, por lo cual, la energía cinética es 
máxima cuando es nula la energía potencial. Por tanto, la energía mecánica to- 
tal del sistema es 


142 ТЕ" 
T+V=T máx t0 =0+У„=»зтХї„ = 5 Хк 


Ito, AP = Jia? 


Despejando la pulsación propia 0, tenemos 
O, = J4/m 


que coincide con la del apartado 21.2. 


PROBLEMA EJEMPLO 


Determinar la ecuación diferencial del movimiento del carrito del Problema 
Ejemplo 21-2 mediante el método energético. 


SOLUCIÓN 


En el diagrama de sólido libre del carrito (fig. 21-10b) se ve que cuatro de las cin- 
со fuerzas que sobre él actúan son conservativas y la quinta no trabaja. Por tanto, 
la ecuación diferencial podrá obtenerse mediante el principio de conservación 
de la energía. 

Antes de iniciarse el movimiento, el carrito se halla en su posición de equili- 
brio estático у el equilibrio (LF, = 0) da 


416% 68,2 — Ёд -Mg sen 15° = 0 (а) 


donde б, б у ya son las deformaciones de los resortes en la posición de equi- 
librio estático (x = 0). Aun cuando los valores de д, 5,2 а no se pueden de- 
terminar, la ecuación a los relaciona con el peso del carrito. 

En la posición arbitraria representada en la figura 21-10b, la energía cinética 
del carrito es 


Cuando se mueva hacia la derecha, su centro de gravedad se eleva de manera 
que la energía potencial gravitatoria será 


у, = mgx sen 15° 
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(b) 


Figura 21-10 


492 а. Además, cuando el carrito se mueva hacia la derecha, los alargamientos de los 
VIBRACIONES MECÁNICAS resortes 1 y 2 disminuirán y el del resorte З aumentará. Por tanto, las energías 
potenciales elásticas de los tres resortes serán 


Ма = 8202 Va = lp) 


1 
2 
1 2 

Удт 3446, + Хх)? 


y la ecuación que traduce la conservación de la energía toma la forma 


T+V= Emi mg sen 15° + ЕШ 2] 


PE A thata Ф 


= const. 


Derivando respecto al tiempo la ecuación b, se tiene 


41-91 (a 
+x) 


ӛт» V) = Іт%%та sen 15%- 4 (6, 


4100250) +4506, 
Pero сото la velocidad x del carrito no siempre es пша, deberá ser nulo el tér- 
mino entre corchetes. Por último, sumando las ecuaciones а y с se tiene la ecua- 
ción diferencial del movimiento del carrito 


mi+ ($+ t+ 4x = 0 Resp. 


que es la que se dedujo en el Problema Ejemplo 21-2. 


LEMA EJEMPLO 21.10 


5 $z Un bloque de 5 kg se desliza por una superficie horizontal exenta de rozamien- 
“ to, según se indica en la figura 21-294. Las constantes de los resortes son 4 |- 600 
N/m y £,= 300 N/m. Suponiendo que los hilos estén siempre tensos, determi- 
nar la frecuencia propia de la vibración libre no amortiguada del bloque me- 
diante un método energético. 


SOLUCIÓN 


En el diagrama de sólido libre del bloque (fig. 21-29b) se ve que dos de las fuer- 
zas (mg y N) no trabajan y las demás se deben a resortes, por lo que son conser- 
vativas. En consecuencia, el bloque oscilará con movimiento armónico simple y 
se podrá obtener la frecuencia propia de vibración utilizando el principio de 
conservación de la energía. 

Antes de iniciarse el movimiento, el bloque está en su posición de equilibrio 
] 2 = hago + 3% estático y el equilibrio (ZF, = 0) da 

N 


Bhaby 2 418,1 = 0 (a) 


tb) 
donde ĝ y 6,2 son las deformaciones de los resortes en la posición de equilibrio 


Figura 21-29 estático (x = 0). Cuando el bloque se haya movido hacia la derecha una distancia 


x, el alargamiento del resorte 1 habrá aumentado 2x y el del resorte 2 habrá dis- 
minuido 3x. Por tanto, la energía potencial elástica de los resortes será 

1 2-1, 

V= F tlp +24)°- 14644,6, - ЗАР 5662 (b) 

donde se han restado las constantes de manera que el cero de energía potencial 

corresponda a la posición de equilibrio. Desarrollando la ecuación b y simplifi- 

cando con ayuda de la ecuación a se tiene 
у, 


Жл? +44,х6, 


ш! +90222—045х8,0) = 44у +9442 


La energía cinética del bloque es, simplemente, 


Ahora bien, en el caso de un cuerpo que oscile con movimiento armónico 
simple, su posición y velocidad se pueden escribir en la forma 


x= A senlo, t-o) 
# = AQ, cos(a, t- 0) 


Por tanto, cuando la posición sea nula (x = 0), la energía potencial también lo 
será (V = 0), la velocidad es máxima (x = Хуа = Ао), así como la energía 
cinética (T = T msx = т4202). Por otra parte, cuando la posición sea máxima, es 
decir х = хь = А, también lo será la energía potencial (V = Ү = 
14 4, +94,)A2), la velocidad será nula (v= 0) así como la energía cinética (T = 
0). Escribiendo la ecuación que traduce la conservación de la energía entre estas 
dos posiciones (T mixt 0 =0 + Vmax) se tiene 


imata? = Lal +94)А? (0 


Por último, despejando la pulsación propia еп la ecuación с se tiene 


4 +94 


39,5 rad/s Resp. 


Los dos bloques representados en la figura 21-304 se deslizan por sendas super- 
ficies horizontales exentas de rozamiento. Las barras de conexión tienen peso 
despreciable y en la posición de equilibrio, ABC está vertical. Supóngase oscila- 
ciones de pequeña amplitud y utilícese un método energético para determinar 


a. La ecuación diferencial del movimiento del bloque de 75 М. 
b. La pulsación propia de la oscilación. 
SOLUCIÓN 


a, Еп la figura 21-30b puede verse el diagrama de sólido libre del conjunto. 
Como las barras de conexión son rígidas, no será necesario considerar el 
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333 N/m 


ib) 


Figura 21-30 


494 trabajo que efectúan las fuerzas en las conexiones. Por tanto, la única fuerza 
VIBRACIONES MECÁNICAS cuyo trabajo hay que considerar es la que ejerce el resorte, la cual es conser- 
vativa. En consecuencia, para determinar la ecuación diferencial del movi- 
miento y la frecuencia propia de la vibración podrá utilizarse un método 
energético. 
Cuando el bloque de 75 N se mueva hacia la derecha una distancia x, el 
de 50 М se moverá hacia la derecha una distancia igual a 125x/300=5x/12. 
Por tanto, la energía cinética del sistema será 


La energía potencial elástica del resorte es 


1 2 
Va 5333х* 
Derivando respecto al tiempo la energía mecánica total del sistema (Т + V = 


constante) se tiene 
4r V) = (8,53% +333x)x = 0 


Como la velocidad Х no es nula en todo instante, deberá serlo la cantidad 
entre corchetes y ello da la ecuación diferencial del movimiento del bloque 
de75N 


8,537 +333x = 0 Resp. 


b. Determinada la ecuación diferencial del movimiento, la pulsación propia 
de la vibración resulta ser 


Ф, = ,/3327853 = 6,25 rad/s Resp. 
PROBLEMA 
21-115 a 21-124 Еп cada uno de los siguientes problemas, 21-125 a 21-138 En cada uno de los siguientes problemas. 
determinar la ecuación diferencial del movimiento mediante el determinar la pulsación propia de vibración 0, utilizando el 
método energético. método energético. 


21-125* Problema 21-29 
21-126* Problema 21-26 
21-127 Problema 21-27 
21-128* Problema 21-28 
21-129 Problema 21-31 
21-130* Problema 21-32 
21-131 Problema 21-33 
21-132* Problema 21-3 
21-133 Problema 21-41 
21-134“ Problema 21-42 
21-135 Problema 21-43 
21-136" Problema 21-44 
21-137 Problema 21-49 
21-138" Problema 21-54 


21-115 Problema 2 
21-116* Problema 21- 
21-117 Problema 21-: 
21-118* Problema 2! 
21-119 Problema 21-39 
-120* Problema 21-40 
Problema 21-45 
Problema 21-46 
Problema 21-49 
Problema 21-50 


RESUMEN 


Una vibración mecánica es la oscilación repetida de un punto material o de un 
cuerpo rígido en torno a una posición de equilibrio. En muchos dispositivos 
conviene tener un movimiento vibratorio y en ellos se genera deliberadamen- 
te. En tales problemas, la misión del ingeniero es crear y gobernar las vibracio- 
nes. En cambio, la mayoría de las vibraciones que se producen en máquinas 
rotatorias y en estructuras son nocivas. En estos casos, el ingeniero debe elimi- 
narlas (0, al menos, reducir su efecto todo lo posible) mediante un proyecto 
adecuado. 

El estudio de las vibraciones es una aplicación directa de los principios que 
se desarrollaron previamente. En los capítulos anteriores, se obtenía la acelera- 
ción para una posición particular del cuerpo y en un instante dado. En este ca- 
pítulo, se ha obtenido la aceleración para una posición arbitraria del cuerpo y 
luego se ha integrado para obtener su velocidad y su posición en todo instante 
posterior. 

Una vibración libre no amortiguada se repite a sí misma indefinidamente. 
Una vez en movimiento, un tal sistema ideal vibrará por siempre con amplitud 
constante, Desde luego, todos los sistemas reales contienen fuerzas de roza- 
miento que llegarían a detener una vibración libre. Sin embargo, en muchos 
sistemas, la pérdida de energía debida a la resistencia del aire, el rozamiento 
interno de los resortes u otras resistencias pasivas, es suficientemente pequeña 
para que un análisis basado en prescindir del amortiguamiento dé, a menudo, 
resultados satisfactorios desde un punto de vista técnico. En particular, la fre- 
cuencia y el periodo que se obtienen para un sistema en vibración libre son 
muy próximos a los valores que se obtienen para un sistema que tenga un 
amortiguamiento débil. 

La vibración forzada está generada y mantenida por una fuerza periódica 
aplicada exteriormente que no depende de la posición ni del movimiento del 
cuerpo. La vibración forzada con amortiguamiento se mantiene mientras esté 
aplicada la fuerza periódica que origina la vibración. 

Cuando se aplica una fuerza periódica a un cuerpo, éste comienza a osci- 
lar con una combinación de vibraciones libres y forzadas. Sin embargo, como 
en los sistemas reales siempre hay rozamiento, la parte del movimiento co- 
rrespondiente a la vibración libre llegará a extinguirse. Por ello, a esta parte 
del movimiento se le da el nombre de movimiento transitorio. La frecuencia 
de la vibración forzada permanente es la de la fuerza perturbadora aplicada 
y es independiente de la frecuencia propia y Otras características del cuerpo 
en vibración. No obstante, la amplitud de la vibración forzada permanente sí 
depende de la frecuencia propia del sistema y de la frecuencia de la carga 
aplicada, 

Cuando se aplica una fuerza perturbadora de frecuencia próxima a la fre- 
cuencia propia del sistema y el amortiguamiento de éste es débil, la amplitud 
de la vibración se amplifica mucho. A esta condición se le da el nombre de 
resonancia, La amplitud de la oscilación se puede gobernar o evitando la con- 
dición de resonancia o (si ello no fuese posible) aumentando el amortigua- 
miento С. 

En todos los casos, las constantes m, с, % y P¿que aparecen en las solucio- 
nes deben interpretarse como coeficientes de la ecuación diferencial del mo- 
vimiento y no como la masa real del sistema, ni el coeficiente de amortigua- 
miento real, etc. 


21-139* Un niño que pesa 300 N bota hacia arriba y hacia aba- 
jo gracias a un par de cordones elásticos, según se indica en la 
figura P21-139. Se observa que la amplitud de la oscilación dis- 
minuye un 3% cada 5 ciclos y que en estos 5 ciclos se invierten 
6,5, Determinar la constante elástica y el coeficiente de amor- 
tiguamiento de los cordones elás! 


S. 


yo 


Figura P21-139 


21-140* El péndulo representado en la figura P21-140 consiste 
en una masa de 5 kg sujeta al extremo de una varilla ligera de 
0.9 m de longitud. El otro extremo de la varilla oscila a lo largo 
de una guía horizontal. Suponiendo oscilaciones de pequeña 
amplitud determinar 


a. La ecuación diferencial del movimiento para la posición 
angular Ө del péndulo. 
b. La amplitud de la oscilación estacionaria. 


150 sen 5£ mm 
— 


6,0№-5т 5 
Figura P21-140 


21-141 Una bolita, asimilable a un punto material, rueda рог 
la base de un cuenco esférico de 250 mm de radio. Despréciese 
el rozamiento y supóngase oscilaciones de pequeña amplitud. 


496 


Si la bolita lleva una celeridad de 375 mm/s cuando pasa por 
el punto más bajo, determinar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 
b. El periodo y la amplitud de la oscilación resultante. 
с. La posición de la bolita еп función del tiempo. 


21-142* Una masa de 10 kg se desliza por una superficie hori- 
zontal exenta de rozamiento, según se indica en la figura P21- 
142. En t=0, la masa pasa por su posición de equilibrio con una 
velocidad de 2,5 m/s dirigida hacia la derecha. Si £ = 12 
kN/m y с = 180 N -s/m, determinar 


a. La fuerza Р; que el resorte ejerce sobre la masa cuando 
alcanza su máximo alargamiento. 

b. La fuerza Е, que ejerce el amortiguador sobre la masa cuan- 
do ésta vuelve a su posición de equilibrio. 


Figura P21-142 


43 La integral particular dada por la ecuación 21-37 no 
satisface la ecuación diferencial del movimiento expresada en 
la ecuación 21-35 cuando la frecuencia de la fuerza aplicada es 
exactamente igual a la frecuencia propia del sistema. 


a. Demostrar que la solución particular tiene la forma 
а л 
х0) = Dt sen (ar-5) 


cuando О = 0, yc =0. 
b. Determinar el valor de D en función de los parámetros del 
sistema т, 5, 0%, y Po 


21-144* Una masa de 10 kg se desliza por una superficie ho- 
rizontal exenta de rozamiento, según se indica en la figura P21- 
144. Sies і =800 N/m, c=30 N - s/m, Q=1,5 Hz; y Ру= 80 №. 


determinar 

a. La amplitud de la oscilación estacionaria. 

b. El factor dinámico de amplificación. 

с. El módulo de la fuerza total F, que se transmite a la pared. 
d. Latransmisibilidad —cociente entre F, y Py (amplitud de la 


fuerza aplicada). 


с Py sen Qt 


Figura P21-144 


21-145 Un émbolo que pesa 10 М se halla inicialmente en re- 
poso apoyado sobre dos resortes de & = 100 N/m cada uno. 
Sobre él cae una bola de masilla que pesa 2,5 М (fig. P21-145). 
Si el choque es perfectamente plástico (е = 0) y -4,8 m, deter- 
minar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento del émbolo. 
b. El periodo y amplitud de la vibración resultante. 


25М 


Figura Р21-145 


с. La fuerza que el émbolo ejerce sobre la bola cuando los 
resortes alcanzan su máxima compresión. 

d. La fuerza que el émbolo ejerce sobre la bola cuando el sis- 
tema pase por su posición de equilibrio ascendiendo. 

е. La máxima altura йі, desde la que se podría dejar caer la 
bola sin que perdiera el contacto con el émbolo durante la 
oscilación subsiguiente. 


21-146* Una masa de 4 kg pende de un cordón elástico, según 
se indica en la figura P21-146. La longitud natural del cordón 
es 1,5 т y su longitud en el equilibrio es 2,0 m. Si el cordón ha 
de mantenerse tenso cuando el soporte superior oscile según la 
ley 8= а sen Qt, determinar: 


а, La máxima amplitud ams, cuando £2=4 rad /s. 
b. El dominio de pulsaciones Q permisible cuando а = 0.7 m. 


5=asen sar 1 


Figura P21-146 


21-147 Una bolita de 25 mm de diámetro y peso W = 0.28 N 
rueda sin deslizamiento por la parte inferior de un cuenco es- 
férico de 300 mm de radio. Si la bolita lleva una celeridad de 
375 mm/s cuando pasa por el punto más bajo del cuenco, de- 
terminar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento, 
b. La frecuencia y la amplitud de la vibración resultante. 
с. La posición de la bolita еп función del tiempo. 


21-148* Cuando el sistema representado en la figura P21-148 
está en equilibrio, el resorte 1 (4 | = 1.2 kN/m) está alargado 50 
mm y el resorte 2 (4 у= 1,8 kN/m) lo está 90 mm. Si se tira de 
la masa m hacia abajo una distancia бу se suelta a partir del re- 
poso, determinar 


a. La ecuación diferencial que rige el movimiento. 

b. La distancia máxima б, tal que los hilos se hallen siempre 
en tensión, 

с. La frecuencia y la amplitud de la vibración resultante. 

d, La posición de la masa en función del tiempo, 


Figura P21-148 


21-149 Una moneda que pesa 0,5 М descansa sobre un émbo- 
lo de 10 N de peso, según se indica en la figura P21-149. Si se 
hace oscilar el extremo inferior del resorte siguiendo la ley 5= 
a sen Q t donde а = 37,5 mm у Q = 2л rad /s, determinar 
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La ecuación diferencial que rige el movimiento del émbolo. 

La amplitud de la vibración resultante. 

с. La fuerza que el émbolo ejerce sobre la moneda cuando el 
resorte alcance su máxima compresión. 

4. La fuerza que el émbolo ejerce sobre la moneda cuando el 
resorte alcance su máximo alargamiento, 

e. La máxima amplitud 4,4, cuando Q = 10 rad /s si la mone- 
da ha de permanecer siempre en contacto con el émbolo. 

Í. El dominio permisible de pulsaciones £2 cuando а = 50 mm 

si la moneda ha de permanecer siempre en contacto con el 

émbolo. 


Р» 


4 =167 Мт 


=asen Qt 


Figura P21-149 


21-150 Una masa de 6 kg pende de un hilo que está arrollado 
a un cilindro de 10 kg y 600 mm de diámetro (fig. P21-150) 
Cuando el sistema está en equilibrio, el punto А se encuentra 
200 mm directamente encima del eje, el cual está exento de ro- 
zamientos. Si se tira de la masa hacia abajo desplazándola 50 
mm y se suelta el sistema a partir del reposo, determinar 

а. La ecuación diferencial que rige el movimiento vertical de 

la masa. 
b. La frecuencia y la amplitud de la vibración resultante, 
£. La posición de la masa en función del tiempo. 


Figura P21-150 


Problemas para resolver con ordenador 


(21-151 Un péndulo simple consiste en una masa т concen- 
trada en el extremo de una varilla AB de masa despreciable, se- 
gún se indica en la figura P21-151. Si el gozne en A está exento 
de rozamientos, la ecuación diferencial del movimiento del 
péndulo viene dada por 


(0+g sen Ө=0 (a) 


La solución de esta ecuación sólo se da en forma aproximada 
de movimiento armónico simple cuando el ángulo Ө se 
mantenga suficientemente pequeño para poder hacer sen Ө = 
Ө. Si €= 1,2 m, mg = 10 Му se suelta el péndulo a partir del 
reposo cuando Ө= 6 
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a. Utilizar el método de Euler de solución de ecuaciones 
diferenciales (у. Apéndice С) para obtener el ángulo 6 г 
partir de la ecuación a, en función del tiempo, para diversos 
ángulos iniciales 6) (10° < 6,< 120°). 

b. А continuación, para 6) = 80°, representar gráficamente £ 
en función del tiempo / a lo largo de un ciclo completo de 
la oscilación. Sobre la misma gráfica, representar gráfica- 
mente la solución que se obtiene al utilizar la aproximación 
del movimiento armónico simple. 

с. Рага cada ángulo inicial 6) = 10°, 20°, 30°, ...,120*, determi- 
nar el periodo tde la oscilación. Por ejemplo, determinar el 
tiempo que transcurre al pasar 10 veces рог 9=0 y dividir 
por 5. 

4. Representar gráficamente Err, el error relativo porcentual. 
utilizando la aproximación de ángulos pequeños, en fun- 
ción de 6) (10° < 6,< 120°), siendo Err = (т-т,)/т| х 100 
у т =./T/g el periodo propio del movimiento armónico 
simple. 


Figura P21-151 


(21-152 Un bloque de 10 kg se desliza por una superficie ho- 
rizontal exenta de rozamiento, según se indica en la figura 
P21-152. En el instante /- 0, la posición y la velocidad del blo- 
que son Х--0,175 m y 0-3 m/s, respectivamente. Si 4 =1000 
N/m y c=15N -s/m, calcular y representar gráficamente. 


a. La posición х del bloque en función del tiempo Қ0</<55). 
b. La velocidad v del bloque en función de su posición х(0<1 
<5%). 


Figura Р21-152 


С21-153 Cuando la pulsación 0 de la fuerza aplicada en una 
oscilación forzada está próxima a la pulsación propia del siste- 
та 0), la amplitud de la oscilación varía sinusoidalmente con 
una pulsación |Q — |; Este fenómeno se conoce con el nombre 
de pulsaciones. 

Considérese el bloque de peso 125 N que se desliza por una 
superficie lisa horizontal, según se indica en la figura P21-153. 
En el instante / = 0, la posición y la velocidad del bloque son 
хо=0 ту v=24 m/s, respectivamente. Si 4 = 667 N /m, P,=50 
N y Q = 8 rad/s, calcular y representar gráficamente la posi- 
ción х del bloque en función del tiempo + (0 < 1 < 25 в). (Ensá- 
yense otros valores de 4 ; p.ej., 4 =800N/mo 4 =833N/m). 


4 Py sen Qt 


Figura P21-153 


С21-154 Una moneda de 50 g descansa sobre un émbolo de 2 
kg. según se indica еп la figura P21-154. Se hace oscilar el ex- 
tremo inferior del resorte según la ley б = ĝ sen Qt. En el ins- 
tante t = 0, la posición y la velocidad del bloque son ambas 
nulas xy = 0 m y 9, =0m/s.Si 4 = 205 N/m, d,=20 mm y = 
8 rad/s. 


a. Calcular y representar gráficamente la fuerza F, que hay 
que aplicar al extremo inferior del resorte para originar el 
movimiento, en función del tiempo t(0<+<10 s). 

b. Calcular y representar gráficamente la fuerza Р„ que ejerce 
el émbolo sobre la moneda, еп función del tiempo (0 < < 
108). 

с. Determinar el máximo valor de бу para el cual la moneda 
permanece siempre en contacto con el émbolo; es decir, 
para la cual Р„ > 0 siempre. 


Figura P21-154 


С21-155 Un bloque que pesa 125 М se desliza por una superfi- 
cie lisa horizontal, según se indica en la figura P21-155. En el 
instante / = 0, la posición y la velocidad del bloque son ху - 15 cm 
y ту = 0 m/s, respectivamente. Si & = 667 N/m, c=17 N -s/m, 
О = 8 rad/s y Ру= 50 М, calcular y representar gráficamente 
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a. La posición x del bloque en función del tiempo (0 < +< 105). С21-156 Un bloque de 5 kg se desliza рог una superficie lisa 


Sobre la misma gráfica, dibujar la representativa de la parte horizontal, según se indica en la figura Р21-155. En el instante 
estacionaria de la solución. +=0, la posición y la velocidad del bloque son х= 25 mm y 
b. La velocidad v del bloque en función de (0<1<5 s). Sobre 2-0 mm/s, respectivamente. Si & =125N/m,c=5N+s/m, 
la misma gráfica, dibujar la representativa de la parte 2 = 8 rad/s y Ру = 1000, calcular y representar gráficamente 


enion dela piae а. F/P (cociente entre la fuerza F que el sistema ejerce sobre la 


pared) y Po (módulo de la fuerza variable Р) en función del 
tiempo t (0<1<105). 
b. (F/P)msx de la parte estacionaria de la solución en función 
келін de Q/0, (0,1 < 0/0, <3) parac=5N+s/m, 10 N - s/m, 
15N s/m, 20 N -s/m,...,50N -s/m. 


Figura P21-155 


олус E a 
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АЛ MOMENTO DE INERCIA 


En los análisis del movimiento de cuerpos rígidos, encontramos a menudo ex- 
presiones en las que interviene el producto de la masa de un pequeño elemento 
del cuerpo por el cuadrado de su distancia a una recta de interés. Este producto 
recibe el nombre de segundo momento de la masa del elemento o, más corriente- 
mente, de momento de inercia del elemento. Así pues, el momento de inercia dI 
de un elemento de masa din respecto al eje ОО (fig. A-1) está definido en la for- 
ma 


а= тт |0 


| El momento de inercia de todo el cuerpo respecto al eje ОО es, por definición, жез 


í I І r? dm (А-1) 


т 


Como tanto la masa del elemento como el cuadrado de su distancia al eje son 
siempre positivos, el momento de inercia de una masa será siempre una canti- 
dad positiva. 

Las dimensiones de un momento de inercia son las de una masa multiplica- 
da por el cuadrado de una longitud, ML?. Sus unidades son: en el sistema SI el 
kg + m°. En el U.S. Customary system, las magnitudes fundamentales son fuer- 
za, longitud y tiempo y la masa tiene por dimensiones FT?L”!, Por tanto, las uni- 
dades del momento de inercia será lb + s? - ft. Si la masa del cuerpo W/g se 
expresa en slugs ( lb - $? /Н) la unidad de momento de inercia será el slug - 2. 

Podemos determinar los momentos de inercia de un cuerpo respecto a los 


ejes de coordenadas considerando un elemento de masa como se indica en la 
figura А-2. De la definición de momento de inercia, 


dl, = r} dm = (y?+22)dm Figura A-2 
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Figura A-3 


Para los ejes y y z pueden escribirse expresiones análogas. Así pues, 
I= к r} dm = pa 
ro dm [е ат (A-2) 


El dm = fer )dm 
m 


m 


АЛА Radio de giro 


La definición de momento de inercia (ec. A-1) indica que las dimensiones del 
momento de inercia son las de una masa multiplicada por el cuadrado de una 
longitud. A consecuencia de ello, el momento de inercia de un cuerpo puede 
expresarse mediante el producto de su masa т por el cuadrado de una longi- 
tud k. Esta longitud k se denomina radio de giro del cuerpo. Así pues, el momen- 
to de inercia I de un cuerpo respecto a una recta dada se puede expresar en la 
forma 


1 = mk? озса k= |— (A-3) 


El radio de giro de la masa de un cuerpo respecto a un eje cualquiera puede 
considerarse que es la distancia al eje a la que habría que concentrar una masa 
igual a la total del cuerpo para tener el mismo momento de inercia respecto al 
eje de la masa real (o distribuida). 

El radio de giro de las masas es muy parecido al radio de giro de las áreas 
estudiado en el apartado 10.2.3. El radio de giro de las masas no es la distancia 
al eje dado de un punto fijo del cuerpo tal como el centro de masa, El radio de 
giro de la masa de un cuerpo respecto a un eje es siempre mayor que la distan- 
cia del centro de masa del cuerpo al eje. Para el radio de giro no existe ninguna 
interpretación física útil; no es más que una manera conveniente de expresar el 
momento de inercia de la masa de un cuerpo en función de su masa y una lon- 
gitud. 


A.1.2 Teorema de Steiner para momentos de inercia 


El teorema de Steiner para momentos de inercia es muy parecido al del mismo 
nombre correspondiente a los segundos momentos de área estudiado en el 
apartado 10.2.1. Consideremos el cuerpo representado en la figura A-3, que tie- 
ne un sistema de ejes de coordenadas xyz con su origen en el centro de masa G 
del cuerpo y otro sistema de ejes de coordenadas x'y'2' paralelos a los anterio- 
res cuyo origen sea el punto O”, En la figura vemos que 


Y =xX+x 
y = ў+у 
2'=2+2 


La distancia d, que separa los ejes x’ y x es 
d, = J}? +2? 


El momento de inercia del cuerpo respecto a un eje x’ paralelo al eje x que pasa 
por el centro de masa es por definición 


= fe am= [й+у + (2+2)?] dm 
m 


m 


= 607848] таз: dm 
m 


m m m m 
Sin embargo, 


Ше dm = 1,6 
т 


y como los ejes x e y pasan por el centro de masa С del cuerpo, 


Ши Јо 


т т 


Por tanto, 
Iy = 1,6+ (2+ 22) т = 1,¿+dim 
Гус +dim (A-4) 


Lo = L¿+ (2+y2)m = 1,¿+d3m 


1, 5 Ly + (22+x2)m 


La ecuación A-4 expresa el teorema de Steiner para momentos de inercia. El 
subíndice G indica que el eje x pasa por el centro de masa G del cuerpo. Así 
pues, si se conoce el momento de inercia de un cuerpo respecto a un eje que 
pasa por su centro de masa, podrá hallarse el momento de inercia del cuerpo 
respecto a un eje paralelo cualquiera sin necesidad de integrar, utilizando las 
ecuaciones А-4. 

Entre los radios de giro relativos a los dos ejes existe una relación análoga. 
Así, si representamos рог k, y ky los radios de giro relativos a los dos ejes pa- 
ralelos, podremos escribir la ecuación anterior en la forma 


Кт = k ¿m3+d3m 
Luego 
К2, = Ki +d} 
к= К +02 (А-5) 
k} = К2 +d? 
Nota: Las ecuaciones А-4 у А-5 sólo son válidas para pasar de ejes xyz que pa- 


sen por el centro de masa del cuerpo a otros ejes paralelos o al revés. No son 
válidas para dos ejes cualesquiera. 


A.1 MOMENTO DE INERCIA 
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АЛЗ Momentos de inercia obtenidos por integración 


Cuando para determinar el momento de inercia de un cuerpo respecto a un eje 
se utilicen métodos de integración, la masa del cuerpo se podrá dividir de di- 
versas maneras. Según sea la manera de elegir el elemento, será necesaria una 
integración simple, doble o triple. La geometría del cuerpo suele determinar si 
se utilizan coordenadas cartesianas o polares. En uno y otro caso, los elementos 
de masa deberán tomarse de manera que 


1. Todas las partes del elemento se hallen a la misma distancia del eje respec- 
to al cual hay que determinar el momento de inercia, о 

2. Sino se cumple la condición 1, el elemento deberá tomarse de manera que 
se conozca su momento de inercia respecto al eje al cual hay que buscar el 
momento de inercia del cuerpo. Este momento de inercia se podrá hallar 
entonces sumando los momentos de inercia de los elementos. 

3. Si se conoce la situación del centro de masa del elemento y el momento de 
inercia del elemento respecto a un eje que pase por el centro de masa y sea 
paralelo al eje dado, se podrá determinar el momento de inercia del ele- 
mento utilizando el teorema de Steiner. Después podrá hallarse el mo- 
mento de inercia del cuerpo sumando los momentos de inercia de los 
elementos. 


Cuando se utilice una integración triple, el elemento siempre cumple el pri- 
mer requisito, si bien esta condición no la satisfacen necesariamente los ele- 
mentos que se utilizan en una integración simple o doble. 

En algunos casos, el cuerpo se puede considerar como sistema de puntos 
materiales, El momento de inercia de un sistema de puntos materiales res- 
pecto a una recta de interés es la suma de los momentos de inercia, respecto 
a dicha recta, de los mencionados puntos. Así pues, si representamos por 
My, ту, тҙ...., т, las masas de los puntos y por гү, Fa, T3, ..., Y, SUS distancias a 
una recta dada, el momento de inercia del sistema se podrá expresar en la forma 

[=Emr =m} + mari + mari. +, 1? 

Es relativamente fácil determinar los momentos de inercia de placas delga- 
das. Por ejemplo, consideremos la placa delgada representada en la figura 
А-4. Tiene una densidad uniforme р, un grosor uniforme t y una superficie de 
área A. Los momentos de inercia respecto a los ejes x, y, y z son, por definición, 


Кы = fam = frea = ерта = pif ye sa = ptl; 
v A A 


m 


Т = fe dm = Б; 4У- Б 4А = “| 2dA=ptl,, (А-6) 
У А A 


т 


Lm = Ге жууат-рі1 арі = Pt (lya + lya) 
donde los subíndices m y A indican momentos de inercia y segundos momen- 


tos de superficie, respectivamente. Como las ecuaciones de los momentos de 
inercia de placas delgadas contienen las expresiones de los segundos momen- 


tos de superficie, se podrán utilizar los resultados consignados en el Apéndice 
B (tabla B-3) para segundos momentos de superficie y aplicarlos a los momen- 
tos de inercia sin más que multiplicarlos por pt. 

Para un cuerpo tridimensional cualquiera, los momentos de inercia respec- 
to a los ejes x, y y z son 


1, = | dm = jeas 


a | rv (A-2) 


L= Ей r? dm е [esan 


т 


бі la densidad del cuerpo es uniforme, se podrá expresar el elemento de 
masa dm en función del elemento de volumen dV mediante la expresión dm = 
рау. Las ecuaciones A-2 quedan entonces en la forma 


= of ura 


V 


l,= EN dv (A-7) 


= p| (х2+у2) dV 


— x 


Si la densidad del cuerpo no fuese uniforme, debería expresarse en función 
de la posición y mantenerse dentro del signo integral. 

El elemento de volumen concreto que se utilice depende de la geometría del 
cuerpo. Para un cuerpo tridimensional cualquiera, suele utilizarse el elemento 
diferencial dV = dx dy dz, el cual exige una integración triple. En el caso de cuer- 
pos con simetría de revolución, pueden utilizarse elementos que sean placas 
circulares, los cuales sólo precisan una integración simple. En algunos proble- 
mas resultan útiles elementos cilíndricos y coordenadas polares. En los ejem- 
plos que siguen se ilustran procedimientos para determinar momentos de iner- 
cia. 


PROBLEMA EJEMPLO A.T 


A.1 MOMENTO DE INERCIA 


m SOLUCIÓN 

MOMENTOS Y PRODUCTOS DE 

INERCIA El momento de inercia del cilindro se puede determinar a partir de la definición 
de momento de inercia (ec, A-1) considerando una capa cilíndrica elemental 
como la indicada en la figura A-5a. Así, 


dl, „ = 712 dm = r? (p dV) = т?р (Qurh dr) = 2xphr? dr 
Por tanto, 
R 
Е f шш. Т жанда, = [0—7 ұрды 
т 

De otra manera, se puede considerar un disco elemental сото el representa- 
do en la figura A-5b. El momento de inercia de este tipo de elemento viene dado 
por la ecuación A-6 y es 

Aly = Pl A + Iya) 


Sustituyendo los momentos segundos de una superficie circular por los valores 
consignados en la tabla B-3 se tiene 


а= ARE, Raz = 1лр®* dz 


Por tanto, 
1 1 h 1 
i= Ја. = І, ¿IPR dz = [улок], = злрНКА 
т 


La masa del cilindro es 


т = pV = p(xR?h) = prR?h 
Por tanto, 


1, = JOTRINR? = 1те Resp. 


EMA E 


PLO 


Determinar el momento de inercia del paralelepípedo rectángulo homogéneo 
respresentado en la figura A-64 respecto al 


Figura А-5 


a. Eje y que pasa por su centro de masa. 
b. Eje y'dirigido según una arista, 
с. Eje x que pasa por el centroide de una cara. 


SOLUCIÓN 


a.  Considérese una placa rectangular elemental como la representada еп la fi- 
gura A-6b. El momento de inercia de este tipo dé elemento viene dado por 
la ecuación A-6 y es 


Aly = PL) 


Sustituyendo los momentos segundos de una superficie rectangular por los 
consignados en la tabla B-3 se tiene 


3 
а, Ls 


р 0 ду „ьа нај 
ут = ұғы р) dy = рүу® eo dy 


Por tanto, 


pe g Мар 
1, = ја, = ое +10) dy 


т 


= [pohy] = РӘШ 2 4 12 
= [ро +57], = 2002 82) 


La masa del paralelepípedo es 


m = ру = рін) = pbhL 
Por tanto, 
т = PAME рз +18) = тут? +?) Resp. 


Para determinar el momento de inercia respecto al eje у” dirigido según una 
arista se puede aplicar el teorema de Steiner (ec. A-4). Así, 


ly = lygt (02+ 22) т 
ME + на) (0212 
= дт ан) Resp. 
El momento de inercia respecto a un eje x que pase por el centro de masa 


dela placa rectangular elemental representada en la figura A-6b viene dado 
por la ecuación A-6 y es 


Am = Pila 


Sustituyendo el momento segundo de una superficie rectangular por el 
consignado en la tabla B-3 se tiene 


bhè ШЫ 
йс = рту dy = Pz dy 


El teorema de Steiner (ес. A-4), al hacer d, = y da el momento de inercia de 
la placa rectangular elemental respecto al eje x indicado en la figura A-6b: 


3 
dl, = 1, +43 = уу ду y pi dy) = Куш? + 124) dy 
E fa, E fios 12y?) dy 
% 
= ШАТЫРЫ 156 Ра ъа) 


т = рЫ. 
Por tanto; 


1, = Ку? 4413) = mi +41?) Resp. 


PROBLEMAS 


A-1* Determinar el momento de inercia del cono de revolu- 
ción homogéneo representado en la figura PA-1 respecto a su 
eje 


Figura РА-1 


A-2* Determinar el momento de inercia del cono de revolu- 
ción homogéneo representado en la figura PA-1 respecto a un eje 
que pase por su vértice y sea perpendicular al eje de simetría. 


A-3 Determinar el momento de inercia del cono de revolu- 
ción homogéneo representado en la figura PA-1 respecto a un 
eje contenido en la base y perpendicular al eje de simetría. 


A-4 Determinar el momento de inercia de una esfera ho- 
mogénea maciza de radio R respecto a uno de sus diámetros. 


A-5* Determinar el momento de inercia de un cilindro ma- 
cizo y homogéneo de radio К y longitud de generatriz L respec- 
iámetro de la base del cilindro. 


toaun 


A-6* Determinar el momento de inercia de la semiesfera 
maciza y homogénea representada en la figura PA-6 respecto 
al eje x que se indica en la figura. 


Figura PA-6 


A-7 Determinar el momento de inercia de la semiesfera 
maciza y homogénea representada en la figura PA-6 respecto 
al eje x’ que se indica en la figura. 


A-8 Determinar el momento de inercia del prisma triangu- 
lar macizo y homogéneo representado en la figura PA-8 res- 
pecto al eje х que se indica en la figura. 


Figura PA-8 


A-9* Determinar el momento de inercia del prisma triangu- 
lar macizo y homogéneo representado en la figura PA-8 res- 
pecto a un eje y que pase por su centro de masa. 


A-10* Determinar el momento de inercia del tetraedro maci- 
zo y homogéneo representado en la figura PA-10 respecto al 
eje x que se indica en la figura. 


Figura PA-10 


A-11 Determinar el momento de inercia del tetraedro maci- 
zo y homogéneo representado en la figura PA-10 respecto a un 
eje y que pase por el centro de masa del cuerpo. 


A-12 Se forma un sólido de revolución haciendo girar la su- 
perficie representada en la figura РА-12 en torno al eje y. De- 
terminar el momento de inercia del cuerpo respecto al eje y 


Figura PA-12 


A-13* бе forma un sólido de revolución haciendo girar la su- 
perficie representada en la figura PA-12 en torno al eje y. De- 
terminar el momento de inercia del cuerpo respecto al eje x. 


A-14* бе forma un octante esférico haciendo girar 90% alrede- 
dor del eje т el cuadrante circular representado en la figura PA- 


Figura PA-14 


АЛА Momentos de inercia de cuerpos compuestos 


14. Determinar el momento de inercia del cuerpo respecto a un 
eje y que pase por su centro de masa. 

А-15 Se forma un octante de cono haciendo girar 90° alrede- 
dor del eje z el triángulo representado en la figura РА-15. De- 
terminar el momento de inercia del cuerpo respecto al eje y que 
se indica en la figura. 


Figura PA-15 


А-16 бе forma un octante de cono haciendo girar 90° alrede- 
dor del eje z el triángulo representado en la figura РА-15. De- 
terminar el momento de inercia del cuerpo respecto a un eje x 
que pase por su centro de masa. 


En la práctica de ingeniería, es frecuente que el cuerpo en cuestión pueda des- 
componerse en varias formas sencillas, tales como cilindros, esferas, placas y 
varillas, cuyos momentos de inercia han sido calculados y tabulados. El mo- 
mento de inercia del cuerpo compuesto, respecto a un eje cualquiera, es igual 
a la suma de los momentos de inercia respecto a dicho eje de las distintas partes 


del cuerpo. Por ejemplo, 


1, = Іше 


т 


т, т, 


жі, 1,3... ЖІ, 


хп 


ісе“ [отуз f 


У 


+22) dm, 


510 
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„Ж 
КТх- 


НИ 3300 mm 
ә 
300 тт 
4 


-100 тт 
100 тт 
1 


Cuando una de las partes componentes sea un hueco, su momento de inercia 
deberá restarse del momento de inercia de la parte total para obtener el mo- 
mento de inercia del cuerpo compuesto. En el apéndice B (tabla B-5) puede ver- 
se una lista de momentos de inercia de figuras que aparecen frecuentemente. 
tales como varillas, placas, cilindros, esferas y conos. En el ejemplo que sigue 
ilustran métodos para determinar momentos de inercia de cuerpos com- 
puestos utilizando valores conocidos para sus partes componentes, 


si 


PROBLEMA EJEMPLO 


Determinar el momento de inercia del volante de hierro colado representado en 
la figura A-7 respecto a su eje de rotación, La densidad del hierro colado es p= 
7369 kg/m. 


SOLUCIÓN 


La llanta y el cubo del volante son cilindros huecos y los radios son prismas rec- 
tangulares, Poniendo en metros todas las dimensiones, el momento de inercia 
de la llanta es 


[2(0,85)2(0,40)(7369)] (0,85)? 3 [2(0,75)2(0,40)(7369)] (0,75)? 
416,9- 1464,9 = 952 kg - m? 


El momento de inercia del cubo es 


1 1 2 
= FMR? -am R? 


[7 (0,25)? (0,30)(7369)) (0,30)? - 1 [л (0,15)2(0,30)(7369)] (0.15)? 
2 


0,25- 1,76 = 1849Ка-т? 
El momento de inercia de cada radio es 
Ip =1¿+4m 
= 5 [ (0,075) (0,100)(0,500)(7369)] [ (0,075)? + (0,500) | 


+ (0.500)? | (0,075) (0,100)(0,500)(7369)] 
= (0.59+6,91) =7,50 kg - m2 


El momento de inercia total del volante es 


1=1,+1¿+6lp 
= 952 + 18,49 + 6(7.50) = 1015 ке · m? Кеѕр. 


PROBLEMAS 


A-17* Se construye un cuerpo compuesto uniendo una se- 
miesfera de acero (w = 77 KN / т?) a un cono de revolución de 
aluminio (w = 27,5 КМ /m?), según se indica en la figura PA-17. 
Determinar el momento de inercia del cuerpo compuesto res- 
pecto al eje y que se indica en la figura. 


125 mm 


7625 mm z 


Figura PA-17 


A-18* Un cuerpo compuesto consiste en un bloque rectangu- 
lar de latón (p=8,75 Mg/m?) unido a un cilindro de acero (p = 
787 Мв/ m°), según se indica en la figura PA-18. Determinar el 
momento de inercia del cuerpo compuesto respecto al eje y que 
se indica en la figura. 


к- 


2375 mm__ 


Figura PA-18 


A-19 бе construye un cuerpo compuesto uniendo una se- 
miesfera de acero (w = 77 KN / т?) con un cono de revolución 
de aluminio (w = 27,5 kN /m?), según se indica en la figura PA- 
17. Determinar el momento de inercia del cuerpo compuesto 
respecto al eje x que se indica en la figura. 


A-20 Оп cuerpo compuesto consiste en un cilindro unido а 
un bloque rectangular, según se indica en la figura РА-18. De- 
terminar el momento de inercia del cuerpo compuesto respec- 
to al eje x que se indica en la figura, si todo el cuerpo es de 
hierro colado (р = 7,37 Mg/m?). 


A-21* Dos cilindros de acero (р = 77 kN/m?) y una esfera de 
latón (w = 85,8 КМ / та?) forman el cuerpo compuesto represen- 
tado en la figura РА-21. Determinar el momento de inercia del 
cuerpo compuesto respecto al eje x que se indica en la figura. 


Figura PA-21 


A-22* Determinar el momento de inercia del cuerpo com- 
puesto representado en la figura PA-22 respecto al eje x que se 
indica en la figura. La densidad del material es de 7,87 Мр / т. 


200 mm 


200 тт 
200 ттге 


Figura PA-22 


A-23 Dos cilindros de latón (w = 85,8 kN/m?) у una esfera 
de bronce (w = 86,8 kN/m?) forman el cuerpo compuesto re- 
presentado en la figura PA-21. Determinar su momento de 
inercia respecto al eje y que se indica en la figura. 


A-24 Determinar el momento de inercia del cuerpo com- 
puesto representado en la figura РА-22 respecto al eje y que se 
indica en la figura. La densidad del material es de 2.80 Mg/m'. 


A-25 ов cilindros de acero (ш = 77 kN/m?) y una esfera de 
aluminio (w = 27,2 kN / т?) forman el cuerpo compuesto de la 
figura PA-21. Determinar su momento de inercia respecto al 
eje z que se indica en la figura. 

A-26 Determinar el momento de inercia del cuerpo com- 


puesto representado en la figura PA-22 respecto al eje 2 que se 
indica en la figura. La densidad del material es de 7,87 Mg/ m°. 


A-27* Determinar el momento de inercia del cuerpo com- 
puesto representado en la figura PA-27 respecto al eje y que se 
indica i la figura. El peso específico del material es de 27,5 
KN/m?. 


75 mm 
Figura PA-27 


А-28* Determinar el momento de inercia del cuerpo com- 
puesto representado en la figura PA-28 respecto al eje y que С 
indica en la figura. La densidad del material ев de 7,37 Mg/' m’, 


60 mm 
Figura РА-28 


A-29 Determinar el momento de inercia del cuerpo com- 
puesto representado en la figura PA-27 respecto al eje x que se 
indica en la figura. El peso específico del material es de 85,8 
к/т. 


A-30 Determinar el momento de inercia del cuerpo com- 
puesto representado en la figura PA-28 respecto al eje x que та 
indica en la figura. La densidad del material es de 2,77 Mg/' mi. 


A-31* Determinar el momento de inercia del cuerpo com- 
puesto representado en la figura PA-31 respecto al eje x que se 
indica те la figura. El peso específico del material es de 86.2 
kN/m?. 


Figura PA-31 


A-32* Determinar el momento de inercia del cuerpo com- 
puesto representado en la figura PA-32 respecto al eje y que se 
indica en la figura. La densidad del material es de 7,87 Mg/ m` 


Figura PA-32 


A-33 Determinar el momento de inercia del cuerpo compues- 
to representado en la figura PA-31 respecto al eje x que se indica 
en la figura. El peso específico del material es de 77 kN/m’. 


A-34 Determinar el momento de inercia del cuerpo com- 
puesto representado en la figura PA-32 respecto al eje x que se 
indica en la figura. La densidad del material es de 8,75 Mg/ m° 


A.2 PRODUCTO DE INERCIA 


En el análisis del movimiento de cuerpos rígidos aparecen, a veces, expresio- 
nes que contienen el producto de la masa de un pequeño elemento por las dis- 
tancias a dos planos coordenados ortogonales. Este producto, que es análogo 
al momento segundo mixto de superficie, se denomina producto de inercia del 
elemento. Por ejemplo, el producto de inercia del elemento representado en la 
figura A-8 respecto a los planos xz e yz es, por definición, 


dl, = xy dm (А-8) 


La suma de los productos de inercia de todos los elementos de masa del cuerpo 
respecto a los mismos planos ortogonales se denomina producto de inercia del 
cuerpo. Los tres productos de inercia del cuerpo representado en la figura A-8 
son 


yz dm (A-9) 


Los productos de inercia, como los momentos de inercia, tienen por dimen- 
siones las de una masa multiplicada por el cuadrado de una longitud, ML?. Su 
unidad de medida en el sistema SI es el kg - m?. En el U.S. Customary system 
es el slug - fé. 

El producto de inercia de un cuerpo puede ser positivo, negativo o nulo, ya 
que las dos coordenadas tienen signos independientes. El producto de inercia 
será positivo en el caso en que las coordenadas sean de igual signo y negativo 
si sus signos son opuestos. El producto de inercia será nulo cuando uno de los 
planos sea plano de simetría, ya que los elementos a uno y otro lado de dicho 
plano tendrán, dos a dos, productos de inercia de signos opuestos e igual valor 
absoluto que darán una suma nula. 

Los métodos de integración utilizados para la determinación de momentos 
de inercia son igualmente aplicables a la de productos de inercia. Según sea la 
manera de tomar los elementos, podrá ser necesaria una integración simple, 
doble o triple. 

Los momentos de inercia de placas delgadas estaban relacionados con los 
segundos momentos de superficie de las mismas placas. Análogamente, los 
productos de inercia se pueden relacionar con los segundos momentos mixtos 
de superficie de dichas placas. Si la placa tiene una densidad uniforme р, un 
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grosor uniforme ! y una sección de área А, los productos de inercia serán, por 
definición, 


ТЕГ = рова арни = ptf zy dA = pt bya 
m v A 4 | 


П 
© 


Lyam = [= dm (А-10) 


т 


Ғат | zx dm 


т 


Ш 
о 


donde los subíndices т y А representan productos de inercia de masa у segun- 

dos momentos mixtos de superficie, respectivamente. Los productos de inercia 

Lem € lzxm de una placa delgada son nulos porque se supone que los ejes x e y | 
se hallan еп el plano medio de la placa (plano de simetría). 

Podemos desarrollar un teorema de Steiner para productos de inercia muy 
parecido al desarrollado para segundos momentos mixtos de superficie en el 
apartado 10.2.5. Consideremos el cuerpo representado en la figura A-9, que tie- 
ne un sistema de coordenadas xyz con origen en el centro de masa G del cuerpo 
y un sistema de coordenadas x'y/z' con origen en el punto O”. En la figura ve- 
mos que 


4 жх 
+y 
+z 
El producto de inercia Iy del cuerpo respecto a los planos x'y' e y'z' es, por de- 
finición, 


Ley = | 4т = СЕСЕ ат 


т т 


МЕРЕ ЕЕ ДЕН 
A ж 


т 


Como Y e y son iguales para todo elemento de masa dm, 


„у= Я] ат “| y dm “| хат | xy dm 
m 2 


т т 


Ahora bien, 


ІР 4т-1, 


т 


y como los ejes x e y pasan por el centro de masa G del cuerpo, 


ШЕ Е 


т т 


Por tanto, 


(А-11) 


Las ecuaciones А-11 constituyen el teorema de Steiner para productos de 
inercia. El subíndice G indica que los ejes x e y pasan por el centro de masa G 
del cuerpo. Así pues, si se conoce el producto de inercia de un cuerpo respecto 
a un par de planos ortogonales que pasen por su centro de masa, podrá hallarse 
el producto de inercia del cuerpo respecto a cualquier otro par de planos para- 


lelos a los primeros, sin necesidad de integrar, utilizando las ecuaciones А-11. 
En los ejemplos que siguen se ilustran métodos para la determinación de ë 
productos de inercia. >: 
PROBLEMA EJEMPLO А.4 
y 


Determinar el producto de inercia 1,, del cuarto de cilindro homogéneo repre- х 
sentado en la figura A-19a. (a) 


SOLUCIÓN 
Todas las partes del elemento de masa dm, representado en la figura A-10b, se 
hallan a iguales distancias x e y de los planos xz e yz; por tanto, el producto de 
inercia 41, del elemento será, por definición, 

dl, = xy dm 
Sumando los de todos los elementos que integran el cuerpo, se tiene 


= Ја, = [ут = [ху pav 
* 


т v 
E |; [К pun dy dx) 


al 
кк 23) dx 


1 PRA RA RIO 
ТД 2 р 3508) pena 


(b) 


" 


De otra manera, para determinar 1;, se podría utilizar la placa delgada que se 
indica en la figura А-10с. De la ecuación A-10 y los datos de la tabla В-5, 


1 
ун = РЕШ, уд = GOR dz 


Por tanto, 


у 1 
Іт aĵ dlya = | әре dz = әре М 
A Figura A-10 
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Como la masa del cuerpo es 
> MOZES n) = 1 2 
m = ру = іле = дрлЕ?һ 


el producto de inercia l, podrá escribirse еп la forma 


1 т) = 4. 2 
ірлан |2 = 2. тк Resp. 


Р МА ЕЈЕМРІО 


Determinar los productos de inercia 1,., 1, e 1., de la placa horadada homogénea 
de acero (р = 7870 kg/m?) representada en la figura A-11. El orificio está situado 
en el centro de la placa. 


100 тт, 


Figura А-11 


SOLUCIÓN 


Los productos de inercia para los planos de simetría que pasen por los centros 
de masa de la placa y del orificio, son nulos. Como los planos xy, yz y zx repre- 
sentados en la figura A-11 son paralelos a dichos planos de simetría, para deter- 
minar los productos de inercia pedidos podremos utilizar el teorema de Steiner 
(ecs. А-11). Las masas de placa, orificio y placa horadada son 


mp = pV = pbht = 7870(0.280)(0,250)(0,060) = 33,05 kg 
my = рУ = рлК?! = 7870л(0,050)2(0.060) = 3.71 kg 
my = тр-т, = 33,05-3,71 = 29,34 kg 

Según las ecuaciones A-11, 


Lay = Lc + im 

= 0+ (-0,125)(0,140)(29,34) = - 0,513 kg - m? Resp. 
1,-1,,%)іт 

= 0+ (0,140) (0.030)(29,34) = 0,1232 kg - т? Resp. 


1, 


а= сіт 


= 0+ (0,030) (- 0,125)(29,34) = —0,1100 kg - m2 Resp. 


PROBLEMAS 


A-35* Determinar el producto de inercia 1,, del bloque rec- A-38 


Determinar los productos de inercia 1, e L, del semici- 
tangular homogéneo representado en la figura PA-35. 


lindro homogéneo representado en la figura РА-38. 


Figura PA-35 


Figura PA-38 


A-36* Determinar el producto de inercia 1, del octante de es- 

fera homogé зау i 2 

era homogéneo presentado el жауа RASO, A-39* Determinar los productos de inercia Iry, ly: € Izy del án- 
gulo homogéneo de acero (w = 77 kN/m?) representado en la 
figura PA-39. 


Figura PA-39 


Figura PA-36 


A-40* Determinar los productos de inercia 1,,е 1., del cuarto 


A-37 Determinar los productos de inercia Iye Iy, del bloque de cono de revolución homogéneo representado en la figura 
triangular homogéneo representado en la figura PA-37. РА-40, 


z 


Figura PA-40 


b 
? y A-41 Determinar los productos de inercia Iy: е lzy del cuerpo 


Figura PA-37 homogéneo representado en la figura РА-41. 


Figura PA-41 
Figura PA-42 


A-42 Determinar los productos de inercia 1, 1, e ly del blo- 
que homogéneo de acero (р = 7870 kg/m?) representado en la 
figura РА-42. 


А.З MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA 


En algunos casos, en el análisis dinámico de cuerpos, hay que determinar ejes 
principales de inercia y momentos de inercia máximos y mínimos, que son se- 
mejantes a los momentos segundos de superficie máximos y mínimos. Tam- 
bién ahora, el problema estriba en transformar momentos y productos de 
inercia conocidos o de fácil cálculo respecto a un sistema de coordenadas (tal 
como un sistema de coordenadas xyz según las aristas de un prisma rectangu- 
lar) en otros relativos a un segundo sistema de coordenadas x'y'z' que tenga el 
mismo origen O pero que está inclinado respecto al sistema xyz. 

Por ejemplo, consideremos el cuerpo representado en la figura A-12 en 
donde el eje x’ forma los ángulos 6, , Oxy y Ө, „соп los ejes x, y y 2, respectiva- 
mente. El momento de inercia 1,- es, por definición, 


1» = ІР dm 


т 


La distancia 4 del elemento dm al origen de coordenadas viene dada por la ех- 


presión 
Figura A-12 4?®=х?+у?+:? = х?+у?+:? = х?+? 
Por tanto, 
72 = х?+у?+:?%-х? 
у сото 


X’ = х соз Oyy + у соз Ө, +2 соя Opry 


r? = x?+ у? +22 — (x cos Oyy + у cos Ө, +z сов Ө,.„)? 
Teniendo presente que 


cos? cos? 2 = 
cos? Ө, + cos Oyy + соѕ Ө, = 1 
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r? = (x? +y? +z?) (cos? Oyy +c0s? Oyy + соз? Oy) 
-(х cos by, +y cos Oyy +2 сов Op)? 
que se reduce a 
r? = (у? +22) cos? Ө. + (22% x?) cos? By + (x? + y?) cos? 6... 
-2ху cos 0,., сов Ө, – 2у2 COS Ө, COS Oy, – 22х сов Ө, COS Opiy 


Por tanto, 


Iy | r? dm 


и 


cos? oaf (y?+z?)dm + cos? eaf (22+ х2) dm 
m т 
+ сов? bafe + y?) йт — cos 0,., cos eaf 2xy dm 

m m 
+ cos Ө, сов oaf 2yz т ~ cos Ө,,. соз | 22х dm 


т т 


De las ecuaciones A-2 y A-9 


da = |е dm „= | 
m т 
I,= Jero dm 1 = f 


r= езе dm „= dm 


т 


Por tanto, 
y = 1, cos? 0p, + 1, cos? СЕЗА cos? 6,,-21, COS Opry COS Ө, 
—21, соз б, соз Byrs -21,, COS Өү, сов Өү (A-12a) 


De manera análoga, el producto de inercia 


lyy = Б dm 
m 
se puede escribir en función de ly, ly, Iz, Туу, lyz € Izy en la forma 
Глу = — 1, cos Oyy соз Ө. —1, COS Opry соз Opry — І, соз 0,.. COS Oyez 
+1, сов Ө, сов Ө, + сов Opry COS Byr) 
+ 1,:( cos Ө, сов Ө,.. + COS Oy, COS К] 


+1, соз B,,, COS Ө, + соз Opry сов Ө.) (A-12b) 
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Si los ejes xyz originales son ejes principales (como los representados en las 
figuras de la tabla B-5), 


== Ly = 0 
y las ecuaciones A-12 se reducen a 
L,,= 1, cos? 0y, +1, cos? Ө, +1, cos? Opry (А-13а) 
2 
Lay = —1,сов бү, соз Ө, -1, сов Opry COS б, 
= 1, соз 0,,, соз Ө, (A-13b) 


La ecuación A-12a para los momentos de inercia es la equivalente tridimensio- 
nal de la ecuación 10-14 para los segundos momentos de superficie. Utilizando 
un método similar, si bien mucho más complicado, al utilizado con la ecuación 
10-14 para localizar los ejes principales y determinar los segundos momentos 
de superficie máximos y mínimos, se pueden localizar los ejes principales y de- 
terminar los momentos de inercia máximo y mínimo. El método conduce a las 
ecuaciones siguientes: 


¿=0 


(1,-1,) сов бр,-1,, COS Op,—1, COS Op, = 0 (A-14) 


(1,—1„) сов Op, —1,,,, сов бр,-1,, сов 0, 


(1,—1,) cos Op, – 1. сов Op, —1,, COS бр, = 0 


Este sistema de ecuaciones tendrá solución no trivial si es nulo el determinante 
de los coeficientes de los cosenos directores. El desarrollo del determinante 
conduce a la siguiente ecuación cúbica para determinar los momentos princi- 
pales de inercia del cuerpo correspondientes al origen de coordenadas particu- 
lar que se utiliza: 


B- (11 +1)+(11, 414 +14, -5, 8-31 
= (11,112, - 112,112, 21,11) =0 


жуа Т (хуг Ту ах xy yz 


5) 


La ecuación A-15 nos da tres valores ly, І. e 1; para los momentos principales 
de inercia. Uno de ellos es el momento de inercia máximo del cuerpo para el 
origen de coordenadas que se utiliza, un segundo valor es el momento de iner- 
cia mínimo del cuerpo para el mencionado origen de coordenadas y el tercer 
valor es un momento de inercia intermedio que no tiene un significado espe- 
cial. 

Los cosenos directores de los ejes principales de inercia se pueden obtener 
aplicando en las ecuaciones A-14 los tres valores l}, 1, e 1, que se obtienen de la 
ecuación A-15 y utilizando la relación adicional 


cos? Өр, + соз? Өр, +cos? Өр. = 1 
Las ecuaciones A-14 y A-15 son válidas para cuerpos de forma cualquiera. En 


el ejemplo que sigue se ilustra el método para localizar los ejes principales y 
determinar los momentos de inercia máximo y mínimo. 


ROBLEMA EJE A.6 


Localizar los ejes principales y determinar los momentos de ine 
mínimo del bloque rectangular de acero (р = 7850 kg/m?) representado еп la fi- 
gura А-13. 


ia máximo y 


SOLUCIÓN 


Los momentos y productos de inercia del bloque vienen dados por las ecuacio- 
nes A-4 y A-11: 


1 Lio + (2+2?) т ус +Xym 


y lygt (27+) m 26 +yzm 


+ (12412) т 


+2%їт 


La masa del bloque es 
m = pV = 7850(0,20)(0.10)(0.40) = 62,80 kg 


Así pues, según los resultados consignados en la tabla B-5, 


1 = тот) (ЕУ. а 
= Го +h?) = 1062,80) (0,20)? + (0.10)2] = 1.047 kg + т? 
= тут +12)+ ІБІ ( 1" 
12у = (62.80) [ (0.20)? + (0,40)?] = 4,187 kg- m? 
1, = mid+ (Ен 
(62,80) (олло)? + (040)2] = 3,559 kg : m? 
La = 1062.80) (0.40) (0,10) = 0,628 kg -m? 
La = {mhb = 2162.80) (0.10) (0,20) = 0,314 kg- m? 
lo “ рт. = 162,80) (020) (040) = 1,256 kg- m? 


Una vez determinados los momentos y productos de inercia, se podrán determi- 
nar los momentos de inercia principales mediante la ecuación A-15. Así, 


B- 0 1 12 + Uy + A Ll 


2 1,8 -21,,1 


yz бу ху дууг = 


И, S 
Sustituyendo por los valores de los momentos y productos de inercia, se tiene 


1) – (8,79318 + 20,941, — 6,995) = 0 
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INERCIA 11-і, = 4331 kg- m? Resp. 
La = lim = 4064 kg- m? 
1, = Imin = 0,399 kg- m? Resp. 


Las direcciones principales se obtienen aplicando en las ecuaciones A-14, uno 
tras otro, los momentos principales. Tomando Ip= І, = [psx = 4,331 kg - m?: 
(l, - Ip) cos Opr- lyy cos Opy 71: соз бр, = 0 
(1, =1p) cos бр,-1,, COS 6;,-1, соз Op, = 0 
(1,—1p) соз Өр, — lzy сов бр,-1,. сов py =0 
- 3284 cos 0}, ~ 0,628 cos 0) — 1,256 cos 0), = 0 
= 0,628 cos Ө, -0,144 cos 0, —0,314 cos Ө. = 0 (a) 


= 0,256 cos 6,,- 0,314 cos 0, —0,772 cos 0, = 0 
Las ecuaciones a, junto con la relación que guardan los cosenos directores 
cos*8,, +cos?0, y +cos*B,, = 1 
dan por solución 


сов ө), = 00912 ова 0 
сов б), = - 09652 osea 6,, = 164,8° Resp. 
cos 0р. = 02443 ова 6) = 759° 


Tomando Гь= = lim = 4,064 kg - т2: 


=3,017 cos 6,, -0,620 cos 0,, - 0,256 cos 0. = 0 
- 0,628 cos 6,, +0,123 cos 6,, -0,314 cos 6,. = 0 
- 1,256 сов 8, - 0,314 cos 6, - 0,505 cos 6,. = 0 


2 
cos*8,, + cos*8,, +соз?Ө,. = 1 


dan por solución 


соб, = -04189 оза 6, = 114,8° 
соз0,, = 0,1779 osea 6,, = 79,8% Кезр. 
cos6,, = 0,8591 ожа 6,. = 30,8" 


Tomando Ip=13= Imin = 0,3985 kg + mé; 


0.649 соз 0, — 0,628 cos 6, - 1,256 cos 
- 0,628 соз 6,, + 3,789 cos Ө, -0,314 сов Ө, 
= 1256 cos Ө,,— 0,314 соз Ө, +3,161 cos 0}, = 0 


2 cos? 20, = 
cos*8,, + соў: 6, + соз Ө, = 1 
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A-43* Localizar los ejes principales y determinar los momen- 
tos de inercia máximo y mínimo del prisma triangular de acero 
(р = 7850 kg/m?) representado en la figura PA-37 (pág. 517) si 
b=20cm.h=15cm y L=25 cm. 


A-44* Localizar los ejes principales y determinar los momen- 
tos de inercia máximo y mínimo del semicilindro de acero (p= 
7870 kg/m) representado en la figura PA-38 (pág. 517) si R = 
100 mm y L = 150 mm. 


A-45 Localizar los ejes principales y determinar los momen- 
tos de inercia máximo y mínimo del ángulo de acero (р = 7850 
kg/m?) representado en la figura PA-39, 


A-46* Localizar los ejes principales y determinar los momen- 
tos de inercia máximo y mínimo de la placa horadada de acero 
(р-7870 kg/m!) representada en la figura PA-11 (pág. 508). 


A-47 Localizar los ejes principales y determinar los momen- 
tos de inercia máximo y mínimo del cilindro de aluminio (p = 
2800 kg/m?) representado en la figura PA-41 (pág. 518) si R = 
10cm y L=15 cm. 


A-48* Localizar los ejes principales y determinar los momen- 
tos de inercia máximo y mínimo del bloque de latón (р = 8750 
kg/m?) representado еп la figura PA-42 (pág. 518). 


A-49 Localizar los ejes principales y determinar los momen- 
tos de inercia máximo y mínimo del tetraedro de hierro colado 
(р = 7370 kg/m?) representado en la figura PA-10 (pág. 508) si 
a=15cm,b=20 cm y c=25 ст. 


A-50 Localizar los ejes principales y determinar los momen- 
tos de inercia máximo y mínimo de la esfera de latón (р = 8750 
kg/m?) representada en la figura PA-50. El radio de la esfera 
vale 200 mm, La superficie de la esfera es tangente a los tres 
planos de coordenadas. 


Figura PA-50 
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Tabla B.1 SITUACIÓN DEL CENTROIDE PARA ALGUNAS LÍNEAS Y SUPERFICIES CORRIENTES 


A to de y Cuadrant y 
1-Ш | л=п? г 
3 қ 
r— е) Ar 
y Lr 3л — 
4 п 28 4 y 
z- 228 


SITUACIÓN DEL 


ROIDE PARA 


CIES CORRIENTES ( continu: 


Superficie rectangular y Cuadrante de elipse 
A= жан: 
= һ 
y Jete 
A к зт 
Lx asb 
| үзе 
LL 
Superficie triangular y Enjuta parabólica 


_bh 
Ва 


Tabla В.2 SITUACIÓN DEL CENTROIDE PARA ALGUNOS VOLÚMENES CORRIENTES 


Paralelepípedo rectangular 
abc 


ÍA mig wia 


Tetraedro rectangular z 


Cilindro de revolución 


Semicilindro Н 


RL 


ы 


Tabla E SITUACIÓN DEL CENTROIDE PARA ALGUNOS VOLÚMENES CORRIENTES (continuación 
Semiesfera РА Paraboloide 
20 
е 3 


Cono de revolución 2 Semicono 2 


aeh 


y 
Я x 
MOMENTOS SEGUNDOS DE SUPERFICIES PLANAS 
1.20 
y = 0 ШЧ 
‚НУ A=bh 
bh? 
|. = 15 
hi 
е 24 
ае A = Jon 
1.2 SaR 
лк* emna 


MOMENTOS SEGUNDOS DE SUPERFICIES PLANAS (continuación 


4 

1 = E 

А = 1лв2 
5 

aRt 

LE 

А = 1л? 
3 


Tabla B.4 MOMENTOS SE 


NDOS MIXTOS DE SUPERFICIES PLANAS 


ІШІНЕН ШІ 
ху „у "үп 
L o Be L a PR 
NEEE уу 47 
Г 2 
Л 
242 2,2 
Я Los [ld Eh 


TOS SEGUNDOS MIXTOS DE SUPERFIC ntinuación) 
1.2 (9л-32)Е* Hren 
syo Nr ху $ 
р 2 097-32) Кі HESE 4 
ШЕННЕ; Сан: ху 
1-0 _ 284 
= Гу 37 


Tabla B.5 MOMENTOS DE INERCIA DE FIGURAS CORRIENTES 


1 12. 
13! 


y 
| „= түлі өй?) 
1 
| t * Placa rectangular „= pro? 
ў 1 
| b „= p" 
| 
| у 
і I, = mR? 
| t Placa circular а 
1 
х 1, іе "К 


MOMENTOS DE INERCIA DE FIG 


Prisma rectangular 
2 (2+2 
V = bhL = пт +h?) 
= Limpi L3 
1, mo +L?) 
21508 
I, = ¿mo +12) 
Cono de revolución mr? 
1, ПШ 
1 
У- Е 1, == БЕ? + ah) 
23 
i=3h aha БӨК? +h?) 
E= Dra 
Cilindro de revolución 5712 
1 
V = nRL = тз'"@®К? Ы) 
Semiesfera 
= aR? 
V= лк 
522113. 
X= ES 
Esfera 
4 2 
V= ES L= =l = MR? 


Tabla B.6 DENSIDAD 


вішр/ 4? 
Sólidos 
Acero 7870 15,21 
Aluminio 2770 5,35 
Cobre 8910 17,21 
Hierro colado 7370 14,24 
Hormigón 2410 4,66 
Latón 8750 16,91 
Madera (pino blando) 480. 0,93 
(roble duro) 800 1,55 
Oro 19300 3729 
Plomo 11370 21,97 
Tierra (húmeda) 1760 340 
(веса) 1280 247 
Vidrio 2590 5,00 
Líquidos 
Aceite 900 174 
Agua (dulce) 1000 1,94 
(salada) 1030 199 
Hielo 900 174 
Mercurio: 13570 2622 
Gases 
Aire 1225 237701075) 


Longitud 
1 ft=12 in. 
1 mi =5280 ft 
1 milla marina = 6080 ft 
1 in. = 25,40 mm 
1 ті =1, 609 km 


Volumen 
1 cup=8 fl oz (fluid ounce, onza 
líquida) 
1 pint (pinta) = 2 cup = 16 fl oz 
1 quart (cuarto de galón)= 2 pint 
=32 fl oz 
1 gal (galón) = 4 quart = 231 іп? 
1 f= 7,48 gal 
1 barril (petróleo) = 42 gal 
1 litro =10°m? 


B.7 FACTORES DE CONVERSIÓN Y DEFINICIONES 


Masa 
1 tonelada métrica = 1000 kg 
1 slug = 14,59 kg 


Fuerza 
11b=160z 
1 Кір (kilo-pound, kilolibra) = 1000 lb 
1 ton = 2000 lb 
11b = 4,448 Newton 


Energía 
1 BTU (British Thermal Unit) = 778 ft» lb 
Potencia 
1 hp (caballo de vapor) = 530 ft - lb/s 
1 ft- Ib/ s=1,356 watt 


G = 6,673 (10)m? /(kg - 52) 
Sol 

Masa 

Radio medio 


Tierra 
Masa 
Radio medio 
Periodo de rotación 


Luna 
Masa 
Radio medio 


| Distancia media а la Tierra (entre centros) 


Excentricidad (e) 


Sistema Solar 


Constante de Gravitación Universal 


3,439 (103) ft* / (Ib - 5%) 


1,99010)kg 
696 000 km 


5,976(10%) kg 
6370 кт 
23,93 h 


7.350(10%)kg 
1740 km 

384 000 km 
0,055 


1.364(1029) lb-s?/A 
432 000 mi 


4,095(107) lb 
3960 mi 


5,037(10?!) Ib - s?/ft 
1080 mi 
239 000 mi 


Distancia media al Sol 


Planeta 
Mercur 
Venus 
La Tierra 

| Marte 

| Júpiter 
Saturno 


La Unidad Astronómica (U-A.) es igual a la distancia media de la Tierra al Sol 


0,723 


0,007 
0,017 
0,093 
0,048 
0.056 


Diámetro medio | Masa | 
(relativo a la Tierra) (relativa a la Tierra) 
ИНИ 0, 380, ТІ ИЕ: |5 
0,975 
1000 


149,6 (10°) km 


92.96(10°) mi 


ÉTODOS 
DE CÁLCULO 


C.1 INTRODUCCION 


La finalidad de este apéndice es proporcionar algunos métodos numéricos sen- 
cillos que ayuden a resolver (haciendo menos farragosa la tarea de resolución) 
los problemas de Mecánica. No se ha pretendido dar una colección de progra- 
mas de ordenador para ser utilizados en los diversos tipos de problemas que 
se encuentran en un curso de Dinámica. Los problemas que se designan como 
problemas para resolver con ordenador son, básicamente, aplicaciones senci- 
llas de los principios elementales. Sólo exigen resolver el mismo problema una 
y Otra vez variando algún parámetro del mismo. Aun cuando podrían resol- 
verse a mano o con ayuda de una calculadora programable, lo más convenien- 
te es resolver estos problemas utilizando un ordenador —bien sea un 
microordenador programado en BASIC o un ordenador programado en FOR- 
TRAN. En todo caso, se pretende que el estudio paramétrico exponga las ca- 
racterísticas del problema que no pueden verse resolviéndolo para un valor 
particular. Por ejemplo, el problema C13-170 examina el efecto de un ángulo 
inicial sobre lanzamientos de la pelota en el baloncesto. 

Este apéndice no está destinado a enseñar al estudiante todo lo que hay que 
saber acerca de métodos numéricos. Los métodos numéricos que presentamos 
se han tomado, a propósito, muy sencillos —tanto de comprensión como de 
utilización. Existen métodos mucho más elaborados. Los estudiantes a quienes 
puedan interesar éstos deberán seguir un curso de métodos numéricos y /o ver 
algunas de las referencias bibliográficas que se consignan al final de este apén- 
dice. 

Este apéndice trata cuatro tipos de problemas que aparecen frecuentemente 
en diversos problemas de Mecánica: 


Ecuaciones alineales (búsqueda de raíces) 
Sistemas de ecuaciones lineales. 
Integración numérica, 

Ecuaciones diferenciales ordinarias. 


коы- 


Para la resolución de cada uno de estos tipos de problemas se presentan uno о 
dos métodos sencillos, Los métodos que se presentan se han tomado sencillos 
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expresamente, a fin de que se puedan resolver a mano o utilizando una calcu- 
ladora de bolsillo programable o no, tanto como utilizando un ordenador. 

En cada caso, se incluye un programa sencillo a fin de poner de manifiesto 
la utilización del método numérico. Se dan las versiones en BASIC y en FOR- 
TRAN. No se incluye el disquete correspondiente ya que los programas son su- 
ficientemente cortos para escribirlos sin demasiado esfuerzo. Los programas 
no son elegantes; al igual que los métodos numéricos que ilustran, se han he- 
cho lo más sencillos posible para que sean fáciles de comprender, fáciles de 
modificar y fáciles de personalizar, y también que puedan funcionar en una 
gama de ordenadores lo más amplia posible. Probablemente, a los estudiantes 
les gustará modificar y reforzar estos programas a fin de mejorar tanto su еп- 
trada de datos como el formato de salida de los resultados. También podrán 
querer modificar dichos programas para aprovechar características especiales 
de sus ordenadores, tales como salidas gráficas. 


C.2 ECUACIONES ALINEALES 


Los problemas de Mecánica (Dinámica) exigen a menudo resolver ecuaciones 
alineales, tales como 


х%-7,014х? + 13,324x -3,548 = 0 (C-1a) 


Estos problemas se enuncian a veces en la forma: Hallar los ceros o raíces de la 
función 


Қо) = x*-7,014x? + 13,324x — 3,548 (C-1b) 


[es decir, hallar los valores de х que hacen Ax) = 0]. Por tanto, a veces se dice 
que son problemas de despejar raíces. La ecuación C-1 es de un tipo que se en- 
cuentra frecuentemente en el problema de hallar el momento de inercia máxi- 
mo de un cuerpo (la ecuación C-1 se ha sacado directamente del problema 
ejemplo A-6). 

Aun cuando tales ecuaciones se pueden resolver por tanteo (ensayando va- 
lores hasta que el primer miembro de la ecuación sea casi nulo), existen proce- 
dimientos de resolución sistemáticos y sencillos. Vamos a estudiar dos de ellos: 
el método de Мешіоп-Карһвоп y el Método de la falsa posición, 


CEN Método de Newton-Raphson 


El método de Newton-Raphson de obtención de raíces es un método iterativo 
que, para la mayoría de las funciones, converge rápidamente. En realidad, si el 
ensayo inicial es razonablemente próximo al valor correcto, el método de 
Newton-Raphson suele converger tras tres o cuatro iteraciones. Dada su rápi- 
da convergencia y su facilidad de uso, el método de Newton-Raphson es el que 
se elige en la mayoría de los casos. 

En cada paso n del proceso de iteración, el método de Newton-Raphson uti- 
liza la tangente a la curva en el punto x, (fig. C-1) para estimar la situación de 
la raíz. La pendiente de la tangente en x, es la derivada de la función, calculada 
enx, 


pendiente = f'(x,) 


Ahora bien, según la geometría de la figura C-1, la pendiente también viene 


dada por 
fx,)-0 


Y 


Xn Xas 


pendiente = 


Igualando estas dos expresiones у despejando х, tenemos 


В а Же) 
Жат х. Ры.) 


(С-2) 


La ecuación C-2 se utiliza iterativamente para obtener estimaciones más 
aproximadas de la situación de la raíz, Para obtener la primera estimación xy 
de la situación de la raíz se puede utilizar una gráfica groseramente aproxima- 


da de la función f(x). 


Resolver la ecuación C-1 


х2 7.01422 + 13,324x —3,548 = 0 


utilizando el método de Newton-Raphson con una precisión relativa del 


0,0001%. 


SOLUCIÓN 
La función 


Ах) = x3-7,014x2+ 13,324х — 3,548 


es un polinomio de tercer grado por lo que la ecuación Ах) = 0 tendrá tres raíces. 
La gráfica a ojo (fig. С-2) de la función indica que dichas raíces están próximas a 
los puntos x = 0, x =3 y x =3,5. Partiendo del punto inicial х = 3.5 se utilizará la 


ecuación C-3 para generar los puntos siguientes 


4-7.014х2 + 13,324x, - 3.548 


ЖШ Н 
0 ат 14,028 4 13,324 
= 35-0095. 34505 
ху= 3.4595 - 00056 = 3,4514 


y así sucesivamente, Se repite el proceso hasta que el error relativo 


(razón de la diferencia entre aproximaciones sucesivas y aproximación en curso) 
sea inferior a 0,00001 (0,001%). En la figura C-3a puede verse el resultado de este 


Ах) 


о 
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fix) 


Figura C-1 

4 

3 

1 

0 . 

1 

3 

4 

0 1 2 3 4 
x 

Figura С-2 


proceso. La columna rotulada DL no es sino el segundo término de la fórmula 
de iteración 

Кө). 

7) Mura 


DL=- 


Al cabo de tres iteraciones, la raíz está localizada en x = 3,4511. Con iteraciones 
análogas para valores de partida x = 0 y x = 3.0 dan las otras dos raíces x = 
0.31670 (fig. C-3b) y x = 3,24619 (fig. С-Зс), respectivamente, 


Хо =3,50000 Хо =0,00000 Хо = 3,00000 
Error = 0,00001 Error = 0,00001 Error = 0,00001 
Xn | DLE | ABS(DL/XD) Ха DL | ABS(DL/X1) | | Ха DL | ABS(DL/X1) 
3,50000 | -0,04047 | 001170 0100000 | 0.26629 | 1.00000 sd рден 
3,45953 | -0,00808| 000234 0.26629 | 0,04882 | 045492 223102 ||: 001426 000439 
3,45145 | -0,00034 | 0,00010 0,31510 | 0,00160 0.00504 lanos Койон 
345111 | -0,00000| (0,0000 0,31670 | 0,00000 0.00001 324619 | 000000 000000 
La raíz es 3,45111 La raíz es 0,031670 La raíz es 3,24619 
(a) (b) (с) 
Figura С-З 


En los Programas С-1а y C-1b зе dan programas sencillos en BASIC y FOR- 
TRAN, respectivamente, para resolver ecuaciones alineales mediante el méto- 
do de Newton-Raphson. Las instrucciones que definen la función y su 
derivada en las líneas 100 y 110 deberán cambiarse para el problema particular 
que se quiera resolver. 


100 DEF FNY (X) = X'X*X —7.014*Х*Х + 13,324*X ~ 3.548 
110 DEF FNYP ( X) = 3*X*X – 14.028*X + 13.324 

120 PRINT “Introduzca Хо = 
130 INPUT ХО 

140 PRINT “Introduzca Error =”; 

150 INPUT ЕК 

160 CLS 

170 PRINTUSING” Хо=###,###.#####”;ХО 
180 PRINT USING “ Error = RR RARA ER 


200 PRINT” Ха DL ABS(DL/X1) “ 

210 РЕИІЧТ"----------------------------- Ж 

220 DL=-FNY(X0) / ENYP(X0) 

230 X1=X0+DL 

240 PE=ABS(DL / ХІ) 

250 PRINTUSING "28,48 R.4RHRR O ЕЕЕ ARARE MAN RAR RA XO; DL; PE 
260 IF ABS(DL / X1)<ER THEN 290 

270 X0=X1 


300 PRINT USING “La raízes # # 8,8% 4.4%448%X1 
310 END 
Programa C-La Listado de un programa en BASIC del método de Newton-Raphson. 


100 Y(X) = X*X*X —7.14'X'X + 13,324*X – 3.548 
110 ҮР(Х) = 3'X"X – 14.028*X + 13.324 
PRINT *,“ Introduzca Хо =” 
READ *, X0 
PRINT * / Introduzca el error =" 
READ*, ER 
PRINT 
PRINT 1, X0 
1 FORMAT (* Хо = *,F13.5) 
PRINT 2, ER 
2 FORMAT (ў Еггог = *.F8,5) 


X1=X0+ DL 
РЕ = ABS(DL/X1) 
PRINT 3. ХО, DL, РЕ 
З FORMAT (1X, F13.5,4X, F13.5, 4X.F9.5) 
TF (ABS(DL/X1).LT. ER ) THEN 
GOTO 290 


PRINT 4, X1 
4 FORMAT (La raíz es *,F13.5) 
CALL EXIT 
END 
Programa C-1b Listado de un programa en FORTRAN del método de Newton-Raphson. 


C22 Método de la falsa posición 


Aun cuando no sea tan elaborado como el método de Newton-Raphson, el mé- 
todo de la falsa posición es bueno para ser utilizado con funciones para las cua- 
les el método de Newton-Raphson presente dificultades, como sucede cuando 
la derivada f'(x) tienda a cero en el punto donde esté la raíz o en sus proximida- 
des. Esto sucede corrientemente cuando la función tenga dos raíces para un mis- 
mo valor de x como, por ejemplo, Дх) = (x + 1)(х – 1). También puede resultar 
difícil aplicar el método de Newton-Raphson en el caso de funciones complica- 
das cuya derivada f'(x) no sea fácil de calcular. Рог tanto, convendrá disponer 
de otro método y el de la falsa posición constituye una buena alternativa. 

El método de la falsa posición es un método sistemático de estrechamiento 
de la región en la cual exista una raíz. Por ejemplo, en la figura C-4 tenemos la 
gráfica de una función f(x) en la que en abscisas se representa х. El punto L se 
halla a la izquierda del punto en que f(x) = 0 y el punto R se halla а la derecha. 
Notemos que entre dichos dos puntos, L y R, entre los cuales se encuentra una 
raíz simple, (ху )Кхк) < 0, siempre. Para hallar los puntos iniciales L y R puede 
ser necesario disponer de una gráfica groseramente aproximada de f(x). 

Construyamos el punto С —punto de intersección con el eje de abscisas de 
la recta que pasa por los puntos L y R— y tomémoslo como estimación de la 
raíz. El punto C se puede hallar por triángulos semejantes 


ШЕ 
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600 
400 
200 
0 
-200 
-400 
-600 
1500 2000 2500 3000 
x 
Figura C-5 
Error = 0,00001 
250000000 |FXL)=| 8646138 
250000000 | F(XR) = | – 156,41248 
217759814 | ҚХС)-| -1515216 
2000,00000 | F(XL) 8616138 
217759814 | (ХҜ) = | -15,15216 
215109711 | Қхс)-| -1,27262 
200000000 | Е(ХІ) =| 8616138 
21510371 |F(XR)=| -1,27262 
2148838682 |F(XC)=| -0,10550 
200000000 | Е(Х1)-| 8616138 
214883882 |F(XR)=| -0,10550 
2 148,65649 |F(XC)= = 0,00865 
2 000,00000 FL) = 86,16138 
214865649 |F(XR)=| -0,00865 
214864160 |F(XC)=| -0,00072 


La raíz es 2148,642 


Figura C-6 


(С-3) 


Despejando xç tenemos 
Ах) 
Те) Л) 


(С-4) 


с 


Ahora bien, como f(x) no es una recta, (хс) no será igual a cero. Si хс) хк) 
<0, хе estará a la izquierda de la raíz. En tal caso, se traslada el punto L al punto 
С y se repite el proceso. Si Қ(хС)Қх1) < 0, хс estará a la derecha de la raíz. En este 
caso, se traslada el punto R al punto С у se repite el proceso. El proceso termina 
cuando el punto C coincida con uno de los puntos extremos (dentro de los lí- 
mites del error del redondeo numérico). Entonces, el punto C será la raíz bus- 
cada. 


PROBLEMA EJEM 


Resolver 


т 
200 = [а 


i 5(800) _ 1 


2, 


utilizando el método de la falsa posición con una precisión del 0,001%. 


SOLUCIÓN 


En primer lugar, se escribirá la ecuación en la forma de la ecuación C-1: 


Дх) = x [con 1] - 1000 = 


Una gráfica, trazada a ojo, de Ах) (fig. C-5) sugiere tomar los puntos de partida 
xy = 2000 y xg = 2500. Obsérvese que /(х;) = 86,1614, Дх) =-156,4125 y Ax, Axe) 
< 0. Se construye el punto С utilizando la ecuación C-4 y se tiene 


_ (5156,4125) (2500 – 2000) 


121564125) - (861614) = 21772982 


Como Дхс) --15,1522, el producto хе) хк) > 0 y el producto Ќхс) х) < 0. Por 
tanto, se pasa el punto R al punto С y se repite el proceso. Éste terminará cuando 
el error relativo, sea 

-xe 


XR frii 


о bien 


с С 


resulte ser menor o igual a 0,00001 (0,001%). En la figura С-6 puede verse el ге- 
sultado de este proceso. Al cabo de cinco Иегасіолев, la raíz resulta ser х = 
2148,642. 


En los programas C-2a y C-2b se dan programas sencillos en BASIC y FOR- 
TRAN, respectivamente, para resolver ecuaciones alineales. La instrucción de 
la función de la línea 100 deberá cambiarse para el problema particular que se 
quiera resolver. 


90 DEF ЕМСОЅН(Х) = (EXP(X)+ ЕХР(-Х))/2 __ 539 
100 DEF FNY(X) = X'(FNCOSH(2000/X)—1)- 1000 С.2 ECUACIONES ALINEALES 
110 PRINT “Introduzca XL = “; 

120 INPUT XL 

130 PRINT “ Introduzca XR =”; 

140 INPUT XR 

150 PRINT “Introduzca Error = “; 

160 INPUT ER 

170 CLS 

180 PRINT USING” Error=* ##,###.### ё ER 


200 XC = ХК ~ ENY(XR)"(XR-XL)/(ENY(XR)-FNY(XL)) 
210 PRINT USING “XL=H 44 ,44R.48244 F(XL)=# 44,428. .44%%4%" ХІ; FNY(XL) 


220 PRINT USING “XR=*$+%,84H. 48544 F(XR)=444,448.4%%%%";XR; FNY(XR) 
230 PRINT USING “ ХС= ###,###.9###8 F(XC)=8Ht 4,488.48"; ХС; ЕМҮ(ХС) 
240 ПЕРМҮ(ХСУЕМҮ(ХІ.) < = 0 THEN 320 

250 ТЕ ЕМҮ(ХС)*ЕМҮ(ХК) < = 0 THEN 290 

260 PRINT 

270 PRINT “*** ERROR ***” 

280 END 

290 IF ABS((XC-XL)/XC < ER THEN 350 

300 XL=XC 

310 GOTO 190 

320 IF АВЅ((ХС – XR)/XC) < ER THEN 350 

330 XR=XC 


360 PRINT USING “ Laraizes### йй." ХС 
370 END 
Programa С-2а Listado de un programa en BASIC para realizar el método de Іа falsa posición. 


100 Y(x) = X*(COSH(2000/X)- 1) – 1000 4 FORMAT(' XC=", F13.5; F(XC)=",F13.5) 
PRINT*,* Introduzca XL =“ TF (Y(XC)"Y(XL) ТЕ. 0) GOTO 320 
READ *, XL IF (Y(XC)"Y(XR) .LE. 0) GOTO 290 
PRINT *, Introduzca XR =“ PRINT 
READ *, XR PRINT *, “*** ERROR **” 
PRINT*, “Introduzca error =" CALL EXIT 
READ *, ER 290 IF (ABS((XC-XL)/XC) .LT. ER) GOTO 350 
PRINT 1, ER XL=XC 
1 FORMAT (' Error =",F13.5) GOTO 190 
190 PRINT * == е-е 4 320 IF (ABS((XC-XR)/XC) .LT. ЕК) СОТО 350 
XC = XR — Y(XR)(XR — XL)/(Y(XR) - Y(XL)) XR=XC 
PRINT 2, XL, Y(XL) GOTO 190 
2 ҒОКМАТ(“ XL=",F13.5/ F(XL)=",F13,5) 350 РЫІМТ/----------------------------- ы 
PRINT 3, XR, Y(XR) PRINT 5, XC 
З ҒОКМАТ(“ XR=",F13.5/ F(XR)=",F13.5) 5 FORMAT (' La raíz ев” ,F13.5) 
PRINT 4, XC, Y(XC) CALL EXIT 
END 


Programa C-2b Listado de un programa en FORTRAN para realizar el método de la falsa posición. 
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С.З SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


Muchos problemas de Mecánica exigen la solución de un sistema de ecuacio- 
nes lineales, tales como 


5х+3у +42 = 23 (С-52 
2х+1у+12=7 (С-5» 
Іх%3у%52 = 22 (С-5с 


Un esquema posible de resolución de este sistema sería: 


Primero, utilizar la ecuación С-5а para eliminar la x de las ecuaciones 
C-5b y С-5с. Por ejemplo, multiplicar por 2/5 la ecuación C-5a y restarla 
de la C-5b y multiplicar por 1/5 la ecuación C-5a y restarla de la C-5c. (Sè 
el coeficiente de х en la ecuación С-5а fuese nulo, se reordenarían primero 
las ecuaciones de manera que dicho coeficiente fuese distinto de cero.) 

A continuación, utilizar la ecuación C-5b que resulte para eliminar y de 
las ecuaciones С-5а y С-5с, 

Por último, utilizar la ecuación C-5c para eliminar z de las ecuaciones 
С-5а y C-5b. 

En este punto, la ecuación C-5a dará el valor de x; la С5- dará el valor 
de y; y la C-5c. el valor de z. 


El procedimiento que acabamos de describir es el llamado método de 
Gauss-Jordan de resolución de sistemas de ecuaciones lineales. Como las letras 
representativas de las incógnitas (x,y,z) no representan, en el esquema de solu- 
ción, más papel que el de mantener los coeficientes en sus sitios, el procedi- 
miento se puede llevar a cabo con una matriz de los coeficientes 


4 
17 (С-6 
S 


donde las filas de la matriz representan las ecuaciones del sistema. La primera 
columna de cada fila contiene los coeficientes de x, la segunda columna contiene 
ne los coeficientes de y, la tercera columna contiene los coeficientes de z y la úl- 
tima columna contiene los segundos miembros de las ecuaciones. Las filas de 
la matriz se han de multiplicar por constantes y sumarse con las otras filas de 
la misma manera que se ha hecho con las ecuaciones en el procedimiento des- 
crito anteriormente. 


PROBLEMA EJEMPLO 


resta de la segunda fila (ecuación) y la primera fila (ecuación) multiplicada por 541 
1/5 se resta de la tercera fila (ecuación) y se tiene С.З SISTEMAS DE ECUACIONES 


LINEALES 
Ж Жү IS 


0-0,2-0,6-2,2 

024 42 174 
A continuación, la segunda fila multiplicada por 15 se suma a la primera fila y 
la segunda multiplicada por 12 se suma a la tercera, соп lo que se tiene 


5 0 -50-10,0 

0-02-06 -22 

0 0 -30-90 
Por último, la tercera fila multiplicada por 5/3 se resta de la primera y la tercera 
fila multiplicada por 2/10 se resta de la segunda. Resulta así 


5 0 0 5 

0-02 0 -04 

0 0 -30-90 
La respuesta ев más fácil de interpretar si se divide рог 5 la primera fila; se divi- 
de por -2/10 la segunda y por -3 la tercera. Con ello se tiene la matriz 


1001 
0102 
0013 
Las filas de esta matriz representan las ecuaciones 
x=1 y=2 2=3 
que constituyen la solución del sistema de ecuaciones original. 


En los Programas С-За у C-3b se dan programas sencillos en BASIC y FOR- 
TRAN, respectivamente, para resolver sistemas de ecuaciones lineales utili- 
zando el método de Gauss-Jordan. El número de ecuaciones del sistema y los 
coeficientes de la matriz se incluyen еп las instrucciones DATA (líneas 100-130) 
y deberán cambiarse para el problema particular que se quiera resolver. Una 
modificación conveniente de estos programas consistiría en introducir estos 
valores directamente desde el teclado, cuando el número de ecuaciones no sea 
grande o leerlos desde un fichero cuando sea grande el número de ecuaciones. 


100 DATA З 190 МЕХТІ 

110 DATA5, 3,4, 23 200 PRINT 

120 DATA2,1,1, 7 210 PRINT 

130 DATA 1,3, 5, 22 220 PRINT “La solución es ” 

140 DIM А(20,21) 230 PRINT 

150 GOSUB 310 240 FORI=1 TON 

160 FOR I=1 TON 250 РКІМТ “x(“;1;") =“; A(LN+1) 
170 GOSUB 500 260 МЕХТІ 

180 GOSUB 720 270 ЕМО 


Programa С-За Listado de un programa en BASIC que resuelve un sistema de ecuaciones lineales utilizando el método de 
eliminación de Gauss- Jordan. (Continúa en la página siguiente.) 


280 REM 

290 REM Lectura de los elementos de la matriz 
300 REM 

310 READN 

320 FORI=1TON 

330  FOR]J=1TON+1 

340 READ A(1J) 

350 NEXT] 

360 МЕХТІ 

370 CLS 

380 PRINT “La matriz de entrada es: ” 
390 PRINT 

400 FORI=1TON 

410  FORJ=1TON+1 

420 PRINT А(І,) 


470 REM 

480 КЕМ Búsqueda por filas del elemento más grande 
490 КЕМ de la columna I 

500 TEMP = АВ5(А(1,1)) 

510 КТ-І 

520 FORK=ITON 

530 TT =ABS(A(K.1)) 

540 ІЕТТ<-ТЕМР THEN 570 


550 KT=K 
560 TEMP - ТТ 
570 МЕХТК 


Programa C-3a Continuación. 


REAL А(20,21) 
100 DATA N/3/ 
110 DATA А(1,1),А(1.2),А(1,3),А(1,4)/5,3,4,23/ 
120 DATA A(2,1),A(2,2),A(2,3),A(2.4)/2,1,1, 7/ 
130 DATA A(3.1),A(3,2),A(3,3),A(3.4)/1, 3, 5, 22/ 
/ La matriz de entrada es: * 


DO 450 М 
PRINT *, (A(1J). J = 1, N+1) 
450 CONTINUE 
DO 1901=1,N 
CALL PIVOT(N,A,!) 
CALL ELIM(N,A,!) 
19 CONTINUE 
PRINT*,* 
PRINT*/* 
PRINT */ La solución es ;' 
PRINT*/* 


590 REM 

600 КЕМ Intercambio de filas, si es necesario pivotar 
610 КЕМ el elemento más grande posible 

620 REM 

630 FORK=1TON+1 

640  TEMP=A(1K) 

650  A(LK) = A(KT.K) 

660 А(КТ.К)-ТЕМР 

670 NEXT K 


700 КЕМ ‘Normalizar’ la fila del pivote 

710 REM 

720 PV=A(1.1) 

730 FOR K =I TO N+1 

740 A(LK)=A(K)/PV 

750 МЕХТК 

760 REM 

770 REM Eliminación de todos los elementos de la 
780 КЕМ 1-бзіта columna excepto el elemento pivote 
790 КЕМ que ha sido normalizado a 1 

800 REM 

810 FORK=1TON 

820 ІЕК-ІТНЕМ 870 

830 РУ-А(Қ,) 

840  FORKK=ITON+1 

850 A(K,KK) = A(K,KK) - PV*A(1,KK) 

860 NEXT KK 

870 МЕХТК 

880 RETURN 


DO 2601=1,N 
PRINT*,'XC,1,')=", A(LN+1) 
260 CONTINUE 


SUBROUTINE PIVOT(N,A.I) 
REAL A(20,21) 
E Búsqueda por filas del elemento más grande de la 
c columna I 
TEMP = ABS(A(1,1)) 
КТ-І 
DO570K=I,N 
TT = ABS(A(K,I)) 
IF (TT .GT. TEMP) THEN 
KT=K 
TEMP =TT 
END IF 
570 CONTINUE 


Programa C-3b Listado de un programa en FORTRAN que resuelve un sistema de ecuaciones lineales utilizando el método de 


eliminación de Gauss-Jordan. (Continúa en la página siguiente.) 
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TF (KT ,EQ. 1) GOTO 680 


АПК) = A(I,K)/PV 


С Intercambio si fuese necesario para hacer el ele- 750 CONTINUE 
€ mento ‘pivote’ lo más grande posible с Eliminaciónde todos los valores de la І-ёѕіта 
DO 670K=1,N+1 © columna excepto el elemento pivote el cual ha 
TEMP = A(1,K) с sido normalizado a 1 
A(LK) = A(KT,K) DO870K=1,N 
А(КТ,К) = TEMP IF (K .NE. 1) THEN 
670 CONTINUE PV =A (K1) 
680 REFURN DO 860 KK =1, N+1 
END A(K,KK) = A(K,KK) - PV*A(I,KK) 
SUBROUTINE ELIM(N,A,1) 860 CONTINUE 
REAL A(20,21) END IF 
в “Normalizar” la fila pivote 870 CONTINUE 
PV=A(LI) 880 RETURN 
DO 750 K =1, №1 END 


Programa C-3b Continuación. 


C.4 INTEGRACIÓN NUMÉRICA 


La mayoría de las funciones que hay que integrar en los problemas de Dinámi- 
ca son polinómicas u otras funciones sencillas y son fáciles de calcular analíti- 
camente. Sin embargo, a veces, la función a integrar puede ser suficientemente 
complicada como para que sean necesarias técnicas de integración adelanta- 
das. En otras ocasiones, la función a integrar no se da en forma explícita. En vez 
de ello, la función puede venir dada por valores determinados experimental- 
mente en algunos puntos. En estos dos últimos casos, para evaluar las integra- 
les pueden resultar útiles ciertos métodos numéricos. 

En la forma más sencilla, la integración numérica resulta de la interpreta- 
ción física de la integral como área encerrada bajo una curva. El área se puede 
aproximar mediante rectángulos, trapecios u otras formas simples cuya área 
sea de fácil determinación. El valor aproximado de la integral se obtiene su- 
mando las áreas de las distintas partes. El método que vamos a describir utiliza 
trapecios para aproximar el área encerrada bajo la curva; de aquí su nombre: 
regla de los trapecios. 

Por ejemplo, el valor de la integral 


1= fro dx (С-7) 


está representado por el área sombreada de la figura С-7а. Si aproximamos esta 
área a un gran trapezoide de anchura h = Р — a, como en la figura C-7b, tenemos 


тат, = ЕДЫ (сә) 


< 


< 


5 


у= Ах) 
х 
b 
(а) 
Б х 
(b) 
h 
х аны 
(а 
Figura С-7 
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APÉNDICE C MÉTODOS DE CÁLCULO 


donde fy = fla) y fa= fb). Esta aproximación tendrá por error el área de la super- 
ficie sombreada de la figura C-7b, que está comprendida entre la parte superior 
del trapecio y la curva. No obstante, podemos reducir el error utilizando dos 
trapecios de anchura / = (b – a)/2, como en la figura C-7c, y sumando sus áreas 


тет, = UU = (co) 


donde fi = fx) уху = а + h. Las partes altas de los dos trapecios siguen más fiel- 
mente la curva que el trapecio único anterior. El error de la aproximación Т; 
(representado por el área sombreada de la figura C-7c) es menor que el de la 
aproximación T}. 

Continuando con esta lógica y dividiendo el intervalo en N trapecios de 
igual anchura h tenemos la aproximación de la regla de los trapecios 


IsT, = + „+2 А (C-10) 
donde 


h= ЛЛ) h=” 
fi= fx) = fla + ih) і-1,2,..,-1 


Al ir aumentando el número de tramos, disminuirá la anchura de éstos, las 
partes altas de los trapecios se ajustarán más a la función que se integra y se 
reducirá el error total de la aproximación. Puede demostrarse que el error que 
se comete al utilizar la regla de los trapecios es aproximadamente proporcional 
a k?. Por tanto, si reducimos h a la mitad, reducimos el error a la cuarta parte. 
Ordinariamente, la integral se calcula varias veces utilizando tramos cada vez 
más estrechos hasta que el valor correspondiente a dos anchuras de tramo di- 
ferentes sea prácticamente el mismo. Entonces se toma este valor como valor 
de la integral. 

En el caso de datos experimentales dados solamente en puntos discretos 
(que posiblemente no estén igualmente separados), la regla de los trapecios se 
aplica a cada par de puntos y luego se suman los valores obtenidos. Sin embar- 
go. en este caso, puede no ser posible variar el número de tramos y obtener una 
estimación del error. En su lugar, puede utilizarse una gráfica de la función 
para obtener una burda estimación de lo bien que se aproxima la función con 
la regla de los trapecios (v. Problema Ejemplo C-5). Si parece que esta no repre- 
senta satisfactoriamente la función, o bien podrá utilizarse un método de inter- 
polación para generar puntos adicionales en un número grande de valores 
igualmente espaciados según exige la regla, o bien habrá que emplear un mé- 
todo de integración más preciso, 

En los Programas С-4а y C-4b se dan listados de programas en BASIC у 
FORTRAN, respectivamente. para generar el resultado de la figura C-8. La ins- 
trucción de la función y los límites de integración de las líneas 100-120 deberán 
cambiarse para cada función que se quiera integrar. 


100 DEF FNY (X) = X* EXP(-X*X) 545 
10 A=0 С.4 INTEGRACIÓN NUMÉRICA 
120В=2 

130 CLS 

140 N=1 

150 H=B-A 

160 T = НҠЕМҰ(А) + FNY(B))/2 


180 PRINT “№ ае  Valoresde Error” 
190 PRINT “tramos 1а integral % rel” 


210 PRINTUSING" ####  #####REH”N,T 
220 FOR K =1 TO7 

230 TOLD=T 

240 H=H/2 

250 Т= ЕМҮ(А) + ЕМҮ(В) 

260 N=(B-A)/H 

270 FORI=1TON-1 

280 ХІ-А-РН 

290 T=T+2'FNY(X1) 

300 МЕХТІ 

310 T=T"H/2 

320 ЕК-100" ABS((T - TOLD)/T) 

330  PRINTUSING 8998 фаг ініне сай вйфен”М,Т.ЕК 


Program C-4a Listado de un programa en BASIC que evalúa integrales utilizando la regla de los trapecios. 


100 Y(X) = X* EXP(- ХХ) H=H/2 
=0 T=Y(A) + Y(B) 
N=(B-A)/H 
DO 3001=1,N-1 
X1=A+T'H 
T=H'(Y(A) + Y(B))/2 T=T+2'Y(X1) 
РЕІМТ%,“---------------- # CONTINUE 
PRINT*, Valores de Error” T=T'H/2 


РКІМТ *, 


la integral геі“ 


210 FORMAT (3X,14,2(3X,F10.6)) 
DO340K=1,7 
TOLD = Т 


ЕК = 100*ABS((T – TOLD)/T) 
PRINT 210, №, Т, ER 


Program C-4b Listado de un programa en FORTRAN que evalúa integrales utilizando la regla de los trapecios. 


546 PROBLEMA EJEMPLO С.4 
APÉNDICE С METODOS DE CALCULO 


Calcular la integral 
f хет 
0 


mediante la regla de los trapecios con un error relativo estimado del 0,1%. 


SOLUCIÓN 


El cálculo de la integral utilizando la ecuación C-6 y un solo tramo da 
[0+2e=*+] = 0,0366 


mientras que utilizando dos tramos da 
Т, = L10+2e- +2 1)] = 0,3862 


El error absoluto (diferencia entre la estimación en curso y el valor correcto) se 
estima que es 


En = [T¿=T,| = 0,3496 


y el error relativo (cociente entre el error absoluto y el valor correcto) se estima 
que es 


х 100 = 90,5% 


Utilizando cuatro tramos se tiene 


т, = DŽ [042e 4420/5002 +е-1+1,5е— 225)] = 0,4688 


y el error relativo se estima que es 


Ey = [04688 — 0.3862) x 100 = 17,28% 


кеде | Valor de la 985 
ае а Бизе, Se sigue utilizando más y más tramos hasta alcanzar la precisión deseada y 
5 0386195 | 30514620 ѕе alcanzan los resultados de la figura C-8. Utilizando 64 tramos, se calcula que 
4 0,466847 17275900 la integral vale 0,4908 con un error estimado del 0,06%. (Obsérvese en la figura 
8 0.484937 3730329 С-8 que al reducir la anchura de los tramos a la mitad se reduce el error а la cuar- 
16 0,489371 0906150 ta parte, aproximadamente, de acuerdo con la estimación del error antes men- 
32 0.490475 | 0224978 Чопан). 
| 64 0,490750 0,056155 
| 128 0,490819 0,014032 
Nota: El resultado es 0,4908 con un error 


esimado de 0,1 por ciento 


Figura C-8. Evaluación de la integral PROBLEMA EJEM 2 


J хе?“ dx empleando la regla de los 
0 


Alrededor de los pilares de un puente se colocan, a veces, barriles que absorban 
trapecios y variando el número de parte de la energía y reduzcan la severidad de los accidentes de automóvil. En 
tramos. un ensayo de una tal barrera, se lanza un automóvil contra los barriles y los ins- 
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С.5 ECUACIONES DIFERENCIALES 
ORDINARIAS 


trumentos situados en el auto miden su aceleración en función del tiempo. Estos 
datos se pueden manipular para obtener la fuerza del auto en función de su po- 
sición: 


x,m FN 


0,0000 0 
0,8833 | 20029 
15962 | 32034 
2,0358 | 31207 
2,2092 | 17877 
2,2299 0 


Determinar la energía total absorbida por los barriles en este ensayo. 


SOLUCIÓN 
La energía absorbida es igual al trabajo efectuado sobre el auto 


E= ва 


Ahora bien, la fuerza no se da a intervalos iguales de la posición, ya que los da- 
tos se han tomado a intervalos de tiempo iguales y no a intervalos de posición 
iguales. Por tanto, la regla de los trapecios deberá aplicarse a cada uno de los cin- 
со intervalos por separado y luego sumar: 


1 


E 


(0,8833 - 0)(20 029 +0) + la ‚5962. – 0,8833)(32 034 + 20 029) 


+ 10.0358 = 1,5962)(31 307 + 32 034) + 10.2092 — 2,0358)(17 877 + 31 207) 


10.2209 - 2.20920 + 17 877) = 45 2443 1800 
Сото los datos se han obtenido experimentalmente, no es posible estimar el 21200 
error volviendo a calcular la integral con tramos menores. Еп vez de ello, en la 
figura C-9 se ha representado F en función de x. La línea continua indica el área 600 
utilizada en la regla de los trapecios . El error esperado es la región sombreada i 
comprendida entre las dos líneas. Se ve que la regla ha subestimado la integral 0 06 12 18 24 
muy poco (quizá un 3 6 2%). Si se deseara un valor más preciso de la integral, x, (m) 
habría que utilizar un método de integración de precisión mayor. Figura C-9 


С.5 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 


Muchos fenómenos de Mecánica exigen la integración de ecuaciones diferen- 
ciales. Muchos de estos problemas son ecuaciones corrientes, sencillas, que tie- 
nen soluciones conocidas. Sin embargo, algunas ecuaciones diferenciales 
tienen difícil resolución analítica pero se pueden resolver numéricamente con 
facilidad utilizando un procedimiento sencillo que lleva el nombre de método 
de Euler. Describiremos el procedimiento en tres apartados: 


1. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. 

2. Problemas de valores iniciales genéricos en los que el orden de la ecuación 
diferencial ordinaria es superior al primero, pero para los cuales todos los 
datos se dan en un solo punto. 
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Ма) = yo 


=yas2A) 


= ya + A 


Figura C-10 


3. Problemas de condiciones de contorno en los que el orden de la ecuación di- 
ferencial ordinaria es superior al primero y los datos se dan en dos o más 
puntos. 


ES Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden 


Un problema regido por una ecuación diferencial ordinaria de primer orden 
tiene la forma 


u- ft у) а<і<Ь (C-11a) 
уа) = yo (C-11b) 


La solución de la ecuación diferencial es la función y(t) que satisface la ecua- 
ción C-11. Pero como fit, у) = dy/dt es la pendiente de la función y(t), parece ra- 
zonable esperar que pueda utilizarse f(a, yy) para predecir el valor de y; = y(t,) 
donde t, = a +At (v. fig. С-10). Ahora, conociendo el valor уз, podemos utilizar 
At, у) para predecir уу = y(t) donde t, = a %2АҒу así sucesivamente. La solu- 
ción y(t) se genera en forma recurrente: 


Ук, = у, + flew Y At (С-12) 


donde t, = а + nât e y„ = у(1„). Podríamos obtener una justificación más teórica 
de la ecuación C-12 mediante el desarrollo de y(t) en serie de Taylor. En efecto, 
escribiendo la ecuación C-12 en la forma 


yt, +At) = y(t,) + y (1, JAt 


vemos que son los dos primeros términos del desarrollo en serie de Taylor de 
y(t) en torno del punto f.,. 

El método de Euler para resolver la ecuación diferencial С-11 consiste en 
utilizar la relación recurrente definida por la ecuación C-12 para generar los 
puntos (t,, y.) partiendo de (а, yo) y siguiendo а lo largo de la curva solución 
hasta 1 = Р. Los puntos generados se unen mediante segmentos rectilíneos para 
definir la función y(t). Se puede generar un número de puntos suficiente para 
que la curva resultante parezca lisa, 

Además de generar un número de puntos suficiente para que la curva pa- 
rezca lisa, los puntos deben generarse suficientemente próximos para que el 
método no nos aparte demasiado de la curva solución. Si el tamaño At del tra- 
mo fuese demasiado grande, el método de Euler no nos haría seguir la curva 
solución muy de cerca (v. Problema Ejemplo C-6). Cuanto menor sea el tamaño 
del tramo mejor funciona el método de Euler, pero ello requiere mayor número 
de tramos y mayor tiempo de cálculo para generar la solución. 

Puede demostrarse que el error que se comete al utilizar el método de Euler 
es proporcional al tamaño del tramo. Por tanto, al reducir este tamaño a la mi- 
tad, reducimos el error también a la mitad. El procedimiento normal consiste 
en resolver el problema con tamaños de tramo sucesivamente menores hasta 
que la solución ya no varíe. 


PROBLEMA EJEMPLO C.6 


Resolver la ecuación diferencial 


para y(t), 1 < t <5 e y(t) = 0.5. 


SOLUCIÓN 
Partiendo de la condición inicial, fọ = 1 e yọ = 0,5, se utiliza la ecuación C-12 y 
At = 1 para generar los puntos 
55 2% 
Y) = Yot (уре °)А! 


= 0,5 + (0,5) %e-1(1) = 0,5920 


Қ-і%ді- 1+1=2 


1 
Ya = y+ (yde) ar 

= 0,5920 + (0,5920)22-5(1) = 0,6394 
= 1 +4t=2+1=3 
Ya = уз + (yde) At 

= 0,6394 + (0,6394)26-Х(1) = 0,6597 
= (.+А= 3+1=4 
Ya = Уз + (3E At 

= 0,6597 + (0.6597)2e (1) = 0,6677 
t =k+Ab=4+1=5 


En la figura C-11 se han representado estos puntos y se han unido mediante seg- 
mentos rectilíneos. La línea resultante es un tanto burda y es probable que no 
siga muy fielmente la solución real. Se repetirán los cálculos utilizando tamaños 
menores de los tramos (1,1,1 y 2) hasta que la curva llegue a ser lisa y ya no 
cambie. Estos resultados también se indican еп la figura С-11. 


Los programas C-5a y C-5b son los programas en BASIC y FORTRAN, respec- 
tivamente, utilizados para generar los datos que se emplean para trazar la fi- 
gura C-11. La función ЌЕ, y) que define el problema y los datos iniciales, ty е yọ. 


en 


las instrucciones 110-130 deberán cambiarse en cada problema particular 


que se quiera resolver. 


100 
10 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
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ORDINARIAS 


Figura C-11 


DIM X(100), Y(100) 180 Y=YI 
DEF FNF (X, Y) = Y * Y * EXP(- X) 190 X(0)=X 
Хі-1 200 Ү(0)-Ү 
Ү= .5 210  FORN=1TONS 
Н=2 220 Y =Y + H * ENF(X, Y) 
FOR M=1TO5 230 X=X+H 
NS=4/H 240 X(N) =X 
X=XI 250 Y(N)=Y 


Programa C-5a Listado de un programa en BASIC que resuelve ecuaciones diferenciales de primer orden utilizando el método de 
Euler, (Continúa en la página siguiente.) 


260 NEXT N 

270 PRINT 

280 PRINT 

290 PRINT 

300 Аў=”"###.#### оза яһай” 
30  FORN=0TONS 


Programa С-5а Continuación. 


REAL Х (100), Y (100) 
FNF (X, Y) = Y * Y * EXP(X) 
XI=1 
ҮІ-.5 
H=2 
DO 350 М = 1,5 
NS=4/H 
XC=XI 
ҮС-ҮІ 
X(0) = XC 
Ү(0)=ҮС 
DO 260 N =1, NS 
YC = YC + H * ЕМЕ(ХС, YC) 
XC=XC+H 


Programa C-5b Listado de un programa en 
de Euler. 
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320 PRINT USING A$; X (N); Y (N) 


330 NEXTN 
340 H=H/2 
350 NEXTM 
360 END 
X(N) =XC 
Y(N) = YC 
260 CONTINUE 
PRINT 
PRINT 
PRINT 
300 FORMAT (3X.2F10.4) 
DO 330 N =0, NS 
PRINT 300, X(N),Y(N) 
330 CONTINUE 
H=H/2 
350 CONTINUE 
STOP 
END 


FORTRAN que resuelve ecuaciones diferenciales de primer orden utilizando el método 


еза Problemas de valores iniciales 


El método de Euler puede aplicarse también a ecuaciones diferenciales de or- 
den superior tales como 


Фу уйу — 
44.41) FU] = "та 
И) =10 40) =00 (С-13) 
dYa Фу, _ 
Tos- Fo) = 05 


Para aplicar el método de Euler a este tipo de problemas, hay que reducir pre- 
viamente la ecuación diferencial (ec. C-13) a un sistema de ecuaciones diferen- 
ciales de primer orden. Una manera de hacerlo es definiendo n — 1 nuevas 
variables (la variable dependiente y sus primeras п – 1 derivadas siendo n el 
orden de la ecuación diferencial) 


Y 
dx, 
=й м Еч 
е а 
_ 4% dx, 
= ап а 
_ dy _ dx, 
a ағ 


Las tres últimas ecuaciones son tres ecuaciones diferenciales de primer orden 
que relacionan las variables t, хі, х2, Хз y хц. La ecuación diferencial original (ec. 
С-13) nos proporciona una cuarta ecuación. Así pues 


T = ху = filh Xi Xp Xy 24) (C-14a) 
5 ху = falb Xy Xp Ху Ху) (C-14b) 
T = җ = falh Xp Xp Xa Xa) (С-140) 
T = tsen ху + xix, = falt Xy Xy Xy Xy) (C-14d) 


En función de estas cuatro nuevas variables, las condiciones iniciales son 


х0) = 10 
х0) = -10 


х,(1) = 0.0 
х1) = 05 


Una vez reducida la ecuación diferencial de orden п (ec. C-13) a un sistema 
de п ecuaciones diferenciales de primer orden (ecs. C-14), se aplica el método 
de Euler (ec, C-12) a cada una de las ecuaciones diferenciales de primer orden, 
una tras otra, generando la sucesión de puntos 


Xi = Xio + (бу Ху Хуу Хау Ха) At 
Хы = Хә + falo Ху Хау Xap Xyp) At 
Xay = Xs + falfo Ху Xa Хау Xy) At 
Xay = Xag + fall Xio Xap Xa Xyp) AF 
ха = хи КЛ хүн Хан, 40А! 
х» = ху Loly) Xip Yap Xap Ya) At 


y así sucesivamente, donde Xpy = х„(!„). Una vez completada la solución del 
sistema de ecuaciones de primer orden (ecs. C-14), la solución de la ecuación 
diferencial original (ec. C-13) se obtiene simplemente en la forma 


y(t) = x(t) 


551 


С.5 ECUACIONES DIFERENCIALES 
ORDINARIAS 


552 PROBLEMA EJEMPLO 
APÉNDICE С MÉTODOS DE CALCULO 


Supóngase que se lanza una pelota hacia arriba con una celeridad inicial vg y un 
ángulo inicial & respecto a la horizontal. La resistencia del aire se traduce en una 
fuerza resistiva sobre la bola que es proporcional al cuadrado de la celeridad 


D = CospuA 


donde Cp es el coeficiente de forma (Cp puede tomarse aproximadamente igual 
a 1 en el caso de una esfera que vaya a velocidad moderada), p es la densidad 
del aire por donde pasa la pelota y А = тез el área de la sección recta de la pe- 
lota. Si se lanza una pelota de tenis de mesa (m = 4,5 g, r = 19 mm) con una cele- 
ridad inicial о = 6 m/s y 6) = 40° a través del aire (р = 1.293 kg/m): 


y a. Representar gráficamente la trayectoria de la pelota de tenis de mesa desde 
1-0 hasta que vuelva a su nivel inicial. 
b. Determinar su alcance (distancia horizontal total recorrida рог la pelota). 


SOLUCIÓN 
a. Enla figura C-12 puede verse el diagrama de sólido libre de la pelota еп un 


р cierto instante de su movimiento, La fuerza de resistencia tiene siempre 
sentido opuesto al de la velocidad. La segunda ley de Newton da, para la 
w pelota, el par de ecuaciones diferenciales 
diga -D cos 0 = тї (a) 
-D sen 0-W = тӯ (b) 


Las ecuaciones a y b pueden reducirse a un sistema de ecuaciones diferen- 
ciales de primer orden introduciendo las nuevas variables v, = # y v= ý. 
Entonces, las cuatro ecuaciones diferenciales son 


ї= 0, 

A D cos 0 
Штатты 
y=0, 

>» _ _ Dsen0+W 
Жуке ГЕТЕ ү 


donde т = 4,500(107) kg, D = (1)(0,5/(1,293)02л(0,019)-- 7,3(10:%с7, 
v?=v2+v],sen = о,/0 у cos = 0, /р. Estas ecuaciones se resuelven 
sometidas а las condiciones iniciales 


x=y=0 


= 6 sen 40% 


5 $ 40° 
D, = 6 cos 40 ту 


cuando ł = 0. 
Aplicando el método de Euler con un tamaño de tramo At = 0,01 s se tie- 
ne la sucesión de puntos inicial 


ху = yo = 0 6, = 40% 
Uro = 4,596 m/s vy = 3.857 m/s 


р? = 4,5962 + 3,8572 = 35,9996m*/s? 
x, = 0+ (4,596) (0.01) = 0,04596 т 


85 4,596 — 13300- 9)(35,9996) cos 40% 01) 


15001079) 
= 4,551 m/s 
Yi = 0+ (3,857) (0,01) = 0.03857 т 
1.330(10- #)(35,9996) sen 40° 
= 3,857 AMAIA o 
ту = 3,857 кс, (0,01) 
= 3,819 m/s 


02 = 4,551? + 3,8192 = 35,296 m?/s2? 
sen 0 = 3,819/ (35,296) 1/2 = 0,6428 
cos Ө = 4,551/ (35,296) 1/2 = 0,7660 

Қ = 040,01 =0,01 s 


X, = 0,04596 + (4,551) (0,01) = 0,09147 т 


Ц _ 7.330(10- %)(35,9996)(0,7669), 
005 = 4,551 250%10-3) (0,01) 
= 4,507 m/s 


уз = 0.03857 + (3,819) (0,01) = 0,07676 m 


7,330(10- 4)(35,9996)(0,6428), 
=3 919 2 MN ӨҚ) 
seal 4,500(10- 2) 0 


= 3.860 m/s 


y así sucesivamente. Se repite la iteración hasta que уу = 0. Desde luego, el 
proceso completo de iteración deberá repetirse con tamaños de tramo cada 
vez menores hasta que la solución ya no varíe al disminuir éstos. Estas 
ecuaciones se han resuelto utilizando los programas en BASIC y FOR- 
TRAN consignados como programas С-ба y C-6b, respectivamente, con un 
tamaño de tramo Af = 1/256 s. La solución (y en función de x) está repre- 
sentada en la figura С-13. En ésta se ha incluido, a fines de comparación, la 
trayectoria de la pelota de tenis de mesa correspondiente al caso en que se 
despreciara la resistencia del aire. 

El alcance de la pelota es la coordenada x cuando y vuelve a anularse. En la 
figura C-13 se ve que el alcance es 


R = 2,63 m (cuando se incluye la resistencia) 
R = 3,66m (cuando se desprecia la resistencia) 


(Obsérvese que la trayectoria no es parabólica cuando se incluye la resis- 
tencia del aire. Si lo fuese, su cumbre estaría en el punto medio 2,63/2 = 
1,315 m mientras que el la figura C-13 se ve que se halla mucho más cerca 
de 1,5 т). 
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ORDINARIAS 


Sin resistencia 


ә e 


© 


9706 1,2 1,8 24 30 36 42 


Distancia, x (m) 
Figura C-13 
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100 PI =4 * ATN(1) 
110 С =32.2 

120 W=.01 

130 M=W /G 
140 R=0.75/12 


20 T=0 

230 УХ = VO * СОЅ(ТІ "РІ / 180) 

240 VY = VO * SIN(TI "РІ / 180) 

250 ЕМ5- анна BARRARE HARBADA RETIRAR алар тай HERRERO 
260 КЕМ . 
270 REM Cálculo de la solución sin resistencia del aire 
280 REM 

290 ТІ-0 

300 XI = VX * ТІ 

310 YI=VY*TI-G*TI*T1/2 

320 PRINT USING FMS; ТІ; ХІ; YI 

330  TI=TI+DT 

340 ІЕҮІ>-0ТНЕМ 300 

350 КЕМ 

360 КЕМ Cálculo de la solución con resistencia del aire 
370 REM 

380 TH = ATN(VY / VX) 

390 VS=VX*VX+VY*VY 

400 DR=RHO*VS*A/2 

410 X=X+VX* DT 

420 Y +VY*DT 

430 УХ = УХ – (DR * COS(TH) / M)* DT 

440 VY = VY — ((DR * SIN(TH) / M) + G) * DT 

450 T=T+DT 

460 PRINT USING ЕМ6; Т; X; Y; УХ; ТН” 180 / РІ 

470 IF Y >=0 THEN 380 


Programa C-6a Listado de un programa en BASIC que resuelve un sistema de ecua- 
ciones diferenciales de primer orden utilizando el método de Euler. 


REALM 
PI=4* АТАМ(1) 
G=32.2 
w=0.1 
M=W/G 
R=0.75/12 
RHO = .00238 
A=PI*R*R 
vO=20 
Ті-40 


Programa C-6b Listado de un programa еп FORTRAN que resuelve un sistema de ecua- 
ciones diferenciales de primer orden utlizando el método de Euler. (Continúa en la 
página siguiente.) 


DT=1. / 256. 
УХ = VO * COS(TI * PI / 180) 
VY = VO * SIN(TI * PI / 180) 
250 FORMAT (3X,F6.3,5F12.3) 
С Cálculo de la solución sin resistencia del aire 
T=0 
300 X=VX*T 
Y=W"T-G*"T*T/2 
T=T+DT 
PRINT 250, T, X, Y 
IF (Y .GE. 0) GOTO 300 
С Cálculo de la solución con resistencia del aire 
T=0 
Х-0 
Y=0 
370 ТН = АТАМ(УҮ / УХ) 
vi Х“УХ +VY* VY 
DR=RHO*VS*A/2 
X=X+VX*DT 
Y=Y+VY*DT 
VX = VX- (DT * COS (TH) / M)*DT 
VY = VY — ((DR * SIN(TH) / M) +G) * DT 
T=T+DT 
PRINT 250, Т, X, Y, УХ, VY, ТН * 180 / РІ 
IF (Y .GE. 0) GOTO 370 


5ТОР 
END 


Programa C-6b Continuación. 


еда Problemas de condiciones de contorno 


Un problema de condiciones de contorno consiste en una ecuación diferencial 
de orden no inferior al segundo (tal como ec. C-13) que tenga fijados los datos 
en dos o más puntos. Como el método de Euler exige que todos los datos se 
fijen en el punto inicial de manera que se pueda seguir a lo largo de la solución, 
este método no se podrá seguir directamente. 

Un procedimiento para resolver problemas de condiciones de contorno 
consiste en imaginar valores de las derivadas necesarias para aplicar el método 
de Euler, utilizar éste para resolver el problema y ver lo próxima que está la 
solución obtenida al segundo valor de contorno. Si es necesario, se ajustan los 
valores ensayados de las derivadas iniciales y se vuelve a resolver el problema 
hasta que la solución encuentre el segundo valor de contorno. A esto se le lla- 
ma método de tiro por aproximación por analogía con el método que se emplea 
en Artillería: se ensaya un ángulo de tiro, se dispara el cañón, se mira si la gra- 
nada ha sobrepasado el blanco o se ha quedado corta, se ajusta el ángulo, se 
vuelve a disparar, etc. 
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Lo 


Ю------054т 
Figura C-14 


0 0,1 0,2 0,3 0,4 
Distancia, х (т) 


Figura С-15 


ЕМА ЕЈ 


Se utiliza una escopeta de aire comprimido para disparar una pelota de tenis de 
mesa contra un blanco, como se indica en la figura C-14. El ángulo de disparo 
puede variarse, pero la celeridad inicial de la pelota se mantiene fija en 2 = 
8 m/s, Determinar qué valor ha de tener el ángulo de disparo 8). Inclúyanse los 
efectos de la resistencia del aire como en el Problema Ejemplo C-7. Tómese aho- 
ra; masa = 5 g, diámetro =38 mm, Ср = 1 y densidad del aire = 1,225 kg/m'. 


SOLUCIÓN 


Las ecuaciones diferenciales son las mismas que se dedujeron en el Problema 
Ejemplo C-7: 


donde т = 0,005, D = (1)(0,5)(1,225)о2л(0,019)- 6,946(10- 02, v? = vi+ 
sen 0=w,/v y cos Ө = 1,/v. Hay que resolver estas ecuaciones sometidas а las 
condiciones iniciales x= у = 0 cuando t=0 y también sometida a la segunda con- 
dición de contorno y = 0,2 m cuando x = 0,4 m. 

La aplicación del método de Euler exige valores inciales de las cuatro varia- 
bles. Los valores iniciales que faltan se obtendrán ensayando un valor para el án- 
gulo inicial 6) y ajustando el ensayo lo que sea necesario para alcanzar la 
segunda condición de contorno. Como la recta que va de la posición inicial al 
blanco forma un ángulo de unos 27” con la horizontal, se efectuará un primer en- 
sayo de б,- 35%, Entonces 


ту = 8 cos 35° = 6,553 m/s 
2, = 8 sen 35° = 4,589 m/s 


y aplicando el método de Euler como en el Problema Ejemplo С-7 se tiene y = 
0,253 m cuando x = 0,4 m. Como este ensayo da un resultado demasiado eleva- 
do, se efectuará un segundo ensayo de 6) = 30°. Entonces 


2,4 = 8 cos 30° = 6,928 m/s 
2,4 = 8 sen 30° = 4,000 m/s 


y aplicando el método de Euler se tiene у = 0,206 m cuando x = 0,4 т. Este ensayo 
sigue dando un resultado demasiado elevado, por lo que se efectuará un tercer 
ensayo de 6), - 29,5%, etc. Al cabo de unos pocos ensayos más, se obtiene un valor 
de 0) = 29,28”. En la figura C-15 se ha representado la trayectoria que correspon- 
de a este ángulo inicial. 

La solución así obtenida pasa por el punto x = 0,4 m e y = 0,2 m en camino 
ascendente, Es posible otra solución en la cual la pelota pase por x = 0,4 m e y = 
0,2 m en camino descendente, Tras unos cuantos ensayos entre 70% y 80? se tiene 
la soluciónO) = 78,18", También puede verse esta trayectoria en la figura C-15, 


C.6 LECTURAS ADICIONALES 


Los textos que se citan a continuación son sólo algunos de los libros disponi- 
bles que tratan de métodos numéricos elementales. Todos los textos consigna- 
dos incluyen los métodos vistos en este apéndice, así como otros métodos más 
elaborados y otros métodos numéricos relacionados con ellos que pueden re- 
sultar útiles al estudiante. 


K 


2. 


de 


Chapra, S.C. y Е.Р. Canale (1985). Numerical Methods for Engineers with Per- 
sonal Computer Applications. McGraw-Hill, New York. 

Cheney,W. y D. Kincaid (1980). Numerical Mathematics and Computing, 
Brookes/Cole, Monterey, Calif. 

James, M.L., G.M. Smith y J.C. Wolford (1985). Applied Numerical Methods 
for Digital Computation, 3* ed., Harper & Row, New York. 

Johnston, R.L. (1982). Numerical Methods: A Software Approach, Wiley, New 
York. 

Mathews, J.H. (1987). Numerical Methods for Computer Science, Engineering 
and Mathematics, Prentice Hall, Englewood Cliffs, М.). 

Shoup, T.E. (1983). Numerical Methods for the Personal Computer, Prentice 
Hall, Englewood Cliffs, N.J. 
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Respu ESTAS A PROBLEMAS 


Capítulo 13 


13 


13 


vlt) = 101-8 m/s 
a(t) = 10 m/s? 

91 m; 42 m/s; 10 m/s? 
91,4 т 


v(t) = A m/s 

a(t) = 0 m/s? 

-5 m; A m/s; 0 m/s? 
20m 


v(t) = 4 cos t m/s 

a(t) = —4 sen t m/s? 

-3,84 m; 1,135 m/s; 3,84 m/s? 
12,16 m 


x(t) = 10+ 101-882 m 

a(t) = -16 m/s? 

-422 m; -118,0 m/s; —16,0 m/s? 
282 т 


x(t) = -20 873 + 8/3 -20t m 

a(t) = 16t m/s? 

-19 668 m; 492 m/s; 128 m/s? 

972m 

x(f) = 18,424— 2t cos 3t + (2/3) sen 3t m 
a(t) = 18! cos 3+ 6 sen ЗЕ m/s? 

11,03 т; -43,47 m/s; 55,65 m/s? 

74.76 m 


x(t) = 5 + 502/2 9/2 т 
vlt) = 5-32 


14 


30 


14,00 т; 1,500 m/s; 4,00 m/s? 
105,52 m 


x(t) = –37,62 + 31.622 4,9051? m 


v(t) = 31,629,811 m/s 

13.095 т: 2.190 m/s: — 9,81 m/s? 
112,2 m 

x(t) = – 86,25 +9,0811—5 sen 2t m 


v(t) = 9,081 — 10 cos 22 m/s 
= 57,61 m; – 0,521 m/s; — 5,588 m/s? 


45,93 m 

3,00 m/s 

„2572 sen (/21-3,229) т 
1/25 cos ( 

= 4/50 sen (./24- 3,22: 

Іт 

1953 кт 

/3270 -33362.2%-0.0%у m/s 
v = 57,2 m/s 


15-0,5x m/s 
5 m/s 


15е- 0:50 m/s 
30(1 00:50) m 
10,2 s; 29,8 m 


0,868 m/s? 
46.9 5 


13-38 
13-44 


13-45 


4,818 m 


222 km/h >; 222 кт/һ<- 


35 m/s | ; 35 m/s) 

100 m/s <-: 300 m/s — 

21 km (del punto de partida de B) 
12:30 pm 

100 s; 750 m 

45, 40m 

12,54 km (de la primera ciudad) 
1:30 pm 

2,217 min; 3,4 km 

246,4 m 

2 m/s —71 m/s? > 

1 m/s —;0,5 m/s? > 

6 m/s |; 0,6 m/s? f 

8 m/s); 0,8 m/s21 

0,5 m/s -> 

0,45 m/s; 0,09 m/s? f 
3,333 п/в7; 0,1333 m/s? |, 
4ms—i 1,2 m/s? => 

3 m/s <+ 0,7 m/s? > 

6 m/s —; 1,4 m/s? > 

0,2 m/s — 

0,5 m/s >; 0 m/s? 
1682,7 m 

33,87” o bien 82,69” 

2,219 m/s; 2,429 m/s 


13-87 
13-89 


13-90 
13-92 


13-95 


13-97 
13-98 
13-100 
13-103 
13-105 
13-106 


13-108 


13-11 


13-113 
13-114 
13-116 
13-119 


13-121 


13-122 


13-124 


13-126 


13-128 


13-130 


105,4 mm 


54,07% < 0 < 58,527 
о bien 80,57 < 0< 80,94 


39,74 m/s; 3,332 s; 15,38 m 
(50/31) Ге, + бе, mm/s 


(50/38) [CI(1+108)) e, + (20-0) eg] mm/s? 


8,891e, + 55,867€e y mm/s 
-302,8e, + 65.07e mm/s? 
0,6921 m 

— 0,202 m/s; 0,351 m/s 

- 2,29m/8?; 3,99 m/s? 
24 rad/s 

33,33 rad /s 

5,477 rad /s 

64,8 km/h 

47,5 km/h 

298,3 m 

0,257 m/s?; 5 m/s? 

2,95% 


1,5226 m/s?; 1,2 m/s? 
53,06" 

95,45 s; 19,479 2 

6,51 m/s; 50,19% Ep 
73,69"; 138,8 km/h 
188,90 m; 6,293 m/s 

тд = /2,25—s?j т 

уд = —5/./5,25—з%] п 
ад = 2,25 / [2,25 5213/2) m/s? 
= 0,91+ 1,2) т 

= 0,310,225) m/s 

= 0,1172 m/s? 

14,278 т 

Si- 14,01) m/s 

6,401 m/s; 9,139 m 
1,4011- 14,01) m/s 


13,59 m 
5,6701 — 9,047] m/s 


19,70 m/s 
5,711 13,70] m/s? 


-216 sen 6t 1 – 108,/3 cos 6t j – 108 cos 6t k 


а = 216 m/s? = constante 


13-131 
13-133 


13-136 


13-138 


13-139 


13-141 
13-144 


13-146 


13-147 
13-148 
13-150 
13-153 
13-155 
13-156 


13-158 
13-161 
13-162 


Capítulo 


14-1 


14-2 


14-4 
14-7 
14-9 
14-10 
14-12 


10t 1+ 3) + 45026 m/s 
101 + 90: m/s? 


5.5311+ 1,5) + 2,327 m/s 
6,9801 – 16,592k m/s 
2ле, m/s 

—2л?е,+32л?К m/s? 


0,1443e, +0,25k m/s 
1.8138e y m/s? 

0,1443e, +3,628e,+0,25k m/s 
= 22,79е, + 1,814e, m/s? 


0,1820e, + 0.5 m/s 

2.287е y m/s? 
0,1820е, + 6.861€ ¿+ 0,5k m/s 
-43,11e, +2,287e m/s? 


1,094 m/s? 

0,11227 rad /s 

0,0500 rad/s; O rad/s? 

0 rad/s; 0,00120 rad/s? 
13,33 m/s?; 7,11 m/s? 
2.0m/s 

205,8 m 

11,48 m/s; 4,58 т; 6,615 m 
255 m; 119,7 km/h 
-44-2,667і m/s 
0,151+0,1j m/s? 

115,2 s; 18,58 s 

8,302 m/s; 54,3% 

460 s; 0,114 m/s?; 28,75 km 


14 


0,3725 rad/s 

3.3056 rad/s? 
a=-90/4 

Ө = 5/3 sen (1,51% С) 
2,513 s; 75.4 rev 

151,3 rad/s 

4,944 s; 91,13 rad /s 
21,63 s; 16,00 rad /s 


1,787 s; 1,271 rey 
8,936 rad/s 


14-15 


14-16 


14-18 


14-20 


14-23 


14-24 


14-25 


14-27 


14-30 
14-32 


14-33 


14-35 


14-38 
14-40 


14-41 


14-42 
14-43 
14-45 
14-48 
14-50 


14-51 
14-53 


14-54 


a = 100/4 + 1602 
ф = tam (5) 

4 rad/s; 1 rad/s? 
1.61+0,1j m/s? 

1 m/s? | 
-26,67i— 1,5] m/s? 


3,665 rad/s?; 2,182 rad/s? 
208 rpm 

4,620 s 

529 rpm; 353 rpm 


40,4 гай // 
15,71 rad/s // 


2,078 m/s —; 14,40 m/s? — 
0,0324 rad/s\,; 0,00028 rad/s? |, 


7 5,303 cm/s |; 2,9835 cms, 


va = 


“А 


0,1607 m/s. 75 50% 
257.2 mm/s Î 2805 mm/s? } 


v = 02005 0 
y-b sen Ө 


0,03235 rad/s |, ; 6,699 mm/s |, 
0,1000 rad/s \, 

0,6944 rad/s ) 27042,5 mm/s <- 
1,764 rad/s / 2 825,6 mm/s > 


2,500 rad/s /; 2,083 rad/s ,/ 
250 mm/s —> 


1,1452 rad/s /; 614,25 mm/s №. 40° 


2,068 rad/s ,/ 
59,691 – 103,39] mm/s 


0,592 rad/s ц; 1,130 rad/s / 
32,031 + 77,66] mm/s 
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14-56 
14-57 
14-59 
14-62 
14-64 
14-65 
14-67 
14-68 
14-69 
14-71 
14-74 
14-76 
14-77 


14-79 


0 rad/s; 523,6 mm/s — 

1,0000 rad/s 7 300,005 mm/s 
5,6346 rad/s,) ; 1,2971 rad/s ¿/ 

3 rad/s 

8,504 rad/s 

6,69 rad /s 

1,2826 rad/s \, 

0.03235 rad/s |; 6,699 mm/s | 60% 
0,1000 rad/s 1, 

2,068 rad/s); 119,38 mm/s 7% 60% 
4,1888 rad/s,/? 360,0 mm/s 

2 rad/s); 1120 mm/s < 


3,118 гай/з /; 1,5 rad/s |, 
77.94 cm/s —> 


0 rad/s; 3 m/s —> 


30 rad/s); 13,5 m/s — 
4,5 m/s —; 11,906 m/s <7 40,89% 


6 ғай/ 


45,0 rad/s 1,5 15 rad/s // 
1778,75 mm/s 71,57° 


0,00028 rad/s?1 5 0,00087 m/s? | 


0 rad/s? 
0,390i— 1,878] cm/s? 


6,570 rad/s? \; 0,6034 rad/s? / 


18,277 rad/s? \, 
= 6001 – 1827,7} mm/s? 


12101 – 3720] mm/s? 
= 12301 – 2440} mm/s? 


17,97 гай/24,; 35,28 rad/s? 


3,6 rad/s? 1,7 1,800 rad/s? 1, 
0,225 m/s? — 


13,391 rad/s? \, 

2 rad/s?L 5 12,00 m/s21 
12,677 rad/s? \, 

13.678 m/s 27 23,97° 
4,280 m/s? 7%. 22,25% 


31,62 m/s 27 26,01% 
5,92 m/s 27 51,140 


14-106 


14-109 


14-111 
14-112 
14-114 
14-117 
14-119 


14-120 


14-122 


14-125 


14-127 


14-128 


14-130 


14-131 
14-132 
14-134 


14-137 


14-139 


14-140 


11,565 m/s < 46,10% 
4,140 m/s? 27 82,95% 


28,35 m/s ¿7 1,87% 
9.128 m/s? Z 49,99% 


142,50 mm/s 7. 0,6500 rad/s |, 
0,962 rad/s 1,5 173,08 mm/s 5% 
2,022 гай/в2,/; 623,4 mm/s? № 
0,6283 rad/s \} 5,527 rad/s?\, 
0,8976 rad/s 1,7 66,98 rad/s?) 


2,514 m/s 27 88,572 
15,811 m/s. 2,8629 


2900 mm/s <=; 42000 mm/s? 1 
3100 mm/s > 48 000 mm/s? 1 


301 cms Ta 85,24% 
4562,5 ст/52 27 9,46% 
301 cm/s 27 85,24° 
4562,5 cm/s? E 9,46% 


25 cm/s <-) 718,75 cm/s? | 
25 cm/s <-) 781,25 cm/s? | 


2924 mm/s < 1,26% 
42 800 mm/s? 72 86,08% 
3078 mm/s ® 1,20% 
47 390 mm/s? 257 86,46% 


2900 mm/s -> 

42060 mm/s2 E 88,642 
3100 mm/s <- 

48 060mm/s? ¿27 88,81° 
Абу = 90° 

Абу = 90° 

No hay variación 

= 5) +3К rad/s 

151 – 10k rad/s? 

= 1525i— 1125] mm/s 

63751 – 2700] -3125k mm/s? 
-75i 125] rad/s 

250i + 375k rad/s? 

= 275k mm/s 

= 31251 + 1050] + 3000k mm/s? 


- 563,8|-200,2К rpm 
30,911 rad/s? 


14-142 


14-144 


14-146 


14-148 
14-150 


88,54 mm/s} 2 21,06 mm/s? | 
0,104941 – 0.02460] + 0,02778k rad/s 
0.010971 = 0.00585] rad/s? 

571,3 mm/s | + 339,6 mm/s? 

0.707871 - 0.15869] + 0.193530 rad/s 
0.266631 — 0,09435] — 0.19927 rad/s? 
= 15001 mm/s; 27704 mm/s? 

0 rad/s 

- 3,7501 + 6,924j — 1.385k rad/s? 


—6,928e; m/s; – 0.2076e, —14,24e. m/s? 
519,6е, + 226,5е, - 125,0е, mm/s 
- 2685е, - 1602e, +25e, mm/s? 


14-151 100e, + 125e, +216,5e, cm/s 
3614e, + 2165е, -2050е, cm/s? 

14-153 0,4744 rad/s 7 0,16422 rad/s? |, 
- 59,301 + 59,30] mm/s 
-= 48,661 + 20,53] mm/s? 

14-158 40,69911 m/s; — 3553] m/s? 
-34,69911 m/s; 3553] m/s? 
Está a 31,8 mm del centro 

14-160 2,341 rev; 5,423 rad/s; 1,947% 
0,2203 rev; 5,261 rad/s; 19,864% 
0,0859 rev; 4,627 rad/s; 42,811 

14-161 — 6,3961 + 233,42] + 128,80k m/s 
= 167,951 + 6126,35] m; 5740,4 m 

14-163 12,876 m/s © 0,7484" ; 1,4555 m/s? “A |,846% 
89,58 m por debajo de A 

Capítulo 15 

1541 1281 М;781М 

15-2 2000 N 

153 184,4 N 
3,381 m/s? 

154 

15-7 

15-8 


15-11 


15-12 
15-15 


15-16 


15-19 
15-20 
15-23 


15-24 


15-27 


15-32 


0,6792 m/s? 
269.2 №; 471,1 N 


67,80 N 
6,509 m/s 
5,398 т 


4,905 m/s? 27 
2,548 m 


1.5092 m/s? 1; 461.5 N 
210,2 №; 420,4 № 


0,6667 m/s? | 
185,0 N 
197,59 N 


1,149 m/s? 2 
256.8 N 
6,243 m/s 


45.82 N 
0,3337 
0,2503 т > 
46,25 N 
2,803 m/s | 
7,007 m}, 


0,1369 m/s? -> 
17,491 N 
1,7108 т = 


41,2 m/s? — 
2,1535 
60,265 m 
1,7153 m/s | 
10,900 m/s? | 
54,75 m/s 
10,222 5 
0,06416 m/s 1 
9,808 m/s?4 
98,09 N 
0,9574 m/s | 
8567 m; 42.84 s 
1146,8 m 
7945 m 
30,58 s 


20 865 m 
65,57 s 


4988 m 
25,48 5 


15-51 
15-52 
15-54 
15-56 
15-59 
15-60 
15-62 
15-64 
15-66 
15-68 
15-69 
15-70 


15-72 


15-74 


15-76 


15-78 


15-80 


15-82 
15-84 


15-86 
15-88 


15-90 


15-93 


134,00 М 75. 50,659° 


20,65 М 27 54,462° 
94 km/h 

3141 N; 24360 N 
16,245; 0,291 

0,213 

30,65 N 

65,534”; 11,844 N 
62,513 N 

2,9147 rad/s 


31,215 N 
20,00 m 


7457,72 m/s 
10 547 m/s 


7405 m/s 
11 107 m/s 


42 247 km 
3072 m/s 


0.280 
5843 km 
4848,1 m/s 


0.06693 
6833 m/s: 7813 m/s 
107,1 min 


2630 km 
4465 m/s; 7742 m/s 
218,0 min 


0,11166 
1745,3 m/s 
135,2 min 


2083 m/s; 5544 m/s 


0,18025 

511,7 m/s 
466,9 m/s 
347,3 min 


168,3 m/s; 164,7 m/s 
1680,55 m/s; 87,478" 
36,48 m/s 

0,37214 

409 km 

8983,9 m/s; 4110,8 m/s 
172,2 min 

334,64 KN 

63,46 m 


15-94 2,190 m/s? 
21,90 m/s 
95,6% 
15-96 5585 N 
15-98 75,52 № 
4,995 m/s? E 40.892° 
1,888 m/s? 
15-101 15481 m 
15-02 10М- 
80 kN/m 
15-107 7073.54 m/s 
117,98 
15-108 7118,3 m/s 
10067 m/s 
11 028 m/s 
Capítulo 16 
16-1 0,763 m/s? -> 
1376,7 N 75. 78,69% 
3212 М “м. 78,69% 
16-2 0,372п/2-> 
1659,1 N Da 81,47% 
211,6 М 25, 81,479 
16-5 10,5695 
16-6 5,9248;29985 
16-8 6,0395; 2,998 s 
16-10 7479,5 N; 2330,5 N 
16-13 1502,1 N; 300,4 N 
869,6 N; 173,93 N 
16-14 2,453 т/52; 0,533 
16-17 187.5 – 2389 sen Ө 
16-18 458,7 N; 56,35 N 
147,15 № Ta 30° 
16-21 0,8918 m/s? 
2727 № 
16-22 11,412 rad/s? ) 
126,63 № 
16-25 13,08 rad/s? 
41,67 № 
ON =; 291,67 NÎ 
16-26 781,4№ 


292,4 N 27 66,732% 


16-29 


16-30 
16-33 


16-34 


16-37 


16-38 


16-42 
16-44 


16-47 


16-48 


16-50 


16-52 


16-55 
16-56 
16-59 


16-60 


16-63 


16-64 


16-67 


16-68 


16-71 
16-72 


6,288 rad/s? ) 
91,83 N 27 59,86% 


441,45 N <; 73,575N 1 


7,3575 m/s? y 

25Nf 

33,333 rad/s? 

166,67 N >; 1754,8 N y, 
0,181318 m/s? t 

245,38 N 


69.06 М 
139,54 N =; 692,2 N 4 


478,9 N — 287.96 N 4 


18,426 rad/s?) 
0,155 


13.138 rad/s? 

89,33 N < ; 275 N 1 

4 m/s? >; 30,72 гай?) 
4,602 m/s? ->; 23,011 гай?) 
0,6404 m/s? — 

154,65 N 

2,0940 m/s? | 

544,9 М; 385,8 N 

5,40 т 

1,487 5; 8,784 т 

4,459 rad/s?) 

44,51N 27 71,16% 
51,982 

12,191 rad/s?\, 

13,334 N 

255,5 М; 169,24 N 
3,6740 rad/s?) 

4,1077 m/s? 25 26,565% 
87,65 М; 105,93 N 

9,443 rad/s?) 

60,33 N 

23,550 rad/s? \, 

97,42 N 359,578 N 2 
10,025 rad/s? / 

382,7 N А7 ;79,556% 


31,81 N 27 ¿54,93 №7 


3.398 rad/s? 
74,266 N 1; 59,551 N5 


16-76 69,45 № > ;121,46N 1 
1.12 № — ;21,15N | 
101,14 N <= 

16-78 —1956,9k N 
2447.4k N 

16-80 —2940,1kN 
-1461,9k N 

16-82 30001 +59,95k М 
-1500i+38,15k N 

18-84 10,667i—2940,1k N 
5,333 Ni— 1461,9k N 

18-86 – 43061—9730,9j + 161,9k N 
— 9740,21 - 4347,2] 
5,254 т-М 

16-87 -7.8004- 3020) N 
7.5001 + 3220] N 

16-88 -0,3996i – 27.361] N 
0.39961 + 105,84] М 

6-90 66,6011 + 39.640) М 
66,6011 + 38,840] № 

16-92 344,6) + 107,91k N 
1931,1 N 

16-94 25,2861-344,6К + 107,91k N 
= 6.069] – 6.995k m- N 
1931,1 N 

16-96 — —44,744i №; -21311№ 
490,5) № 

16-97 2892 N; 12 608 N 
0,755 

16-90 339,58 N 

16-101 99.84 m- N 
4946 N 7-5 65,70° 

16-102 0,2865 rev 
3.605 rad/s 

16-104 4,204 m/s?/. ; 84,086 N 
1,72076і-2,92695і m/s? 
103,246 + 25,8114] М 

16-106 78,152 № 
186,94 № 7 71,473° 
34.402 № =— 

Capítulo 17 

171: Debe desviarse 29,8 m más allá de la res 


17,08 m/s 


17-3 
17-4 


17% 
17-8 


17-10 


17-12 


17-14 


17-16 
17-18 
17-20 


17-22 
17-24 


17-26 
17-28 
17-30 


17-32 
17-36 


17-37 
17-38 


17-39 


657 m 
17,69 m 
31,48 m 
29550 N 
99,6% 
1,596 m/s 
6,65 m/s 
11,27m 


3,145 m/s 
5,155 m/s 
5,42m 


0.262 m 

6.53 m ala izquierda de la posición inicial 
0,34 

250) 

бұ = 140,4 mm 

б, = 40,4 mm 

927 m/s 


8,32 m/s 
831 mm 


5,42 m/s 
157,0 N/m 


0,431 m/s; 0,0527 m 
0,1055 m 
No rebotan 


0,2356 m 


0,900 m/s 
0,277 m 


0,316 


3,145 m/s 
5,155 m/s 
5.42 т 
21,80% 
2,89 m/s 
1,420 m 


0,262 m 


9,27 m/s 
49.05 N/m 


6,49 m/s 
5,85 m/s 


6,07 m/s 
20,60 М 


17-50 4,593 m/s 
15,45 N 
17-52 428% 
17-54 1667М 
17-56  230m/s 
17-58 0,375 т 
1.472 N 
17-0 157,0 М№/т 
17-62 0,431 m/s: 0.0527 m 
0,1055 т 
No rebotan 
17-64 0.2356 т 
17-66 2,170 m/s 
2,396 m/s 
17-68 4,08 m/s 
8,17 m/s 
0,850 m 
17-0 490,5 W 
490,5 W 
17-72 2,677 m/s 
856 W 
17-74 3320 W 
13220 W 
14 720 W 
17-76 0,2917 т 
0,04905 т 
17-78 ЗІ,0 КУ 
1,333 m/s 
17-80 3,86 т/ѕ <т0< 3,96 т/5 
17-82 2,02 m/s 
2,11 m/s 
17-84 6,30 m/s 
2,99 m/s 
9,99 m/s 
17-87 15,77 kW 
77 km/h 
Сарйшіо 18 
18-1 16,42 геу 
18-2 6l6m-N 
18-4 0,8803 m 
47,9 rad/s 
18-6 6,07 rad/s 


118.5 № 4 76,5% 


18-8 


18-9 


18-11 


18-14 


18-16 


18-18 


18-19 


18-22 


18-24 


18-26 


18-28 


18-30 


18-32 


18-34 


18-36 


18-38 


18-40 


18-42 


18-44 
18-46 


18-48 


6,014 rad/s, 4543 М 7>. 86,316% 
5,419 rad/s, 2472 М 51,648" 
7.135 rad/s, 5348 М 37 1,680% 
3.942 rad/s 

13.204 М 25. 27,039 


4,34 rad/s 

160,7 4 53,39 
55,15% 

53,97% 

22,35 m 

14,90 m 


1,77 m/s; 5,00 rad/s 
0,736 m 


4,15 m/s; 27,67 rad/s 
5,53 m/s 


0,2387 m 
0,515 m/s; 3,432 rad/s 
1,029 m/s 
0,2177 m 


5,4951 +92,16j М 
83,2i N 


= 0.03971 + 102,63] N 
— 2.5981 + 68,57] N 


45,00° 
desliza antes 


9,38 rad/s 
18,481 + 6,52] m/s 


3,93 rad/s antihorario 
9,82 m/s? } 


1,559 m 
1,657 rad/s ашіһогагіо; 1,134 m/s > 
94,2 № 


3.00 rad/s\, 
7.49 m/s} 


70.53° 
3,13 rad/s 
2,09 m/s 


11,87 m/s 
5476 m/s | 


11,503 rad/s 
0,415 m/s —> 


22,33 N 


18-49 v= 85075 
v= 58177 
v= (251 
18-52 2,506 m/s} 
18-53 5,67 rad/s /. 1.133 m/s > 
6,54 rad/s ),2,62 ms < 
18-56 2,760 horario, 0 m/s 
1,949 horario, 5,85 m/s <- 
18-57 12019) 
18-58 1994] 
18-60 137,41] 
18-62 372,0] 
18-64 2477) 
18-66 9,363] 
18-68 3,33] 
18-70 2133] 
18-72 4374m-N 
18-74 15,81 rad/s 
18-76 9,22 rad/s 
18-78 60-20 rad/s 
18-81 104,5 т 
БИТ 
18-82 118,3 mm 
3,14 rev 
18-84 4,27 m/s 
490,5 N 
1,038 m 
18-86 857] 
18-88 2,770 m/s -> 
1,565 N <- 
107,104 
18-90 4,45 т/5 
18-92 736 геу 
1,473 m: N 
Capítulo 19 
19-1 0,3629 N 
0,204 
19-2 14,165 
19-4 185,7 N 
0,183 


567 


19-14 


19-16 


19-18 


19-22 
19-24 


19-26 


19-28 


19-40 


19-44 


19-47 


14,8211+ 5,745] m/s 
19.271+ 8,618) m/s 
14.8211+ 5,745] m/s 


18,035 i + 19,151 j m/s 
41,7 МЛ. 10,72% 


33.5(-0,5599i + 0,7708] + 0,3040) m/s 
47,6(— 0.69681 + 0,7172] + 0.0080) m/s 
54,9 0.70991 + 0,6831] + 0,1718) m/s 


7,848 s 
7.50 m/s; 14,114 s 
19,598 


8,1865 
15,68 5; 12,39 m/s 
23,57 m/s 


5,6671 + 5,167] т 
0.66671 + 2,333] m/s 
9,62 km/h 
—2,0001+ 7,50} N- $ 
= 1,6661 + 6,250] m/s 
750 m 

18 


= 31,66; 1078,9 m 
7,881 – 72,30) +7,43k N -s 
24 370 N 


4,293 m/s 

187,8 mm 

102,3 m/s? 

6,977 m/s 

8,27 m 

13,636 m/s 

0.0903 т 

147,6 m/s 

0,5737 m/s 

8,58% 

25,4 km/h; 35,2 km/h 
1,0909 m/s; 0,3091 m/s 
46,4% 

- 309 № 

- 0,900 m/s; 2,700 m/s 
19,00% 

1140 N 

0,9454 m/s; -0,3086 m/s 
2,0483 m/s; 60,6% 
0,913 

0,530 m 


19-48 
19-50 
19-52 
19-55 


19-56 
19-58 


19-60 


40,977; 2,87% 

74,28" 

1,21305 m/s > 
46,997 

1,275 m/s Y 80,93% 
5,01 m/s 4 20,31? 
4,331 m/s == 60,83% 
2,887 m/s 

2,091 kg; 2,391 m/s 


0,630 m 

1,031 m 

0,438 m 

x = 0,376 т 

y = 0,343 т 
67,16% 

12,5 m/s 

0,3125 rad /s 
2463 m/s; 4845 m/s 
37,042 

1,1654 m 

0,1871 m 

3,112 m/s; 25,37" 
0,8342 т; 1,199 m/s 
4,472 m/s; 158,12? 
15,96 М = 45° 
6,26 N 

383,6 kN 
0,0004055 т?/5 
0,085 

15,31 m/s 

-27 000 М 
-12,272 m/s? 
6780 m/s 

154,8 m/s 

0,333 m/s 

4987N — 
2N;2N;2N 
4,429 m/s 

14,32 m 

40,7% 


0,397 m 
0,397 m 
0,07322 m 


b 
с 
һ 


бал 


19-107 


1,5018 m/s Т. 62,83% 
45,842 


19-109 42,93% 
1,4346 m/s 
15,25 N 
19-112 5,988 m/s 
19-114 2,38 m/s > 
0,077 m/s <- 
Capítulo 20 
20-1 0,1876 т · N 
20-2 00503т-М 
20-4 32,65 т/ѕ 
20: 2450т/в 
20-8 4,965 
19,77% 
20-10 16,01 s 
157,1 rad/s \, 
78,5 rad/s / 
20-12 47,62 гай ) ;31,75 rad/s |, 
95,24 rad/s |, ; 142,86 rad/s ,) 
158,73 rad/s\, ; 238,10 rad/s // 
20-14 9,155 
13,46 m/s — 
89,76 rad/s antihorario 
20-16 12,57 m/s > 
2020 4,269m/s 
20-22 2,344 rad/s antihorario 
1093,8 N | 
20-24 0,5333 т 
20-25 6,393 rad/s \, 
377,6 N 
377,6 N 
70,0 % 
20-26 8,108 rad/s\, 
10,378 N 
649 N — 
98,8 % 
141,782 
20-28 2,113 rad/s \, 
655N < 
99,9 % 
28,512 
20-37 24/3 
54/6 
no existe 


20-33 


20-34 


20-38 


20-40 


20-42 


20-44 


20-46 


20-49 


20-50 


20-54 


20-56 


20-58 


20-60 


20-62 


20-64 


20-68 


3,900 m/s T~ 87,949 
0,4780 m/s -> 

3,902 rad/s 

122,5 mm sobre G 


6,811 m/s 27 70,70% 
0,991 m/s -> 

2,937 rad/s 

338 mm sobre С 


4,20641 + 7.2856) m/s 
2,4901 + 7,2852] m/s 
4019 N 
32,782 


8,5771 + 4,952] m/s 
-4,908i +7,587j m/s 
286,0 N 


0,518 
2,293 rad/s 
427,4 N => 


66,2° 
21,65 rad/s antihorario 
0,890 m/s | 


12,135 rad/s |, ; 15,556 rad/s 1, 
6930 N 7-. 68,61° 


= 0,01621j + 0,00811k m -N - s 
63,43% 


0,04241i + 0,05655ј m- N -s 
36,87° 


- 0,84823j + 3,30753k m - N- s 
14,38° 


0,00723j — 0,00599k m - N -s 
39,64° 


0,8263] + 0,9468k т. N - s 
48,89° 


= 21 m/s 

40) + 15k rad/s 

48,89° 

0° 

3.5i m/s 

0% 

3,3331 m/s 

54,09% 

3,1791+ 1,010] -—0,882k m/s 


7,332 
0,3816i + 1,3249] —0,7470k m/s 


20-70 


20-74 


20-76 


20-82 
20-85 


20-88 


21-4 


21-7 


570 


—1,4024 m/s 
28,04] + 10,61k rad/s 
9,811 m/s 


31 М№.5 
0,7535] + 1.3051k m- №. 
-12,5581 m/s 


2,1971 — 0,1491) + 0,3159 m/s 
0.78971 + 26,172] + 14,985k rad/s 
= 12,1171 — 0,0306] + 0,6317k m/s 


12,82 т-№ 
1.301) +2.253к т. N -$ 
— 23,6581 — 0,954] + 0.551 m/s 


14,20 m/s 

0,800 = 

vo = 1,051./(ag) 

vg = 0,5574 /ag) 27 45° 
в = 0,7882./(а/%) 
h=7r/5 


va = 0; 0,4=0/1 


ор = Vi 0¿=0 
Vap = 22/7 


Vg = 500/7 


2,451 rad/s /: 1.255 m/s “2; 36,780° 
4,411 rad/s 


-5,314i — 1,137] + 0,656k m/s 
27,89] + 48,32k rad/s 
71,11 mN 


8,036 rad/s; 1,607 m/s 
58,7% 
1,841 m/s 


ЖӘ = — Br sen лі cm/s 
ЖІ) = – 8л? cos mt cm/s? 


ЖІ) = (5л/4) cos л1/4 mm/s 
Ж) = (57/16) sen л!/4 mm/s? 


ЖІ) = (30л/4) cos (371/4+8/8) mm/s 
0) = -(90л2/16) sen (3л!/4 + 87/8) mm/s? 


x(t) = 5 cos (mt + 0,9273) cm 
2, = S7 cm/s en x = 0 cm 
máx = 57° cm/s? en x = -5 em 


21-9 


21-10 


21-13 


21-14 


21-17 


21-19 


21-22 


21-24 


21-25 


21-27 


21-30 


21-32 


21-34 


21-36 
21-38 


21-40 


21-42 


21-43 


21-46 


21-48 


x(t) = 10 cos (10!—0,6435) ст 
Әу = 100 cm/s en x = 0 cm 


Amix = 1000 cm/s? en x = —10 ст 
x(t) = 26 cos (3л!/4 + 1,1760) mm 
Әл = 61,26 mm/s en x = 0 mm 
Amix = -144,34 mm/s? en x = -26 mm 
x(t) = 13 sen (лі + 2,7468) cm 
0,1257 s; 0,6257 s 

x(t) = 5 зеп(л1/2 + 0.9273) mm 
1,4097 s; 0,4097 s 

x(t) = 5 sen (xt + 7/2) ст 

0,58; 08 

48,63 mm; 1,5278 m/s 

1,732 т/8 

+= +4 


kita 
bitta 


ў+294,3у= 
0,3662 5: 280 mm 

y(t) = —218,6 sen 17,155t— 175 cos 17,155/ mm 
0,1437 s 


2+ 700x = 0 

0,2375 s; 39,23 mm 

x(t) = 30,24 sen 26,4581 +25 cos 26,458! mm 
0.09263 s 


1+ 181,818х= 0 
13,484 гай; 0,4660 s 


Í+342,857x = 0 

2,947 Hz; 0,3393 s 

уй) = 332,2 sen 20t mm 

y(t) = 210,11 sen 15,8111 -14,715 cos 15,8111 mm 
9с +533.33у6=0 

3,6088 Hz; 0,2771 х 


0+32,7000=0 
0.9101 Hz; 1,0988 s 


6%-31.390- 0 
0.8917 Hz; 1,1215 s$ 


0+ 16500= 0 
0,6093 m/s 


8+ 127,870=0 
1.7986 Hz; 0,556 х 


21-50 


21-52 


21-54 


21-55 


21-56 


21-58 


21-60 


21-63 


21-65 


21-66 


21-69 


21-70 


21-72 


ў + 266,667у = 0 
2,599 Hz; 0,3848 s 


Y +299,861x = 0 
2,7563 Hz; 0,3628 s 


6+28,0959=0 
0,8436 Hz; 1,1854 s 
subamortiguado 
ЖІ) = е 0.1 [cos (5t— 1,2) – 50 sen (5t— 1.2)] cm/s 
Mt) = е-915 249,9 cos (5-1,2) 
+ 10 sen (5t- 1.2)m/s? 


amortiguamiento crítico 
0) = (-7-6t) e~?! mm/s 
Ж) = (8+ 121) 0-2 


subamortiguado 
ЖӘ = e= 0.05t [- 18,4 cos 31—23.7 sen 3H] mm/s 
Ж) = е7 905 [70,18 cos 3t + 56.39 sen 3Ң mm/s? 


amortiguamiento crítico 
Х() = (8-7,50) 15 rad/s 
Ж) = (19,54 11,251) e71:5 rad/s? 


amortiguamiento crítico 
Ж) = (-9 +24) e" 02 cm/s 
Ж) = (3,8-0,41) e- 02 cm/s? 


amortiguamiento crítico 
Mi) = (5,8 + 1,21) 0712 rad/s 
Ж) = (8,16 1.440) e-12 rad/s? 


subamortiguado 

a(t) = e 0.151 0,9 sen (104-2,5) 
+60 cos (10t — 2,5)] mm/s 

ЖІ) = е 9455- 600 sen (1012,5) 
—18 cos (10#—2,5) | mm/s? 


subamortiguado 
x(t) = et [3 cos 7,416! 4,045 sen 7.4161] cm 
ЖІ) = e75! [15 cos 7,4161—42,47 sen 7,4161] cm/s 
ЖІ) = е51|-390 соз 7,416! 

+ 101,13 sen 7,416t] cm/s? 


sobreamortiguado 
ХА) = – 31,771 5-53 + 1,7711447 mm 
0) = 175,63e7 55-25 63е-14.471 mm/s 
ЖІ) = — 970,967 5:53 4 370,967 14:47 mm/s? 


subamortiguado. 
x(t) = e~ [100 cos 4,3591 + 57,35 sen 4,3591] mm 
Mt) = е7 [150 cos 4,359/- 493,2 sen 4.359] mm/s 
ЖІ) = егі | 2300 cos 4,3591 

— 160,6 sen 4,3591] mm/s? 


21-75 


21-77 
21-80 


21-82 


21-83 


21-84 


21-88 
21-90 


21-92 


21-94 


21-96 
21-98 


21-100 


21-102 


21-104 


21-106 
21-108 


amortiguamiento crítico 

x(t) = (-15-751)е-5і ст 
375te5! cm/s 

= (375- 18754) е- 5! cm/s? 


! 


с=сү+с; 


ў + 25y + 666,7y = 0 

0,278 s 

y(t) = e> 12:57 [-5 cos 35,438! 
- 14,550 sen 35,4381] mm 

0,0552 $ 


4ў + 1254 + 6000y =0 

0,1773 s 

y(t) = 0715/6251 | 5 сов 35,438! 
- 14,550 sen 35,4381] mm 

0,0552 s 

2,46 

sobreamortiguado 

No hay frecuencia o periodo 

40,13 cm 

1,434 

sobreamortiguado 

No hay frecuencia o periodo 

188,3 mm 

8,032 № -s/m 


0,986 s 
1,190 s; 2,48 ciclos 


1,0541 
Sobreamortiguado 
No hay frecuencia o periodo 


11,041 
Sobreamortiguado 
No hay frecuencia o periodo 
Igual que las ec. 21-39 y 21-40 
20% + 40% + 500х = 2500 sen 8! — 1600 cos 8! 
x(t) = 3,521 sen (84 + 2,962) mm 
2ў + 504 + 1333,33y = 600 sen 20! 
Уй) = e712:51[472,1c08 22,5931+ 112,3 sen 22,5931] 
+ 529,4 sen (201— 1.081) mm 
4ў + 1254 +6000y = 150 sen 8! 
y(t) = e712,625 [-2,587c08 35,438! 
+6,842 sen 35,4381| 
+ 28,766 sen (181 0.4462) mm 
33,95 mm 
5,298 < Q < 8,629 rad/s 
53,20 mm 
86.3 mm 
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21-110 


21-112 
21-114 
21-116 
21-118 
21-120 


21-122 
21-124 
21-125 
21-126 
21-128 
21-130 
21-132 
21-134 
21-136 
21-138 
21-139 


21-140 


21-142 


21-144 


21-146 


21-148 


1,10 mm 

1,46 mm 

34,54 mm 

46,17 mm 

1+ 181,818х =0 
1+ 342,86х = 0 

ўс +533.33yG = 0 
0+ 16500 = 0 

ўс + 266,67ус = 0 
14,577 rad/s 
59,161 rad/s 
35,355 rad /s 
13,484 rad /s 
18,516 rad /s 

5,718 rad/s 

4,952 rad/s 

5,301 rad/s 


357 Мт 
0,1433 №. s/m 


4,50+5,40+ 49,050 = 19,282 sen (5! — 0,2355) 
0,2798 rad 


F, = 114,25N 
Е, = 4,863 N 


0,2701 m 
2,701 
229,2 N 
2,86 


0,5371 m 
0 < 4,329 rad/s; Q > 4,527 rad/s 


ў+228,53у = 0 
16,986 rad/s; 50 mm 
y(t) = -50 cos 16,9862 mm 


Apéndice A 
A-1 1. = 3mR?/10 
А2 1,=3т(2 + 402)/20 


A-5 
А-6 
A-9 
A-10 
АЯЗ 
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1, =m(3R?+41?)/12 
1,=2mR?/5 

lyg = m(2h? + 312)/36 
I= m(b?+ 2)/10 

1, = mR?(1 + 3R?)/6 


A-14 
A-17 
А-18 
А-21 
A-22 
А-27 
А-28 
A-31 
A-32 
А-35 
А-36 
А-39 


A-40 


А-43 


A-44 


lyg = 19mR?/160 
1,= 0,335 kg m? 
1,=1,004 kg т 
1,-247 kg тп? 
1,=229kg-m? 

1y = 0832 kg т? 
1,=0,464 kg m? 
1,=10,37 kg т? 
1,=1,616 kg + m? 

ly =MbL/4 

Ly = 2mR?/57 

зу = 0,610 kg- m? 

-0.1472 kg + m? 
= -0,442 kg- m? 


= 4mRh/57 
= ЗтК2/5л 


ык, = 0,871 kg - m? 
Ө, = 68,6% 
8, = 81,5° 
E = 23;]° 
‚8341 kg - m? 
6, = 71,0% 
25,2% 
. = 105,90 

= 0,8341 kg - m? 
= 29,2% 
13,5% 
106,4% 


Ө, = 944% 
Іш = 0,0546 kg - m? 
Ө, = 39,30 
Ө, = 124,0° 
Ө, = 72,7° 


AA 


А46 Imis = 1,439 kg: m? 
84,1? 

95,1% 

7,8% 

Lim = 1.263 kg + m? 
6, = 40,7% 

= 49,3% 

= 91,1° 

= 0,201 ке: т2 
= 130,19 

= 41,2% 

= 82,3° 


А48 Так = 242kg-m? 


Ө, = 130,6° 
Ө, = 75,8% 
Ө, = 441° 
Lim = 1.925 kg- m? 
Ө, = 100,6° 
6, = 29,9 
Ө, = 117,6° 
Inin = 0,892 kg - m? 
0, = 42,6% 
6, = 64,3% 
Ө, = 58,7% 
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Aceleración 14, 15, 16 
angular 79 
constante 18 
de Coriolis 110 
en función de la posición 17 
en función de la velocidad 18 
en función del tiempo 17 
relativa 102 
Afhelio 180 
Álabes 387 
Amortiguador viscoso lineal 466 
Amortiguamiento 
crítico 468 
coeficiente 468 
de vibraciones 466 
eficaz, coeficiente 468 
razón 468 
supercrítico 468 
viscoso 466 
coeficiente 466 
Amplitud 449 
Análisis gráfico 19 
Ángulo de fase 452, 481 
Apogeo 180 
Arco cuarto de círculo, centroide 525 
Arco de circunferencia, centroide 525 
Caballo de vapor 287 
Cálculo 
condiciones de contorno 555 
ecuaciones alineales 534 
ecuaciones diferenciales ordinarias 547 
integración numérica 543 
método de Euler 547 
método de Gauss-Jordan 540, 541, 542 
método de la falsa posición 537, 539 
método de Newton-Raphson 534, 536, 
métodos 
sistema ecuaciones lineales 540 
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Slug 6, 143 
Sol, datos astronómicos 532 
Steiner, teorema 204 
para momento de inercia 502 
para productos de inercia 515 
Superficie rectangular, centroide 526 
Superficie triangular, centroide 526 
Superficies planas 
momentos segundos 527, 528 
mixtos 528, 529 
Teorema 
de Euler 118 
de la cantidad de movimiento 344 
representación gráfica 408, 431 
de las fuerzas vivas 268, 269 
de Steiner 204 
para momentos de inercia 502 
para productos de inercia 515 
del momento cinético 375, 431 
representación gráfica 408, 431 
Tercera ley de Kepler 180 
Tercera ley de Newton 146 
Terna galileana 144 
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Tetraedro rectangular, centroide 526 
Tiempo 4 
Tierra, datos astronómicos 532 
Trabajo 
de fuerzas 304 
interiores 305 
de pares y momentos 305 
de una fuerza 266 
efectuado por la fuerza de un resorte lineal sin masa 268 
efectuado por una fuerza constante 267 
unidad 267 
y energía en el movimiento plano de un cuerpo rígido 309 
y energía, principio general 285 
Trabajo-energía, método 266 
Traslación 76, 257 
coplanaria 76 
curvilínea 76 
de un cuerpo rígido 76, 77, 208, 308 
rectilínea 76 
Trayectorias circulares 76 
Trineo a reacción 389 
0.5. Customary System 5 
Unidades 
astronómicas 532 
de impulso angular 374 
de longitud 5 
de masa y peso 6 
de medida 5 
factores de conversión 7 
de momento cinético 374 
de tiempo 5 
de trabajo 267 
Variación de velocidad 19 
Varilla, momento de inercia 529 
Vector 
constante 14 
de posición 14, 37 
inercia 146 
momento cinético 327 
velocidad angular 120 
Velocidad 14, 15 
angular 79 
areolar 178 
de escape 182 
de régimen 23 
en función de la posición 17, 18 
en función del tiempo 17, 18 
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Velocidad (continuación) 
pendiente de la gráfica de la posición 19 
relativa 90 
ecuación 91 
Ventiladores estacionarios 387 
Vibración 
aleatoria 448 
amortiguada 450 
amortiguamiento 466 
amplitud 449 
ángulo de fase 452 
aperiódica 448 
ciclo 449 
forzada 450, 479 
ángulo de fase 481 
factor dinámico de amplificación 481 
fuerza armónica de excitación 479 
fuerza perturbadora en fase 481, 482 
fuerza perturbadora en oposición de fase 482 
movimiento armónico del apoyo 484 
resonancia 483 
rotación descompensada 484 
frecuencia 
circular natural 451 
fuerzas de rozamiento 466 
libre 450 
amortiguada 466 
con amortiguamiento viscoso 466 
по amortiguada 450 
de un cuerpo rígido 454 
mecánica 448 
métodos energéticos 489 
ecuación diferencial del movimiento 490 
sistemas con amortiguamiento crítico 468 
sistemas sobreamortiguados 468 
sistemas subamortiguados 469 
no amortiguada 450 
periodo 448 
permanente 481 
propia 450 
pulsación propia 451 
Volumen 
de control 382 
factores de conversión 531 
Watt 287 
Yarda 5 
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Tabla В. 


ЕМТО5 DE INERC 


Varilla 
1,50 
= 
1 
Placa rectangular L, = татф? +1) 
=] 
1, = mb 
1 = Emh? 
25 12 
Placa circular 1 
1, = mR? 
1 


Prisma rectangular 


У = bhL 


ц 
5l- 
х 
= 
3 
se 
% 


+12) 


E 2 2 
¿mi? +12) 


MOMENTOS DE INERCIA DE FIC 


1; mR? 
V = Ілк2һ 1 З m(R?+4h3) 
3 й JR 
GE! 3 
Белі зн с=с 30 (AR? +h?) 
Cilindro de revolución 1, = Im? 
У = лі. М 1 2412 
de -і,- пток +L?) 
Semiesfera 
2 = 1, = me? 
үзіле ау Е = атк 
саа 83 nR? 
=R ус = Lo = 330" 
Esfera 
= 4283 
У = ¿AR 


